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Meinen  umfangreichen  Verlag  auf  dem  Gebiete  der  Mathematl8ohen| 
der  Teohnisohen  und  Naturwissensohaften  nach  allen  Richtungen  hin 
weiter«  auszubauen,  ist  mein  stets  durch  das  Vertrauen  und  Wohlwollen 
zahlreicher  hervorragender  Vertreter  obiger  Gebiete  von  Erfolg  begleitetes 
Bemühen,  wie  mein  Verlagskatalog  zeigt,  imd  ich  hoffe,  dals  bei  gleicher 
Unterstützung  seitens  der  Gelehrten  des  In-  und  Auslandes  auch  meine 
weiteren  Unternehmungen  Lehrenden  und  Lernenden  in  Wi&senschafb 
und  Schule  jederzeit  förderlich  sein  werden.  Yerlagreanerbieten  ge- 
diegener Arbeiten  auf  einschlägigem  Gebiete  werden  mir  deshalb,  wenn 
auch  schon  gleiche  oder  ähnliche  Werke  über  denselben  Gegenstand  in 
meinem  Verlage  erschienen  sind,  stets  sehr  willkommen  sein. 

Unter  meinen  zahlreichen  Unternehmungen  mache  ich  ganz  besonders 
auf  die  von  den  Akademien  der  Wiäsenschaften  zu  München  tind  Wien 
und  der  Gesellschaft  der  Wissenschafben  zu  Göttingen  herausgegebene 
Ztnoyklop&die  der  Mathematisohen  Wissensohaften.  aufmerksam, 
die  in  7  Bänden  die  Arithmetik  und  Algebra,  die  AnalyslB,  die  Geo- 
metrie, die  Mechanik,  die  Physik,  die  Geodftsie  und  Geophysik  und 
die  Astronomie  behandelt  und  in  einem  SchluTsband  historische, 
philosophische  und  didaktische  Fragen  besprechen,  sowie  ein 
Generalregister  zu  obigen  Bänden  bringen  wird. 

Weitester  Verbreitung  erfreuen  sich  die  mathematischen  und  natur- 
wissenschaftlichen Zeitschriften  meines  Verlags,  als  da  sind:  Die  Mathe- 
matischen Annalen,  die  Bibliotheca  Mathematica,  das  Archiv  der 
Mathematik  und  Physik,  die  Jahresberichte  der  Deutschen 
Mathematiker -Vereinigung,  die  Zeitschrift  fOr  Mathematik  und 
Physik  und  die  Zeitschrift  fOr  mathematischen  und  naturwissen- 
schaftlichen Unterricht. 

Seit  1868  veröffentliche  ich  in  kurzen  Zwischenräumen:  „Mit- 
teilungen der  Verlagsbuchhandlung  B.  G.  Teubner^^.  Diese  „Mit- 
teilungen", welche  unentgeltlich  in  20  000  Exemplaren  sowohl  im  In-  als 
auch  im  Auslande  von  mir  verbreitet  werden,  sollen  das  Publikum,  welches 
meinem  Verlage  Aufmerksamkeit  schenkt,  von  den  erschienenen,  unter 
der  Presse  befindlichen  und  von  den  vorbereiteten  Unternehmungen  des 
Teubnerschen  Verlags  in  Kenntnis  setzen  imd  sind  ebenso  wie  das  bis 
auf  die  Jüngstzeit  fortgeführte  jährlich  zwei-  bis  dreimal  neu  gedruckte 
Verseichnis  des  Verlags  von  B.  G.  Teubner  auf  dem  Gebiete  der 
Mathematik,  der  technischen  und  Naturwissenschaften  nebst 
Grenzgebieten,  96.  Ausgabe  [XXXVIII  u.  140  S.  gr.  8],  in  allen  Buch- 
handlungen unentgeltlich  zu  haben,  werden  auf  Wunsch  aber  auch  unter 
Kreuzband  von  mir  unmittelbar  an  die  Besteller  übersandt.  . 

Leipzig,  Poststrafse  8. 

B.  G.  Teubner. 
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Vorrede. 


Den  Elementen  der  Zahlentheorie  und  der  Analytischen 
Zahlentheorie  lasse  ich  mit  diesem  Werke  den  vierten  Theil 
meines  Oesammtuntemehmens  folgen^  indem  ich  die  früher  von 
mir  veröffentlichte  Lehre  von  der  Ereistheilung  und  ihren 
Beziehungen  zur  Zahlentheorie^  deren  Neubearbeitung  ich  mir 
vorbehalte^  als  dritten  Theil  desselben  zähle.  Das  neue  Werk 
giebt  die  Arithmetik  der  quadratischen  Formen  mit 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Unbestimmten.  Nachdem 
schon  Gauss  für  die  Theorie  der  ternären  Formen  die  haupt- 
sächlichsten Probleme  gestellt  und  theilweise  gelöst  hatte^ 
führten  später  namentlich  Eisenstein^  in  neuerer  2ieit  St. 
Smith  diese  Lehre  grösserer  Vollendung  entgegen;  zugleich 
aber  leitete  die  Ausdehnung  der  Probleme  und  Methoden  des 
besonderen  FaUs  zur  Entwickelung  einer  Arithmetik  der  qua- 
dratischen Formen  überhaupt^  welche  vornehmlich  durch  die 
Arbeiten  von  Smith  und  Minkowski  bereits  eine  hin- 
reichende Ausbildung  erfahren  hat^  um  eine  einigermassen 
abgerundete  systematische  Darstellung  zu  gestatten.  Das  neue 
Werk  soll  eine  solche  versuchen;  es  zerfäUt  in  drei  grössere 
Abschnitte. 

Der  erste  behandelt  ausschliesslich  die  ternären  Formen. 
Denn^  getreu  dem  bisher  eingehaltenen  Verfahren^  soll  auch 
hier  die  Darstellung,  soweit  dies,  ohne  die  Elarlegung  des 
inneren  Zusammenhanges  der  Lehre  zu  beeinträchtigen,  ge- 
schehen kann,  ihrer  geschichtlichen  Entwickelung  Rechnung 
tragen.  Zudem  wird  durch  die  vorgängige  Darstellung  der 
Lehre  von  den  ternären  Formen  das  Yerständniss  der  viel 
schwierigeren  allgemeinen  Theorie  wesentlich  erleichtert  wer- 
den,  auch   konnte   nur   in   dieser  Weise   die  Darstellung   der 
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mannigfaltigen  auf  jene  besonderen  Formen  bezQglichen  Einzel- 
Untersuchungen  wünschenswerthe  Abrundung  erhalten.  Nach 
einem  einleitenden  Capitel,  welches  die  algebraischen  Grund- 
lagen der  Theorie^  insbesondere  die  algebraische  Transformation 
der  Formen  in  sich  selbst  giebt,  folgt  die  Eintheilung  der 
Formen  in  Classen^  Ordnungen  und  Geschlechter  nach  Eisen- 
stein und  Smith;  das  nächste  Gapitel  bringt  die  Gauss'sche 
Theorie  der  Darstellung^  das  folgende  die  Untersuchung  aller 
ganzzahligen  Transformationen  einer  Form  in  sich  selbst^  auf 
welche  jene  zurückführt.  Nach  einer  kurzen  Erörterung  über 
die  Geschlechter  binärer  Formen^  welche  auch  den  zweiten 
Gauss^schen  Beweis  des  Reciprocitätsgesetzes  enthält^  wird 
das  Vorhandensein  der  Geschlechter  binärer  sowohl  wie  ter- 
närer  Formen  bewiesen  und  nach  Einführung  des  Eisenstein- 
sehen  Begriffs  vom  Maasse  der  Formen  zunächst  die  Anzahl 
der  Darstellimgen  einer  Zahl  als  Summe  dreier  Quadrate  be- 
handelt^ woran  sich  Sätze  über  die  Darstellbarkeit  der  Zahlen 
durch  eine  Summe  von  vier  Quadraten  und  von  Polygonal- 
zahlen anschliessen.  Ein  weiteres  Gapitel  bestimmt  zuerst 
nach  Eisenstein'scher  Methode,  sodann  nach  Smith  das 
Maass  eines  Geschlechts  sowie  einer  Ordnung  positiver  Formen, 
wobei,  wie  überhaupt,  der  Einfachheit  halber  die  Determinante 
ungerade  vorausgesetzt  wird.  Dann  folgt  eine  zusammen- 
hängende Darstellung  der  Arbeiten  von  Gauss,  Dedekind, 
Cantor  u.  A.  über  die  Gleichung  ax^  +  a  x^  -}-  a"  x"^  =  0, 
und  zuletzt  ein  Auszug  aus  A.  Meyer 's  Arbeiten  über  die 
Classenanzahl  eines  indefiniten  Geschlechts  u.  dgl. 

Der  zweite  Abschnitt  ist  den  allgemeinen  quadra- 
tischen Formen  gewidmet.  Soweit  es  zulässig  ist,  ohne  Wesent- 
liches zu  beeinti^htigen,  beschränke  ich  mich  wieder  auf 
Formen  mit  ungerader  Determinante.  Auch  hier  wird  mit 
Zusammenstellung  einiger  algebraischen  Hilfssätze  und  Betrach- 
tungen begonnen.  Nachdem  dann  die  Zusammensetzung  von 
„Zahlensystemen"  erörtert,  gebe  ich  im  folgenden  Gapitel  auf 
Kronecker'scher  Grundlage  eine  Lehre  von  den  Elementar- 
theilem  solcher  Systeme.  Als  Anwendung  derselben  erscheint 
in  zwei  weiteren  Capiteln  die  Arithmetik  der  Linearformen, 
die   Lehre   von   den   linearen   Gleichungen   und   Gongruenzen. 
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Das  hierauf  folgende  Capitel   bringt  als  eine  weitere  Anwen- 
dang   derselben  Lehre   nach   Hermite^   Rosanes   und   Fro- 
hen ins   die   algebraische  Transformation  der  Formen  in  sich 
selbst.     Nunmehr  folgt  die  eigentliche  Arithmetik  der  quadra* 
tischen  Formen,  zunächst  die  Eintheilung  der  Formen  in  Classen, 
Ordnungen  und  Geschlechter,  die  genaue  Bestimmung  der  Ge- 
schlechtscharaktere  nach  dem  Vorgänge  von  Smith  und  Min- 
kowski.    Das  nächste  Capitel  enthält  eine  Untersuchung  über 
quadratische  Congruenzen,  um  die  Grundlage  zu  liefern  für  die 
neue  Definition   des   Geschlechts   nach   Poincare   und   Min- 
kowski, welche  das  folgende  Capitel  einführt.    Im  Zusammen- 
hange damit   steht   die   auch   für   das  Folgende   wichtige  Be- 
stimmung   der    Anzahl    der    „Reste^^,    welche    ein    gegebenes 
Geschlecht    in   Bezug    auf   einen    gegebenen    Modulus    haben 
kann.    Nun   giebt   das   nächste  Capitel   die  Theorie   der  Dar- 
stellung  einer  Zahl  oder   einer  Form  mit   n  —  1    durch   eine 
solche  mit  n  Unbestimmten.     Nach  Feststellung  des  Zusammen- 
hangs zwischen  den  Geschlechtem  beider  Formen  ergiebt  sich 
der  Nachweis  für  das  Vorhandensein  der  zulässigen  Geschlechter. 
Von  hier  ab  werden  nur  noch  positive  Formen,  insbesondere 
ihr  Maass   betrachtet,   zunächst  die  Anzahl  der  Darstellungen 
einer  Zahl  als  Summe  von  vier  oder   fünf  Quadraten,   sodann 
der   schöne  Minkowski 'sehe  Ausdruck   für   das   Maass   eines 
Geschlechts  von  Formen,  der  aus  den  wesentlichen  Faktoren 
der  Maasszahl   gebildet   ist.    Und   hieran    schliessen   sich  Be- 
trachtungen über  die  Anzahl  von  Darstellungen  einer  Zahl  als 
Summe  von  sechs  oder  mehr  Quadraten  und  Aehnliches  an. 

Der  dritte  Abschnitt  handelt  von  der  Reduktion  der 
Formen.  Im  Vorhergehenden  bedurfte  man  nur  des  Princips 
der  Reduktion,  wesentlich  zur  Feststellung,  dass  die  Anzahl 
der  Classen  für  eine  gegebene  Deteiminante  eine  endliche  ist. 
Die  eigentliche  Reduktion  der  quadratischen  Formen,  die  prä- 
cise  Fassung  der  reducirten  Form  und  ihre  wichtigen  Folge- 
rungen bilden  ein  eigenthümliches  Gebiet  der  Zahlentheorie, 
welches  theils  durch  die  Rolle,  die  das  Stetige  darin  spielt, 
theils  durch  die  besonders  wichtigen  nicht-zahlentheoretischen 
Resultate,  die  aus  ihm  erwachsen:  Grenzen  für  gewisse  Minima, 
Annäherungsprocesse,  wie  die  Kettenbruchalgorithmen,  die  der 
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arithmetischen  Charakteristik  der  Irrationellen  dienen  ^  u.  A., 
zu  einer  analytischen  Disciplin  vom  höchsten  Interesse  ge- 
stempelt wird.  Dies  Gebiet  hat  zugleich  das  Charakteristische, 
dass  in  ihm  die  geometrische  Bedeutung  der  quadratischen 
Formen  als  Punkt-  oder  Zahlengitter  vorzüglich  zur  Geltung 
kommt.  Der  letzte  Abschnitt  des  Werkes  wird  der  zusammen- 
hängenden Darstellung  der  betreffenden  Arbeiten  Tomehmlich 
von  Hermite,  dann  Selling  und  Charve,  Dirichlet, 
F.  Klein,  Poincare,  Minkowski  u.  A.  gewidmet  sein. 

Die  Menge  und  der  TJmfEmg  der  erforderlichen  oder  in 
Frage  kommenden  Untersuchungen,  zugleich  mit  dem  Um- 
stände, dass  sowohl  die  zwei  ersten  Abschnitte  zusammen- 
genommen, wie  auch  der  dritte  für  sich  als  ein  in  sich  ab 
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Nachdem  Gauss  in  den  Disquisitiones  Arithmeticae  die 
Theorie  der  binären  quadratischen  Formen  zuerst  in  syste- 
matisch folgerechter  und  umfassender  Weise  zur  Darstellung 
gebracht^  weist  er  in  art.  266  den  Mathematikern  ein  weites, 
unermessliches  Gebiet  zu  ähnlicher  Forschung:  die  arithmetische 
Untersuchung  der  homogenen  ganzen  Funktionen  beliebigen 
Ghtides  und  mit  einer  beliebigen  Anzahl  von  Yeranderlichen, 
ein  Gebiet,  von  welchem  die  von  ihm  entwickelte  Theorie  der 
binären  quadratischen  Formen  nur  die  erste,  nächstliegende 
Stufe  ist.  Sehen  wir  ab  von  den  binären  Formen  eines  be- 
liebigen Grades  >  2,  deren  Arithmetik  seither  nur  in  sehr  ge- 
ringem Umfange  behandelt  worden  ist*),  so  zeichnen  sich 
unter  den  übrigen  Formen  oder  homogenen  Funktionen  zwei 
Eategorieen  besonders  aus:  die  zerlegbaren  Formen,  d.  h. 
diejenigen  Formen  n^^  Grades,  welche  als  Produkte  von  n 
irrationalen  Faktoren  ersten  Grades  darstellbar  sind,  und  die 
allgemeinen  quadratischen  Formen  mit  einer  beliebigen  An- 
zahl n  von  Yariabek.  Die  binären  quadratischen  Formen 
sind  unter  allen  Formen  durch  den  besonderen  Umstand  charak- 
terisirt,  dass  sie  diesen  beiden  Eategorieen  von  Formen  zugleich 
angehörig  sind.  Zahlentheoretisch  betrachtet,  kommt  der 
erstem  von  beiden  bei  weitem  grössere  Wichtigkeit  und 
höheres  Interesse  zu,  denn  unter  der  algebraischen  Form 


*)  S.  darüber  Eisenstein,  th^or^mes  sur  les  formes  cubiques  et 
Solution  d'une  ^uation  du  quatri^me  degr^  k  quatre  ind^termin^es, 
sowie  „Untersuchungen  über  die  kubischen  Formen  mit  zwei  Variabein** 
im  Journal  für  Mathematik  27;  desgl.  Hermite,  sur  la  th^orie  des 
fonctions  homogenes  ä  deux  indätermin^ea,  ebendas.  Bd.  52. 

Bftohmftnn,  Zahlentheorie.    IV,  1.  1 


2  Einleitung. 

verbirgt  sich  bei  ihnen  ein  wesentlich  arithmetischer 
Kern:  die  allgemeine  complexe  oder  algebraische  ganze  Zahl, 
deren  Eigenschaften  im  arithmetischen  Verhalten  jener  Formen 
zu  formalem  Ausdrucke  gelangen.  Aus  diesem  Gründe  schien 
es  uns  bei  unserer  Darstellung  der  Lehre  von  den  binären 
quadratischen  Formen*)  vom  zahlentheoretischen  Standpunkte 
geboten,  thunlichst  alles  aus  rein  arithmetischen  Quellen  ab- 
zuleiten und  algebraische  Hilfsmittel  nach  Möglichkeit  zu  ver- 
meiden; in  einem  späteren  Theile  unsers  Unternehmens,  in 
der  Theorie  der  algebraischen  ganzen  Zahlen  soll  noch  einmal 
jene  Lehre  aufgenommen  und  in  der  Weise  dargestellt  werden, 
dass  aus  der  algebraischen  Form  der  arithmetische  Kern  völlig 
herausgeschält  erscheine;  hier  wird  sie,  als  bereits  in  den  Ele- 
menten ausreichend  behandelt,  nur  mehr  gelegentlich  zur  Be- 
rücksichtigung kommen  und  mancherlei  Ergänzungen  erfahren. 

Anders  als  mit  den  binären  verhält  es  sich  mit  den  qua- 
dratischen Formen  mit  mehr  als  zwei  Veränderlichen.  Hier 
wird  es  mehr  die  algebraische  Form,  welche  anzieht,  wie 
herrscht,  und  es  dürfte  weder  möglich  noch  sachlich  begründet 
sein,  die  Arithmetik  dieser  Formen  frei  von  algebraischen 
Hilfsmitteln  und  Gesichtspunkten  zu  begründen.  Wir  werden 
vielmehr,  um  für  die  quadratischen  Formen  mit  einer  behebi- 
gen  Anzahl  von  Veränderlichen  jene  zu  entwickeln,  einer  ziem- 
lich breiten  algebraischen  Grundlage  durchaus  bedürfen. 

Die  ersten  Untersuchungen  über  diese  Formen  datiren 
von  Euler  und  Lagrange  und  knüpfen  sich  an  die  Aufgabe, 
die  allgemeine  Gleichung  zweiten  Grades 

ax^  +  hxy  +  cy^  -^  dx  -{-  ey  -\-  f  =  0 

in  ganzen  oder  rationalen  Zahlen  zu  lösen.  Legendre  ent- 
wickelte sodann  an  der  besonderen  temären  quadratischen  Form 

x^  +  J/^  +  ^* 
bereits,  wenn  auch  unter  anderer  Fassung,    die  gleichen  Ge- 
sichtspunkte, welche  nach  Gauss'  digressio  continens  tracta- 
tum   de  formis  temariis  seiner  Disqu.  Arithm.  art.  266 — 285 
die  Arithmetik  dieser  Formen  beherrschen  und  denjenigen,  die 


*)  Elemente  der  Zahlentheorie,  Leipzig,  1892. 
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in  der  Lehre  von  den  binären  quadratischen  Formen  ausrei- 
chend sind,  sich  hinzugesellen.  Oauss  hat  jedoch  die  Theorie 
der  temären  quadratischen  Formen  nur  soweit  entwickelt^  als 
er  ihrer  bedurfte,  um  seine  Lehre  von  den  binären  zu  krönen, 
indem  er  vemittelst  jener  den  Nachweis  Ueferte,  dasa  die  für 
eine  bestimmte  Determinante  zulässigen  Geschlechter  solcher 
Formen  wirklich  vorhanden  sind.  Den  nächsten  Fortschritt 
in  jener  Theorie  verdankt  man  Seeber*),  welcher  auf  stren- 
gem, wenn  auch  ausserordentlich  umständlichem  Wegß  den 
Beweis  gab,  dass  es  in  jeder  Classe  positiver  temärer  Formen 
eine  einzige  Form  gebe,  deren  Goefficienten  gewisse  von  ihm 
angegebene  Ungleichheitsbedingungen  erf&llen.  Diese  Form 
heisst  nach  Gauss'  Vorgänge  die  reducirte  Form  der  Classe. 
Gleichzeitig  richtete  diese  Arbeit  die  Aufinerksamkeit  auf  die 
geometrische  Bedeutung  der  positiven  binären  wie  temären 
quadratischen  Formen  als  „Zahlengitter''  und,  solcher  Auf- 
ÜEUssung  sich  bemächtigend,  war  es  nun  Dirichlet,  welcher 
in  einer  klassisch  schönen  Arbeit  die  See  herrschen  Reduk- 
tionsbedingungen auf  die  einfachste  Art  ableitete.  Hermite 
forderte  sodann  die  algebraischen  Grundlagen  der  Theorie 
durch  Aufstellung  aller  Transformationen  einer  temären  qua- 
dratischen Form  in  sich  selbst.  Noch  bedeutend  wichtiger 
aber  wurden  seine  Untersuchungen  über  die  Reduktion  der 
quadratischen  Formen.  Indem  er  dieselbe  auf  die  Betrachtung 
stetig  veränderlicher  Elemente,  die  er  einführte,  begründete, 
andererseits  aber  auf  die  Eigenschaften  der  positiven  quadra- 
tischen Formen  die  Theorie  aller  andem  quadratischen  sowie 
diejem'ge  der  zerlegbaren  Formen  zurückführte,  schuf  er  ein 
eigenthümliches  Gebiet  der  Zahlentheorie,  in  welchem  sie  sich 
mit  der  Analysis,  wie  auch  mit  geometrischen  Theorieen  auf 
das  Innigste  berührt,  und  welches  dann  durch  die  Forschungen 
anderer  Mathematiker,  wie  Selling  und  neuestens  ganz  be- 
sonders Minkowski,  einen  bedeutenden  Umfang  erlangt  hat. 
Wenn  mit  dieser  Hermite'schen  Richtung  die  Theorie 
der  quadratischen  Formen  mehr  allgemein-arithmetischen,  ana- 


*)  L.  A.  Seeber,  Untersuchungen  über  die  Eigenschaften  der  posi- 
tiven temären  quadratischen  Formen,   Freibnrg  i.  Br.  18S1. 
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lytisch  wichtigen  Zielen  sich  zuwandte^  so  war  es  Eisenstein, 
welcher  jene  Theorie  nach  der  rein  zahlentheoretischen  Seite 
hin  durch  Einführung  dreier  neuen  fundamentalen  Begriffe 
auf  das  wesentlichste  forderte:  der  Begriffe  der  Ordnung,  des 
Geschlechts  und  ihres  Maasses.  Seine  Formeln  für  das  Maass 
eines  Geschlechts  oder  einer  Ordnung  sind  später  von  St. 
Smith  in  einer  vortrefflichen  Abhandlung  bewiesen  und  ver- 
allgemeinert worden.  Zudem  verdankt  man  letzterem,  zu  frühe 
verstorbenen  ausgezeichneten  Mathematiker  eine  Reihe  von 
Noten,  in  denen  er  Eisensteins  Untersuchungen  über  temäre 
Formen  auf  solche  mit  beliebig  viel  Veränderlichen  ausdehnt; 
seine  letzte,  von  der  Pariser  Akademie  preisgekrönte  Arbeit 
über  den  gleichen  Gegenstand  lasst  einigermassen  erkennen, 
wie  die  kurzen  Angaben  jener  Noten  auszuführen  und  zu  be- 
gründen sind.  Mit  seiner  Arbeit  zugleich  gekrönt  wurde  eine 
solche  von  Minkowski,  welche  in  vielfacher  Uebereinstim- 
mung,  doch  über  jene  hinausgehend,  denselben  Gegenstand 
behandelt,  und  andere  Arbeiten  desselben  Verfassers  haben 
zusammen  mit  denen  von  Smith  der  Arithmetik  der  allge- 
meinen quadratischen  Formen  bereits  solche  Ausbildung  ver- 
liehen, dass,  soviel  Punkte  auch  noch  zu  erledigen  bleiben, 
doch  schon  ihre  einheitliche  Darstellung  versucht  werden  kann. 

Dies  soll  nun  im  Folgenden  geschehen  und  zwar  in  der 
Weise,  dass  zuerst,  gleichsam  als  Paradigma,  die  einfachere 
Theorie  der  ternären  quadratischen  Formen  und  in  mög- 
lichster Abrundung  die  mannigfachen  besonderen  auf  sie  be- 
züglichen Untersuchungen  dargestellt  und  dann,  wenn  hier- 
durch der  Leser  auf  die  viel  schwierigeren  Verhaltnisse  in 
der  allgemeinen  Theorie  vorbereitet  worden,  diese  letztere,  die 
Arithmetik  der  allgemeinen  quadratischen  Formen  ent- 
wickelt wird. 

Ein  letzter  Abschnitt  —  in  der  zweiten  Abtheilung  dieses 
Werkes  —  soll  dem  zuvor  erwähnten  eigenthümlichen  Gebiete 
der  Zahlentheorie,  das  man  zahlentheoretische  Analysis  nennen 
könnte,  gewidmet  sein  und  Alles  zusanunenfassen,  was  die 
Reduktion  der  quadratischen  Formen  betrifft  und  auf  der- 
selben begründet  ist. 
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1.  Wir  beginnen  also  unsere  Darstellung  mit  der  Lehre 
von  den  ternären  quadratischen  Formen  und  entwickeln 
vor  allem  ihre  algebraische  Grundlage.  Diese  finden  wir  aber 
ausser  in  der  Unearen  Tknsformation  der  Formen  in  den  paar 
folgenden  einfachen  algebraischen  Beziehungen. 

Unter  einer  ternären  quadratischen  Form  verstehen 
wir  jede  homogene  ganze  Funktion  zweiten  Grades  von  drei 
Veränderlichen  oder  Unbestimmten  x,XyX": 

f{x,  x\  x') 

=  aci?  +  ax'^  +  a'x""  +  2bxx'+  2Vx"x  +  2Vxx, 

Wo  es  sich  nicht  darum  handelt^  ihre  Unbestimmten  namhaft 
zu  machen^  stellt  man  sie  kürzer  auch  durch  das  Symbol 


(1) 


fix,  X',  X")  =  (^^   ^,^   ^.,) 


dar.     Femer  setzen  wir 


(2) 


/      ff 


f\x)  =  ^  ^,  =  b' X  -\- bx'    +  a"x". 


Alsdann  besteht  die  Qleichung 

(3)        f(x,  x',  x")  =  Pix)  .  x -\- f  \x)  ■  x  -\-  f\x)  ■  x". 

Führt  man  nun  durch  die  Gleichungen 

X  =  aa:  +  Vx  +  Vx\      X'  =  V  x  +  ax'  +  bx'', 

X"  =  b'x  -(-  bx'  +  a'x 


(4) 
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ein,   80   soll   die   Deter- 


(6) 


b"A-\-a'B"-{-bB'  =0, 


b'A  -\-bB"  +a"B'  =  0, 


drei  neue  Veränderliche  X,  X',  X' 
minante  dieser  Gleichungen: 

I  a      b"     b' 

(5)  7)  =     b"     a       b 

'.  b'     b      a" 

nach  Gauss'  Vorgange  (der  jedoch  die  Determinante  mit  ent- 
gegengesetztem Vorzeichen  nimmt)  auch  die  Determinante 
der  F'orm  (1)  heissen.     Ihr  entwickelter  Ausdruck  ist 

ff)a;         D  =  aaa"  +  2bb'b"  —  ab*  —  ab'*  —  o  "6"* 
und  es  bestehen  folgende  Beziehungen: 

(  aA  +  b"B"  +  b'B'  =  D,    aB"  +  b"  A'  +  b'B    =  0, 

aB'    +b"B   -\-b'A"  =0 
b"B"  +  a'A'  -j-bB     =D, 
b"B'  -\-a'B    -\-bA"    =0 
b'B'  -\-bA'    +a"B   =0, 
b'B'  -\-bB     -\-a"A"  =  D 

f 

zwischen  den  Elementen  der  Determinante  2)  und  den  ihnen 
entsprechenden  Elementen  der  adjungirten  Determinante 

1^  =a'a"— 6«,      B"=bb'  —a"b",  B'  =b"b  —ab' 
('i)D^\B"=bb'  —a"b",A'=a"a—b'\     B  =b'b"—ab 
\B'  =b"b—ab',  B  =b'b"—ab,     A"=aa'  —b"*  \ 

Vermittelst  derselben  ergeben  sich,  wenn 

gesetzt  wird,  aus  (4)  die  umgekehrten  Gleichungen 

%  =  AX  +  B"X'  +  B'X",    r  =  B'X  +  A'X'  +  BX", 

l"  =  B'X-^BX'  -\-A"X" 

sowie  aus  (6)  gemäss  dem  Multiplikationssatze  der  Deter- 
minanten zwischen  D,  D  folgende  Beziehung: 

d.  h.,    wenn,    wie    es  allgemein    geschehen    soll,    die 

Determinante  D  der  Form  als  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  wird, 

(10)  D  =  D\ 


C9) 


(12) 


Die  algebraischen  Grundformeln.  9 

Mit  Rücksicht  auf  (3)  aber  kann  man  schreiben: 

D  •  fix,x\  x")  =  D{Xx  +  X'x'  +  X"x") 

und  diese  Gleichung  führt  vermittelst  der  Gleichungen  (8) 
und  (9)  sofort  zur  Beziehung: 

(11)  D.f{x,x',x")  =  F{X,X',X"), 

wenn  unter  F{Xj  X',  X")  die  temäre  Form 
|^X2  +  ^'X'2  +  ^"X"« 

+  2BX'X"+  25'X"X  +  2-B"XX' 

verstanden  wird*,  man  nennt  diese  letztere  die  zu  f  adjun- 
girte  Form. 

Nun  stehen  aber  die  Gleichungen  (9)  in  genau  derselben 
Beziehung  zur  Form  Fy  wie  die  Gleichungen  (4)  zur  Form  f. 
Nennt  man  demnach  9  die  adjungirte  Form  zur  Adjungirten 
Fy  SO  wird  man  auch  die  mit  (11)  analoge  Gleichung 

D  •  F{X,  X',  X")  =  9(g,  r,  %") 

schreiben  dürfen,  welche  mit  Rücksicht  auf  (8)  und  (10)  und 
auf  die  Homogeneität  der  quadratischen  Form  9  sogleich  in 
die  folgende 

F(X,     X;     X'^')     =     ip{Xy    Xy    X") 

oder  wegen  (11)  auch  in  diese  andere: 

(13)  H>i?^j  ^\  ^")  =  -D  •  f{Xy  X  y  x'^ 

sich  verwandeln  lässt. 

Man  erhält  mit  andern  Worten  die  Adjungirte 
der  adjungirten  Form  aus  der  ursprünglich  gegebenen 
Form  einfach  dadurch,  dass  man  diese  mit  ihrer  Determinante 
multiplicirt.  Und  hiemach  werden  nachstehende  Beziehungen 
stattfinden  müssen: 

A'A'—B''   =Ddy    A"A  —  B'^     =  Da', 

AA'  —  B'""     =  Da'y 

B'B''—AB  =  Dby     B'B  —  A'B'  =  Db\ 

BB'  —  A''B"=Dr^) 


(14) 


*)  Auf  ähnliche  Weise,  wie  hier  geschehen,  leitet  Biehler  (Nouv. 
Ann.  (3)  6,  S.  79)  dieselben  Beziehungen  her. 
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2     H.er  »ei  ui  rine  bttumte  Fomial  der  Urtenmnuitai- 
th^tn^  friDwH,  oad,  (reicher  die  Determiiuot« 

(««  +  « '«'  +  «"«",    a/J  +  a'^'  +  a~fi~ 

'I        a-,a"       »>-  „•>      ,„-.  „  „.       ,„. 

I  i-,4~  ^Vr  "^  6-,S,  r,/i  '^  .b,b-,-  ß,ß- 
i«l.  In  Amrendnng  dieser  Formel  findet  mim,  weim  »,/,," 
drei  neue  Unbeatimml«  bezeichnen,  die«  drei  Gleichung' 

■fr:,),rU),       ,. . .. 

■riy,,f'(y,  -^'"    -'»'  +  *'-•>--»••) 

^r<.,n.y     „„, +*-(^»-<v) 

ir(x),..(.)     „,, +^(-'--^» 

lrw,r(,),  =  '""''-''"  +  ^ff ',-""' 

-\-  Ä   (xy  —xy). 
Wenn   daher  non    dieselbe  Hilfefonnel    benutzt  wirf,   um  die 
Determinante 

\f\yy^+f\yyx-+r{y)-x",  r(s)-y+r(y)y'+r(},yy"\ 

zu  entwickeln,  so  geht  durch  .Substitution  der  soeben  ge- 
fundeneu Werthe  und  mit  Berücksichtigung  der  einfachen  Be- 
ziehung 

(1(1)  rw ■  ai +  /•'(») ■x+r'(»)-i--rw- »+/•'(«)■»■ 

+f'(')-y" 

nachstehende  Formel  hervor: 

~)-f(^,y',y")~(r{y)-x+r{s)-x-\-p(y).x"f 

UV  —  ^"y't  x"y  —  xy",  xy'  —  x'y). 
rechende  Formel  für  die  adjungirte  Form  F  er- 
itung  von  (13)  die  Gestalt: 

)-I''{U,y;y")-(l'''(yyx+F'(yyx'+F*(yyx"y 
■  f(j-'y"  —  x'Y,  x"y  —  xy",  xy'  ~  x'y). 
gnwonnonon    beiden    Formeln   (17)    und 
NMldiüm    Qrade    für    alles   Folgende  als 


Die  algebraischen  Grundformeln.  11 

Grundlage  anzusehen^  dass  wir  sie  geradezu  als  die 
beiden  Grundformeln  bezeichnen  werden. 

Diese  Grundformeln  führen  zunächst  zur  Unterschei- 
dung aller  ternären  quadratischen  Formen  in  zwei 
Arten:  in  die  bestimmten  und  die  unbestimmten  Formen. 
Die  erstem  Formen  erhalten  ^  wenn  fQr  die  unbestimmten 
darin  alle  möglichen  Werthe  gesetzt  werden,  die  nicht  gleich- 
zeitig Null  sind,  nur  Werthe  eines  bestimmten  Vorzeichens 
und  werden  dann  je  nach  diesem  Vorzeichen  positive  oder 
negative  Formen  genannt.  Die  andern  aber  vermögen 
gleicherweise  positive  wie  negative  Werthe  anzunehmen;  zu 
ihnen  zahlen  auch  diejenigen  Formen,  welche  den  Werth  Null 
erhalten  können  (Null formen),  ohne  dass  sämmtliche  Unbe- 
stimmte gleich  Null  gewählt  werden. 

Soll  eine  Form  f  eine  bestimmte  sein,  so  müssen  jeden- 
falls die  drei  Coefficienten  a,  a',  a",  die  auch  Werthe  der  Form 
sind,  von  Null  verschieden  sein.  Nach  den  Gleichungen  (4) 
entsprechen  aber  Werthen  der  Unbestimmten  a;,  x\ x\  welche 
nicht  gleichzeitig  verschwinden,  auch  solche  Werthe  von 
X,  X',  X"  und  umgekehrt;  demnach  lehrt  die  Gleichung  (11) 
sofort,  dass  eine  Form  f  und  ihre  Adjungirte  F  stets 
gleichzeitig  bestimmte  bezw.  gleichzeitig  unbestimmte 
Formen  sein  werden.  Also  müssen,  damit  /  eine  be- 
stimmte Form  sei,  auch  Ay  A\  A"  von  Null  verschieden 
sein.  Nun  folgert  man  aus  der  ersten  Grundformel  für  y  =  1, 
y  =  y"  =  0  die  folgende: 

a  .  f{x,x\x')={ax^V'x^h'xy'\-A'x'''—2Bxx'^A"x\ 
aus  welcher  diese  andere: 

aA' '  f{Xy  x'y  x')  =  A\ax  -f-  b''x'  -f-  Vx"y 

-f  {A'x"  —  BxJ  +  Dax^ 
hervorgeht,  die  wieder,  indem  man 

ax  +  b"x  -f  b'x"  =  I,    A'x'  —  Bx'  =  r,  ^'  =  i" 
setzt,  die  neue  Gestalt  annimmt: 

aA' .  f{x,  x\  x")  =  A'%^  +  r '  +  Bal"\ 

Jedem  von  Null  verschiedenen  Systeme  g,  %\  |"  entspricht 
nach  der  voraufgehenden  Substitution  ein  ebensolches  System 
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x,x\x\  Soll  daher  f  bestimmt  sein,  so  müssen  A'  und 
Da  positiv  sein,  denn  sonst  würde 

aA'  'fix,  x'j  x'') 

positiv,  wenn  x^x\x"  der  Annahme  5  =  0,  g"=0  gemäss, 
dagegen  negativ,  wenn  sie  so  gewählt  werden,  dass  die- 
jenigen Werthe  5;  6'^  S"  verschwinden,  welche  dem  einen  oder 
den  zwei  positiven  Coefficienten  entsprechen,  umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass,  wenn  A'y  Da  positiv  sind,  /*(x,  x\  x")  nur 
solche  Werthe  annehmen  kann,  die  dasselbe  Vorzeichen  haben 
wie  aA'  d.  h.  wie  a,  —  Hier  war  indessen  die  Wahl  der 
beiden  Coefficienten  a,  A'  willkürlich  unter  den  möglichen 
Combinationen  der  Coefficienten  a,  a',  a"  einer-  und  der  Coeffi- 
cienten A,A\A"  andererseits.  Man  erhält  demnach  schliess- 
lich folgendes  Resultat: 

Damit  fix^x^x")  eine  bestimmte  Form  sei,  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Grössen 

Ay  A\  A'\  Da,  Da,  Da" 

positiv  sind;  und  je  nachdem  a^a'^a"  positiv  oder 
negativ  sind,  wird  die  Form  dann  eine  positive  oder 
eine  negative  sein. 

Jede  negative  Form  entsteht  offenbar  aus  einer  positiven, 
indem  man  diese  mit  —  1  multiplicirt;  es  ist  daher  über- 
flüssig, negative  Formen  einer  besonderen  Betrachtung  zu 
unterziehen,  und  wir  dürfen  uns  in  der  Folge  bei  Betrachtung 
bestimmter  Formen  auf  die  positiven  beschränken.  In  gleicher 
Weise  schliessen  wir  bei  den  imbestimmten  diejenigen  mit 
negativer  Determinante  vollständig  aus,  da  sie  sich  aus  solchen 
mit  positiver  Determinante  durch  Multiplikation  mit  —  1 
ergeben. 

3.  Im  Anschluss  an  die  beiden  Grundformeln  soll  hier 
sogleich  der  quaternären  quadratischen  Form 

I«  +  Fix,  x\  x') 

Erwähnung  geschehen,  um  eine  Eigenschaft  derselben  her- 
zuleiten, welche  für  unsere  Theorie  wesentlich  ist:  Diese 
Form  reproducirt  sich  durch  Multiplikation.  Man  giebt 
nämlich  leicht  mittels  der  zweiten  Grundformel  dem  Produkte 
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(I*  +  F{x,  x',  x"))  {n*  +  F{y,  y',  y")) 
die  Form 

ilri-  xF^(y)  -  x'F\y)  -  x"F\y)Y 

+  Fitix  +  |y,  f)x'  +  |y',  rix"  +  ^y")  +  D  ■  f{s,  s',  s"), 

WO 

/■l  f\\  f     ff  ff     f  f  ff  ff  ff  f  f 

(19)       s  =  xy    —  X  y ,    s  =  x  y  —  xy  ,    s    =  xy  —  x  y 

gesetzt  ist.     Die  beiden  letzten  Glieder  kann  man  jedoch  in 
die  Form 

F{f]X  +  ^y  +  t,    rix' -j- iy' +  t',    ^x"  +  |y"  +  T) 

zusammenziehen  y   wenn  man   t^  t\  f'   so   bestimmt,   dass   die 
Gleichung 

{2rix  +  2gy  +  t)F^it)  +  (2^x'  +  2|y'  +  t')F\t) 

+  i2r,x"  +  2|y"  +  t")F\t) 

=  D  .  f(s,  s',  s") 

erfüllt  wird;  letzteres  geschieht  für 

t=r{s),  t'=^r{s),  t"=r{s), 

wodurch 

F^{t)  =  Ds,    F\t)  =  Ds\    F\t)  =  Ds" 

wird,  während  andererseits 

xs  +  x's'  +  x"s''  =  0,    ys  +  ys'  +  y"s"  =  0 

ist.   —    Auf   solche   Weise   stellt   sich    folgende   Glei- 
chung heraus: 

(201     {i'^F{x,x',x"))  ■  {v'+F(y,y',y"))  =  i'-\- F{z,z',z"), 
in  welcher 

g  =  I,  -  xF^y)  -  x'F\y)  -  x"F*{y) 

z   =tix    +|y    +f^(s) 

z'  =  rix   +  |y'  +  /-»(s) 

t"^nx"^\y"^f\s) 

ZU  setzen  ist. 

Einfache  Fälle  dieser  merkwürdigen  Gleichung 
gaben  bereits  Euler  und  Lagrange*).  Versteht  man 
nämlich  unter  f  die  Form  —  x^  —  x'^  —  x"^^  so  ist 

F  =  :r^  +  a;'«  -h  x"" 

*)  S.  dazu  Lagrange 's  Abb.  in  den  M^m.  de  TAcad.  de  Berlin, 
1770,  sowie  Euler,  comment.  aritbm.  coli.  I  S.  543. 


(21) 
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und  die  Formeln  (20)  und  (21)  ergeben 

(r  +  ^*  +  X'*  +  x"*) .  (,«  +  y*  +  y'»  +  y"*) 

(22)  |  =  (|,2  _a;y  _x>'-a;'y7+ (ija:  +ly  -x'y"+x"yj 

+  irix'+ly'-x"y+xy"f  +  (,,x"+Sy"-a;y'  +a;'y)*. 

Dies  ist  die  Formel  von  Euler,  nach  welcher  eine 
Summe  von  vier  Quadraten  mit  einer  zweiten  solchen 
Summe  multiplicirt  wieder  eine  Summe  von  vier  Qua- 
draten ist.  Da  man  sowohl  die  Grössen  l^yXyX'yX''  unter 
sich  und  die  Grossen  iy,  y,  y\  y"  uuter  einander  vertauschen 
als  auch  mit  entgegengesetzten  Vorzeichen  nehmen  darf^  lässt 
sich  das  Produkt  auf  mannigfaltige  Weise  wieder  in  der  Qua- 
dratsummen-Form der  Faktoren  zur  Darstellung  bringen. 

Versteht  man  dagegen  unter  f  die  Form  —  Cx^ — Bx^-^-x'^, 
so  wird  F  die  Form  — Bx^ — Cx^-^-BCx'^  und  die  Formeln 
(20)  und  (21)  führen  zu  der  Gleichung  von  Lagrange: 

{l^—Bx^—Cx"'-\-BCx"'')'{rf—By^—Cy*'\-BCy"') 
=  {U  -h  Bxy  +  Cxy'  -  BCx'Yf 

(23)  \-B(rix  +iy   -  C{x'y'  -  xY))' 
—  C  .  {rix'  +  ly  —  Byx"y  —  xy")f 

l  +  ^0 .  {rix"  +  %r  +  xy'  -  x'y)\ 

deren  rechte  Seite  sich  ebenfalls  mannigfach  verändern  lässt^ 
da  jede  der  Zahlen  XyX\x'\  y,y\y"  mit  entgegengesetztem 
Vorzeichen  gewählt  werden  darf. 

Die  lineare  Transformation. 

4.  Eine  weitere  Grundlage  unserer  Lehre  von  den  qua- 
dratischen Formen  ist  ihre  Transformation  durch  lineare  Sub- 
stitutionen. Macht  man  in  der  temären  quadratischen  Form 
f{XyX',x")  eine  solche  Substitution: 

^    =«0  y  +  «o2/   +«0  2/ 

(24)  X    =  a^y  -f  a/y'  +  a^'y" 

\  X    =  a^y  +  «2  y  +  «2  t/  , 

deren  Determinante  —  der  sogenannte  Modulus  der  Sub- 
stitution  —   welche   A   heisse,   stets    von   Null    verschieden 
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vorausgesetzt  wird^  so  verwandelt  sich,  da  bei  Anwendung 
der  Abkürzungen 


(25) 


n    —  Q 


2  d4> 


die  allgemeine  Beziehung 


(26) 


/■*(^)  =  /•**•  y  + /i*  •  y' +//• » 


ff 


gefunden  wird,  wegen  (3)  die  quadratische  Form  f{x,x\x") 
in  eine  andere  ternäre  quadratische  Form 

/i(y,  y,  y") = «ly* + <y"^  a/y'*+  26,yy'+  26,y'y + 26/'yy', 

deren  Coefficienten  mit  denjenigen  der  ersteren  Form 
durch  nachstehende  Gleichungen  verbunden  sind: 

<=/•,"••««'+/■, '•<+/•,"•<=/■. 


(27) 


In  Folge  derselben  ist  die  Determinante 


a. 


A  =  I  V, 


6i", 


a 


i; 


6i' 
6i 


gleich  dem  Produkte 


/ 0  ?  Ao ;  /c 


*i';       ^; 


a. 


ff 


8 


/•o    /•  1    /-J 


^^       ^/       /^ 

«0  ,  «1  ,  «2 


o,    6",  6' 
6",  o',  h 
b',    b,    a 


<  <,  < 


ff  ff 

«0  ?   «1   >    «2 


^^ 


2 


d.h.  zwischen  den  Determinanten  D,  D^  der  ursprüng- 
lichen und  der  transformirten  quadratischen  Form 
besteht  die  Beziehung 

(28)  D,  =  D    AI 

Durch  Auflösung  der  Gleichungen  (24)  erhält  man 
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^■y  =  v^-  +  A,v  +  v^;" 

A  ■  y"  ^  \"x  +  A  *■   "I"  \"^'t 


A,'  —  • 


V  — • 


«i. 


Y   — 

r  — 

T  — 


1    8C, 


.obar    kehrt    durch    die    Substitution   (29)    die  Form 
f"f  wieder  in  die  Form  f(x,  x',  x")  zurück,  weah&Ib  jene 
ekehrte  Substitution  (24)  genannt  werden  soll. 
•t  man  nun  analog  den  Gleichungen  (4) 

■f^  —  «1»  +  V»'  +  Wv" 

'4\f  —  V»  +  »i'»'  +  Kv" 

!  t,"  —  '■'!'  +  '■!''  +  "■"'"■ 
t  sich  den  Relationen  (27)  zufolge  ohne  MOhe 

:   erst«   der   folgeoden    drei    Gleichungen,    deren    beide 
auf  enUprechende  Weise  entsteten: 

I    1'   =  s"^  +  V-^    +  «("X" 
r  =a,'X  +«,'X'  +<S" 

1  r'  =  ß,"x-j-«,"X' +  a,"X". 

•rLrt  «rhält  man  detniutcli 

|A-x  =vr+Vi"  +  Vr" 

A-x'=VJ'+Vi"  +  vr" 

Ia  x"  =  \'r  +  A,'r +  a,"F'. 

b-^   ^i %;■•',    b^zfichnet   man   diese  Substitutionen    (^32) 
;    «..?  '!:>:  transponirten   Substitutionen  |24>  und 
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Der  Gleichung  (11)  zufolge  ist 

Heisst  nun  F^{T,  Y\  Y")  die  adjungirte  Form  zu  /^(y,  y\  y"), 
so  wird  in  gleicher  Weise 


sein,  wenn  Y,  Y^  Y"  durch  die  Gleichungen  (31)  mit  den 
y,  y';  y"  verbunden  sind.  Aus  diesen  beiden  Formehi  aber  er- 
schliesst  man  folgenden  Satz: 

Geht  f  in  /i  über  durch  die  Substitution  (24),   so 

FF 
verwandelt   sich  -g  iii  W^  durch   die  Substitution  (33) 

F  F 

und  umgekehrt  ;^   i^  -g  durch  die  zu  (24)  transponirte 

Substitution  (32). 

Man  nennt  die  Formen  f  imd  f^  einander  äquivalent, 
wenn  der  Modulus  der  Substitution  A  =  +  ^  ^^^;  ^^^  gewinnt 
somit  aus  (28)  den  Satz:  Aequivalente  Formen  haben 
gleiche  Determinanten,  ein  Satz,  der  jedoch  nicht  umge- 
kehrt werden  darf.  Dem  vorangehenden  Satze  aber  können 
wir  den  wichtigen  Zusatz  hinzufügen: 

Sind  die  Formen  f  und  f^  einander  äquivalent,  so 
sind  es  auch  ihre  Adjungirten  F  und  F^  und  wenn  f 
in  /i  übergeht  durch  die  Substitution  (24),  so  ver- 
wandelt sich  F^  in  F  mittels  der  transponirten  Sub- 
stitution (32)  oder  umgekehrt  F  in  JF\  mittels  der  Sub- 
stitution 

(34)  X'  =  Ai»r  +  \'  r  +  ^"  ¥" 

X"  =  vy  +  V^  +  V^'*)   • 

*)  Wir  wollen  nicht  unterlassen,  an  dieser  Stelle  zu  bemerken, 
wie  mittels  dieser  Beziehungen  die  beiden  Grundformeln  bestätigt  wer- 
den können.  Es  genfigt,  dies  fOr  die  erste  derselben  zu  zeigen.  Aus 
den  Formeln  (27)  folgt 

dieser  Ausdruck  ist   aber   der  Coefficient   des   letzten  Quadrates  in  der 

Bachmann,  Zablentheorie.    IV,  1.  2 
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5.  Im  Vorigen  ist  die  Form  f(Xy  x\  x")  sowie  die  Sub- 
stitution (24)  als  gegeben  gedacht  und  daraus  eine  neue  Form 
/i(y>  y\  y  )  hergeleitet.  Man  denke  umgekehrt  die  beiden 
Formen  f  und  /i  gegeben  und  versuche  die  Substitution  (24) 
so  zu  bestimimen,  dass  sie  die  erste  in  die  zweite  überführt. 
In  diesem  Falle  werden  die  Gleichungen  (27),  welche  zuvor 
die  Coefficienten  der  neuen  Form  bestimmten,  die  Bedin- 
gungen aussprechen,  welche  die  gesuchte  Transformation 
zu  erfiillen  hat.  Da  somit  nur  6  Bedingungsgleichungen  vor- 
handen sind  für  die  9  Substitutionscoefficienten,  so  bleiben 
ihrer  drei  willkürlich  oder,  was  dasselbe  sagt,  sie  lassen  sich 
alle  neun  durch  drei  willkürliche  Grössen  ausdrücken.  Es 
giebt  demnach,  allgemein  gesagt,  dreifach  unendlich 
viel  Substitutionen,  welche  eine  gegebene  ternäre 
quadratische  Form  in  eine  andere  gegebene  Form 
dieser  Art  überführen. 

Sei  Sq  eine  bestimmte  Transformation  von  /*  in  /i,  und 
S  ii^end  eine  zweite,  während  S^  die  umgekehrte  Substitution 
Sq  ist.  Dann  geht  offenbar  f,  wenn  man  erst  die  Substi- 
tution S  anwendet,  in  f^^  und  wenn  dann  die  Substitution  S^ 
gemacht  wird,  /i  wieder  in  f  über,  i  h.  die  aus  S  und  S^ 
zusammengesetzte  Substitution  2J,  in  Zeichen  Z  =  S  -  Sq,  ist 
eine  Substitution,  welche  f  in  sich  selbst  verwandelt,  und  man 
findet 
(35)  S^U'So. 

Da  diese  Formel  auch  umgekehrt  eine  Substitution  S  liefert, 
durch  welche  f  in  f^  übergeht,  sobald  man  für  2J  irgend  eine 
Transformation  der  Form  f  in  sich  selbst  wählt,  erhält  man 
sämmtliche  Transformationen  der  Form  f  in  f^,  wenn 
man  sämmtliche  Transformationen  von  f  in  sich  selbst 
mit  einer  von  jenen  zusammensetzt.  Hat  man  also 
eine  solche  Transformation  gefunden,  so  kommt  die  Aufgabe, 
sie    sämmtlich   zu    finden,    auf  die    andere    Aufgabe    zurück: 


Form  F^  und  kann,  da  letztere  aus  F  durch  die  Substitution  (34)  her- 
vorgeht, durch 

auggedrflckt  werden. 
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alle  Transformationen  von  f  in  sich  selbst  zu  er- 
mitteln. 

Der  Gleichung  (35)  zufolge  ist  2J'  =  Sq  *  ^\  wenn  S' 
die  ümkehrung  von  S^  I^'  die  Umkehrung  von  E  also  gleich- 
zeitig mit  2^  jede  Transformation  von  f  in  sich  selbst  ist; 
man  findet  also  jede  solche  Transformation  ^  indem  man  eine 
bestimmte  Transformation  von  f  in  f^  mit  jeder  Transformation 
von  fi  in  f  zusammensetzt. 

Aus  (35)  folgt  femer 

(36)  S,'S==So-£-  8„ 

WO  nun  nach  dem  eben  Bemerkten  zur  Linken  jede  Substi- 
tution 2J^  steht,  welche  f^  in  sich  selbst  verwandelt.  Da  um- 
gekehrt die  zur  Rechten  stehende  Substitution  ebendasselbe 
bewirkt,  welche  Transformation  von  f  in  sich  selbst  auch  für 
£  gewählt  wird,  so  leuchtet  der  Satz  ein:  alle  Transfor- 
mationen einer  Form  in  sich  selbst  erhält  man,  wenn 
man  eine  Transformation  der  Form  in  eine  bestimmte 
andere  Form  mit  jeder  Transformation  dieser  letztern 
in  sich  selbst  und  die  so  entstehende  Substitution 
mit  der  Umkehrung  jener  einen  Transformation  zu- 
sammensetzt. 

Hermite  war  der  Erste,  welcher  den  allgemeinen 
Ausdruck  der  Transformationen  einer  ternären  qua- 
dratischen Form  in  sich  selbst  gegeben  hat*).  Seine 
Herleitung  derselben  Hess  jedoch  eine  Lücke  bestehen,  welche 
zuerst  der  Verfasser,  soviel  ihm  bekannt  ist,  angemerkt  und 
ausgefüllt  hat^,  was  dann  Hermite  Anlass  gab,  auch  seiner- 
seits noch  einmal  darauf  zurückzukommen***).  Aber  schon 
vor  dem  Verfasser  hat  6.  Gantor  die  gleichen  Formeln 
auf  einwurfsfreie   Weise   abgeleitet,   indem  er  sich  des 


*)  In  Crelle's  Journal  f.  d.  r.  u.  a.  Mathematik  Bd.  47  S.  307: 
Sor  la  th^rie  des  formes  quadratiques  temaires  ind^finies,  und  ebendas. 
S.  318  Sur  la  th^rie  des  formes  quadratiques. 

•^  Im  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.    Bd.  76:    Untersuchungen  über  qua- 
dratische Formen. 

•••)  Im  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  78:  eitrait  d*une  lettre  de  Mr. 
Ch.  Hermite  ä  Mr.  Borchardt  sur  la  transformation  des  formes  qua- 
dratiques ternaires  en  elles-mdmes. 

2* 


ff  ^ff 


ff  ^ff 
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eben  aasgesprochenen  Satzes  bediente*).  Deshalb  soll  zu- 
nächst seine  Untersuchung  hier  —  wenigstens  in  ihren 
Grundzügen  —  zur  Darstellung  gebracht  werden. 

6.  Vorweg  sei  bemerkt^  dass  es  sich  nur  darum  handelt^ 
die  positiven  Transformationen  einer  Form  in  sich  selbst 
anzugeben  d.  i.  diejenigen^  deren  Modulus  positiv  also^  nach 
(28),  A  ==  +  1  ist;  denn,  indem  man  alle  Elemente  einer 
Transformation  der  Form  in  sich  selbst  entgegengesetzt  nimmt, 
hört  sie  offenbar  nicht  auf,  eine  solche  zu  sein,  ihr  Modulus 
aber  wechselt  das  Vorzeichen. 

Dies  vorausgeschickt,  bezeichne  man  mit 

X    =  «o^xf  +  2«oV'  -f-  a^'z 
(37)  X    =  a^z  -f  2a; z'  +  a^' z 

ff  n        I     c*      '    '     I  ff    tf 

irgend  eine  Substitution,  durch  welche  die  Form 
f{x,x',x")  in  die  Form 

AD{ez"—  «'») 

mit  der  Determinante  162)'  übergeht.  Die  Bedingungen, 
welche  hierzu  von  den  Substitutionscoefficienten  erfüllt  sein 
müssen,  haben  nach  den  Formeln  (27)  folgende  Gestalt: 

Man  nehme  zudem  an,  der  Werth  des  Substitutionsmodulus, 
welcher  der  Formel  (28)  zufolge  +42)  sein  muss,  sei  A  ==  +  42). 
Alsdann  sieht  man  nach  den  Sätzen  der  nr.  4  leicht  ein,  dass 
die  Adjungirte  F{Xy  X',  X")  durch  die  Substitution 

rX    =Ao^Z+2Ao'Z'  +  Ao"Z 

(39)  X'  =  Ai«Z+  2A/Z'  +  A/'Z 

1  X"  =  A/Z  +  2  Ag'Z'  +  f^'Z 

*)  G.  Cantor,  de  transformatione  formarum  temariarum  quadratd- 
carum,  Halis  Sazonam,  1869  (Habilitationsschrift). 


(38) 


rrr 


fff 


fff 
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in  die  Form  4D^{ZZ''  —  Z'^  verwandelt  wird,  wenn  man  setzt 

/    A    ft  f       ff  "       '  O  A    '  "0  O       " 

Ao  ==  «1  a»    —  «1  a« ,     2Ao  =  «i  Oj"  —  «i^  , 


(40) 


An  f       ff  ff       f 

1°  =  «gÄo     —«2   «0> 


«0  «i; 


A"  o      '  '     n 

2A/  =  «g'V  —  «2^«o"; 

A"  0       '  '      o 

1      =  «2    «0    —  «2  «0 

2A2'  =  <  Äi^  —  «0^«/', 


=  «o^Oi    —  «0  «1  . 

Multiplicirt  man  aber  die  erste,  letzte  und  vorletzte  der  Glei- 
chimgen  (38)  mit  A^®,  2A^j',  A^"  resp.  und  addirt  sie  dann,  so 
ergiebt  sich  sogleich  die  erste  der  folgenden,  deren  übrige 
auf  analoge  Weise  erhalten  werden: 

IA"  fO  A'  fO  AO  fO 

v=/ös  V  =  -/;»,  v=/i> 

A"  f2  A' fS  AO  fi 

^    — 10  9  ^   —        71  >  ^    —  /a  > 

und  hierdurch  nehmen  die  Gleichungen  (37),  aufgelöst,  nach- 
stehende Gestalt  an: 

(42)  2Dz'  =  -  «X  +  «/X'  +  <X") 

l  22)jer"  =        a^<>X  +  <X'  +  o^^X", 
wenn  wieder 

x=r(.x),  x'=r{x),  x"^f\x) 

gedacht  wird.    Mit  Rücksicht  auf  die  alsdann  bestehende  Gleichheit 

F(X,  X',  X")  =  D  •  f{x,  x\  x")  =  42)»(i^^"—  e'^) 
geht  hieraus  folgende  Gleichung: 

-F(X,  X;  X'O  =  («o^X  +  a^^X'  +  a,<^X") 
.  («o"X  +  «/'X'  +  a2"X")  -  «X  +  «,'X'  +  <X")^ 

hervor,  welche  identisch  besteht  und  diesem  Systeme 
von  Relationen: 

■^  =  aoX— «0  >  -4  =«,"«1  —«1*,   -4   =0»««  — «s 
25    =  «,%"  +  a,%"  —  2«iV 
22?'  =  <«,"  +  «,««,"  -  2« 

gleichbedeutend  ist. 


(43) 


(44) 
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Wie  aber  die  voraufgehenden  Formeln  der  Form  f{x,XjX'\ 
genau  so  entsprechen  ihrer  adjungirten  Form  die  folgenden 
analogen: 

D  .  f{x,  x\  x")  =  {k^x  +  k^x  +  V^'O 


(45) 
und 


(46) 


Da  =  Ao^Ao"-Ao'^  Da  =A,«A/'~A/»,  Da^-A^^'-A,'» 
22)6    =  Ai^A^"  +  A,<>Ai"  —  2A/Ag' 
2Dft'  =  A,X"  +  Ao%"  -  2A,'Ao' 
22)6"  =  Ao^Aj"  +  A,X"  —  2Ao'A/. 


An  späterer  Stelle  werden  wir  auf  diese  Relationen   zurückzu- 
weisen haben. 

7.    Suchen  wir   nunmehr    die  Transformationen  der  qua- 
dratischen Form 


zz 


ft 


z 


in  sich  selbst.     Damit 


z  =Ag  -h^r  +fr 

(47)  z'  =A'e+^'r  H-t^T 

eine  solche  sei,  muss  identisch 

gS"  -  r*  =  (Ag  +  ftg'  +  vg")  (A"g  +  ,t"g'  +  v"g") 

-  (A'g  +  p'g'  +  v'g")» 
also  folgende  Gleichungen  erfüllt  sein: 


fift",     0  =  1/'*  —  vv 


0  =  A'*-AA",     1=^'« 
0  =  \iv"  +  /[t"v  —  2/it'i/',     1  =  Ai/"  4"  ^'"^  —  2k' v' y 

0  =  A"ft  +  Aft"  —  2A'ft'. 

Führt  man  nun  durch  die  Gleichungen 

A  =  j)*,     1/  =  g*,     A"  =  r^,     v"  =  s' 

vier   andere   Grössen  j),  g,  r,  5   ein,   so   ergiebt   sich  aus   den 

vorigen  Beziehungen  bei  passender  Wahl  der  Vorzeichen  von 

_p  und  q 

A'=j?r,     1/' =  g«; 

die  vorletzte  der  Beziehungen  aber  nimmt  die  Gestalt 

(ps  —  q^rf  =  1 
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an  und  giebt  bei  passender  Wahl  der  Vorzeichen  von  r  und  s 

ps  —  gr  =  4"  1- 
Schreibt  man  femer  die  4.  und  6.  der  Beziehungen  in  folgen- 
der Weise: 

s*fi  +  Q^^"  =  2g5  •  /[*',     r^^  -\-  |>*ft"  =  2pr  •  fi', 

so  schliesst  man  mit  Rücksicht  auf  die  vorstehende  Gleichung 
leicht 

(ps  +  qr)'  (1  =  2pq  •  fi\     (ps  +  qr)  -  |ü"  =  2rs  -  fi\ 

welche  Gleichungen,  mit  der  zweiten  jener  Beziehungen  ver- 
bunden, sogleich 

fi'  =  f  •  (ps  -f-  qr),    ^  =  f  .  2pq,    ^"  =  £  .  2rs 

liefern,  wo  unter  e  eine  Einheit  verstanden  ist;  diese  aber  er- 
giebt  sich  als  +  1?  wenn  man  verlangt,  was  geschehen  soll, 
dass  die  Transformation  (47)  eine  positive  ist. 

Hiernach  findet  man  alle  positive  Transforma- 
tionen der  Form  0g''  —  0'^  in  sich  selbst  mittels  des 
Schemas: 

(48)  \^'  =pr-i  +  (ps  +  qr)  •  5'  +  gs  •  5" 

wenn  man  für  p^q^r^s  alle  Werthe  setzt,  welche  die 
Bedingung 

(49)  ps  —  ^r  =  1 
erfüllen. 

8.  Nunmehr  hat  es  theoretisch  keine  Schwierigkeit,  durch 
Anwendung  des  in  nr.  5  ausgesprochenen  Satzes  alle  positiven 
Transformationen  einer  beliebigen  temären  quadratischen  Form 
in  sich  selbst  zu  finden.  Man  nehme  nach  nr.  6  eine  beliebige 
Substitution  (37)  —  wir  nennen  sie  T  —  welche  f  in 

4Z>(^^"  — /*) 

verwandelt,  setze  sie  zusammen  mit  einer  Substitution  (48), 
welche  L  heisse,  und  setze  endlich  die  resultirende  Substi- 
tution zusammen  mit  T  d.  h.  mit  der  Umkehrung  von  T, 
so  erhält  man  eine  der  gesuchten  Transformationen  mit  posi- 
tivem Modulus,  und  man  erhält  diese  alle,  wenn  man  für  2J 
die   sämmtlichen   durch   das  Schema   (48)   gelieferten   Sub- 
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stitutionen  der  Reihe  nach  wählt,  ausgedrückt,  wie  es  der  Fall 
sein  muss,  mit  Hilfe  dreier  willkürlich  bleibender  Grössen  oder 
vielmehr  mittels  der  vier  durch  die  Bedingungsgleichung  (49) 
unter  einander  verbundenen  Grössen  p^  g,  r,  s. 

Führt  man  statt  der  letztem  durch  die  Gleichungen 


^  j,  f  /        '  n       r 

p  =  t  —  ua^    —  1«  «1    —  M  ofj 


(50) 


ff 


q  =    —  ua^    —  u  a 


if 


ff  n 


u  a 


8 


vier  andere  Grössen  ^,  w,  u,  u'  ein,  welche  folglich,  ausgedrückt 
durch  jene,  folgendermassen  bestimmt  sind: 


(51) 


2 

2Du    —  V»"- 

-  2a;.  ?--!-* -V'« 

2Du    —  Ai"  •  r  - 

-2\'.?^'-A,".q 

2Du"  ==/^''r 

-2A,'.P--'--.A,".y, 

so  werden  tyU,u,u'  der  Identität  (43)  zufolge  durch 
folgende  beachtenswerthe  Gleichung 

(52)  fi  +  F(u,  u\  w")  =  1 

unter  einander  verbunden  sein.  Diese  Grössen  ^,  ti,  u',  u" 
sind  es  dann,  welche  in  den  Elementen  der  Transformation 
der  Form  f{Xy  x\  a;")  in  sich  selbst  ausser  den  Coefficienten 
dieser  Form  allein  noch  verbleiben;  die  Elemente  der  Sub- 
stitution T  fallen,  wie  es  der  Natur  der  Sache  entspricht,  bei 
Ausführung  der  Rechnung  aus  der  Betrachtung  vollkommen 
heraus;  indem  man  jene  vier  Grössen  auf  alle  mit  der  Bedin- 
gungsgleichung (52)  verträgliche  Weise  wählt,  erhält  man 
sämmtliche  positive  Transformationen  der  Form  f{xj  x\  x') 
in  sich  selbst. 

Aber  die  wirkliche  Herstellung  dieser  Transformationen 
durch  Ausführung  der  angedeuteten  Rechnung,  obwohl  sie 
keinen  weiteren  Schwierigkeiten  begegnet,  ist  nicht  ohne  grosse 
Weitläufigkeit;  indem  wir  daher  hier  bezüglich  dieses  Punktes 
auf  Cantors  Abhandlung   verweisen,   ziehen   wir   vor,   nun- 
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mehr  die  Transformationen  der  ternären  quadratischen 
Formen  in  sich  selbst  ohne  das  Hilfsmittel  einer 
Zwischenform  ans  den,  die  Transformation  charakte- 
risirenden  Bedingungsgleichnngen  unmittelbar  her- 
zuleiten. 

9.  Diese  Bedingungsgleichungen  ergeben  sich  aus  (27), 
indem  man  die  Form  /;  mit  der  Form  f  identificirt,  als  die 
folgenden: 

«    =/ö"«o''+ro'<+ro*< 

«'  =/i*-<  +fx'<  +/;*< 


(53) 


«"  =  /*"•««"  4-/i'-<'  +  ^, 


a, 


// 


2 


Wird  aber  f^  identisch  mit  fy  so  wird  es  auch  die  Adjungirte 
Fy^  mit  Fy  und  den  in  nr.  4  abgeleiteten  allgemeinen  Be- 
ziehungen zufolge  wird  die  Substitution  (32)  eine  positive 
Transformation  von  F  in  sich  selbst  darstellen,  wenn  (24) 
eine  solche  Transformation  von  f  in  sich  selbst  ist.  Man  er- 
hält demnach  neben  den  Gleichungen  (53)  auch  die  folgenden: 

A  =  j;o  •  «0«  + /; 

A'  =  F,«  •  a,»  +  Fl 
A"  =  j;o  •  <  +  F, 

(54)         I      =f,<'.<  +  jf; 

B'  =  F,»  •  «„•  +  F, 

B"  =  F,o.a,'>  +  F, 
=  F,o  .  «,»  +  F, 

wenn  zur  Abkürznng 

(  F«  «,',  «,")  =  F, 
(55) 

gesetzt  wird. 


««'  +  Fo' 

«0 

<  +  Ft' 

«1 

<  +  F,* 

«2 

<  +  J^x* 

«8 

<  +  ^,* 

< 

«o'  +  F,» 

«0 

<  +  F,*. 

«ü' 

«,'  +  ^0*  • 

«l' 

«o'  +  i^i*- 

< 

ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


ff 


1  ^^. 


26 


Erstes  CapiieL 


Aus  diesen  durch  die  Aufgabe  selbst  gegebenen  Be- 
ziehungen folgert  man  nun  vor  allem  eine  charakteristische 
Eigenschaft  jeder  Transformation  einer  temaren  quadratischen 
Form  in  sich  selbst,  eine  Eigenschaft,  welche  unabhängig  ist 
von  der  besonderen  Form,  die  jene  in  sich  selbst  verwandelt. 
Zunächst  ergeben  die  Gleichungen  (54)  diese  andern: 


(56) 


und  aus  ihnen  folgt,  wenn  sie,  je  nachdem  ä;  =  0, 1,  2  ist,  mit 
a,  6",  6',  mit  6",  a',  6,  mit  b\  6,  a"  multiplicirt  und  addirt, 
darauf  auch  die  so  entstehenden  drei  Gleichungen  addirt  wer- 
den, folgende  merkwürdige  Beziehung: 

(57)         V  +  ^*  +  A,' = «o" +<-\-  <■ 

Denkt  man  sich  neben  der  Substitution  (24)  die  Gleichung 

0 


(58) 


«o'  —  «> 


o- 


«1» 


«1 


=  0, 


«0» 

<  — s, 

welche  die  zur  Substitution  (24)  gehörige  Fundamental- 
gleichung heissen  soll,  und,  entwickelt,  auch  so  geschrieben 
werden  kann: 

(58a)    -  s»  +  («0»  +  «x'+  «,")s*  -  (Ao»  +  A/+  \")s  +  1=0, 

SO  ergiebt  sich  aus  (57)  ohne  weiteres  der  eigenthümliche 
Satz:  Für  jede  Transformation  einer  ternären  quadra- 
tischen Form  in  sich  selbst  ist  die  zugehörige  Funda- 
mentalgleichung eine  reciproke  Gleichung. 

Um  aber  die  gestellte  Aufgabe  zu  lösen,  bemerke  man 
zuvörderst  die  mittels  der  Beziehungen  (6)  und  (54)  nachweis- 
baren Formeln: 

durch  deren  Hubtraktion  Hieb  femer 
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=  D«a.-«  +  «,'a/  +  «,'«/'  -  1) 

ergiebt.  Denkt  man  diese  letzte  Fonnel  für  i  =  0, 1,  2  ge- 
bildety  so  erhalt  man  durch  Addition  der  entsprechenden  Glei- 
chungen eine  andere^  deren  linke  Seite  der  Ausdruck 

+  (F,o-Fo')(f,'>-U), 
deren  rechte  Seite  aber  gleich 

I>i«  +  <  +  <y  -  2(V  +  A/  -I-  \")  -  3) 
ist,  also  mit  Rücksicht  auf  (57)  einfacher 

^((«o"  +  <  +  <-  1)"  -  4) 
geschrieben  werden  kann.     Setzt  man  demnach 

(59)  F^  —  F^=2Du,  F*—Ft^=^2Du,  i?;»— Fo'  =  2Z)m", 
woraus,  wie  leicht  einzusehen, 

2{Au    4-  B"u'  +  B'u")  =  /;»  -  ^» 

(60)  2{B"u  +  A'u    +  Bu")  =  /;»  —  ^« 

2(5'«  +  Bu'    +  A"u")  =  /i»  -  /i» 

hervorgeht^  und  setzt  man  femer 

(61)  «o"  +  <  +  «,"  -  1  =  Ao«  4-  A,'  +  A,"  -  1  =  2^ 

SO  findet  man  sogleich  zwischen  den  Grössen  t^  u,  u\  u'  nach- 
stehende Beziehung: 

(62)  fi  +  F(w,  u\  w")  =  1 

und  somit  den  Satz:  Jede  (positive)  Transformation  der 
Form  f(x,x\x")  in  sich  selbst  liefert  vermittelst  der 
Formeln  (59)  und  (61)  eine  bestimmte  Auflösung  der 
Gleichung  (62). 

10.    Nehmen  wir  nun  zuerst  an^  für  die  Transformation 
(24)  finde  die  Gleichung 

0  =  «,»  +  «/  +  «,"  +  1  ==  Ao«  +  A,'  +  A,"  +  1  =  2(<  +  1) 

nicht  statt^  was  man  auch  so  ausdrücken  kann:  die  zur  Trans- 
formation gehörige  Fundamentalgleichung  habe  nicht  die 
Wurzel  —  1,  und  ¥er8uchen,  die  Transformation  durch  die 
Grossen  ty  u,  Uy  u"  auszudrücken.    Zu  diesem  Zwecke  bedienen 
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wir  uns  der  Gleichungen  (56)  und  (59).  Nach  ihnen  darf 
man  schreiben: 

^(V-  O  +  B"(Ai"-  O  +  B'(V-  O  =  2Dm' 

Indem  wir  letztere  Gleichungen  mit  a,  b'\  h'  multipliciren  und 
dann  addiren,  schliessen  wir  die  erste,  und  auf  ähnliche  Weise 
die  übrigen  der  nachstehenden  Gleichungen: 

(63)     Ao"—  <  =  2{au  —  Vu),     V"  <  =  2(&"m'—  au), 

A," —  «j"==  2(b'u  —  6w), 

welche,  einmal  mit  XyX,x\  das  andere  Mal  mit  y,y\y" 
multiplicirt  und  jedesmal  addirt,  im  Hinblick  auf  die  zwischen 
den  X  und  den  y  angenommenen  Beziehungen  (24)  und  (29) 
die  folgenden: 

y-  _  (^0^  _|.  ^'^'  ^  ^"^"^  =  2{ur(^)  -  uf\x)) 

Ao'V  +  A/V'  +  Vy"  -  ^"  =  2(t^'r(y)  -  ti/^Xy)) 

und  endlich  durch  deren  Addition  die  letzte  Gleichung  des 
nachstehenden  Schemas  liefern,  von  denen  die  übrigen  auf  ent- 
sprechendem Wege  gefunden  werden: 

(<+l)y  _«"/•%)  + «Y*(y) 

=  (<  +  l)x    +  u"f^{x)  —  u'f\x) 

(t  +  l)y'  -  uf\y)    +  u"r(y) 

=  (<  +  l)a;'  +  uf\x)    —  m"/*(x) 

(<  +  i)y"  -  «*'r(y)  +  «/•%) 

Nun  kann   man   statt  der  Grössen   t,  u,  u',  u"   durch  die 
folgenden  Gleichungen: 

(65)  t-\-l  =  2p*,    M  =  2pq,    u  =  2pq',    u"  =  2i)}", 

wenn  man  p  positiv  vorschreibt,  auf  eindeutige  Weise  vier 
andere  Grossen  p,  q,  q,  q"  einführen,  welche  wegen  der  Be- 
dingung (62)  durch  die  Gleichung 

(66)  p*  +  F{q,  q',  q")  =  J 

mit  einander  verbunden   sind,   und   dadurch   nehmen   die   ge- 


(64) 
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fiindenen  Formeln  folgende  Gestalt  an: 

ipix  -  y)    =  q'{f\x)  +  r{y))  -  q"(f'{x)  +  /•%)) 

(67)  \p(x'  -  y-)  =  Q'iTix)  +  r(y))  -  q(r(x)    +  /"''(y)) 

|p(x"-  y")  =  q(r(-c)   +  /-Hy))  -  q'ifix)  +  r(y)). 

Diese  Gleichungen  sind  die  gewünschte  DarsteUung  der  Trans- 
formation in  anentwickelter  Gestalt.  Um  sie  in  entwickelter 
Form  zu  finden,  sei  zuerst  die  beachtenswerthe  Folgerung 
hervorgehoben,  zu  der  jene  Formeln  unmittelbar 
führen  und  welche  in  der  Gleichung 

(68)  qx  +  q'x'  +  q"x"  =  gy  +  q'y'  +  q'Y 

ihren  Ausdruck  findet.  Wenn  man  sie  femer  mit  a,  b",  b', 
ein  andermal  mit  b",  a',  b,  ein  drittes  Mal  mit  b',  b,  a"  mul- 
tiplicirt  und  jedesmal  addirt,  findet  man  aus  ihnen  noch  diese 
Beziehungen: 

I  piTix)  -  fO{y))  =  F\q)  ■  (x"+  y")  -  F\q)  ■  (x'  +  y') 

(69)  p{r(x)  -r{y))  =  F\q)  -(x  -\-y)   -  F^q)  •  (a;"+  y") 

I  Pin^)  - riy))  =  F^iq)  ■  (x'  +  y-)  -  F'{q)  •  (x  +  y) ; 

werden  aber  darauf  den  letztem  die  Werthe  von  f^(x)^  f^{^)y 
f^{x)  entnommen^  um  sie  in  die  Gleichungen  (67)  einzusetzen, 
so  ergiebt  sich,  mit  alleiniger  Beachtung  von  (66)  und  (68), 
das  folgende  System  von  Gleichungen: 

{  X  =  (2p*  -  l)y  -  2p(q"rii,)  -  q'fiy)) 

+  2F\q)  ■  (qy  +  q'y'  +  q"y") 

X  =  (2i,» -  l)y'  -  2p{qf\y)    -  q'^iy)) 

+  2F\q)  ■  (qy  +  q'y'  +  q"y") 

x"=  (2p«-  l)y"-  2p(q'r{y)  -  qf\y)) 

+  2F\q)  ■  (qy  +  q'y'  +  q"y") . 

Diese  neuen  Formeln  stellen  also  die  Transfor- 
mation dar,  ausgedrückt  vermittelst  der  zugehörigen 
Lösung  ^,  M,  u',  u"  der  Gleichung  (62)  oder  der  vier  ihr 
entsprechenden  Grössen  p,g[ji\(l''- 

Aber  es  bilden  auch  für  jede  Lösung  der  Glei- 
chung (62),  bei  welcher  ^+1  von  Null  verschieden 
ist,  die  Gleichungen  (64)  in  unentwickelter,  die  Glei- 
chungen  (70)    in    entwickelter    Gestalt    eine    positive 


(70) 
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Transformation  der  Form  f(x,x',x")  in  aich  selbst  von 
der  eben  betrachteten  Art.     Denn 

Erstens  haben  die  in  x,x',x"  resp.  in  y,y',y"  linearen 
Ausdrücke  zur  Rechten  and  Linken  der  Oleichungen  (64)  dann 
dieselbe  von  Null  verschiedeoe  Determinante,  nämlich  2(t  -\-  \.f, 
und  folglich  mOssen  die  GleJchnngen,  wenn  sie  nach  x,  x',  x" 
aufgelöst  werden,  die  Determinante  -j-  1  haben. 

Zweitens  findet  sich,  wenn  jene  Gleichungen  mit 

r(«)+r(»),  /'■(*)+/■'(»),  rw  +  rw 

multiplicirt  nnd  dann  addirt  werden,  ohne  weiteres  die  Gleichheit 

('+!)■  fiy,  y',  y")  =  (<  +  i)  ■  f{x,  x,  x") 

d.  i, 

fiy,y',y'l  =  f(x,x',x"). 

Drittens  ist  die  Summe  aus  dem  Coefficienten  von  y  in 
der  ersten,  von  y'  in  der  zweiten  und  von  y"  in  der  dritten 
Gleichung  (70)  vermehrt  um  die  Einheit  gleich  2((  +  1)  also 
von  N^ull  verschieden. 

Und  somit  ^isst  sich  folgendes  Resultat  aussprechen:  Die 
Formeln  (70)  liefern  alle  positiven  Transformationen 
der  Form  f{x,x',x")  in  sich  selbst,  bei  denen  die 
Gleichung 

<  +  «,'  +  a,"  +  1  =  V  +  A/  +  A,"  +  1  -  0 

ittfindet,  und  jede  ein  Mal,  wenn  darin  fOr 
alle  möglichen  der  Gleichung  (66)  genügen- 

ihsysteme  gesetzt  werden,  deren  p  positiv  ist. 
unmehr  betrachten  wir  diejenigen  (positiven) 

mationen,  für  welche 

f-  «,'+«."+  1  -  A„«  +  A,'+  V'+  1  =0 

viillon  steigen,  dass  auch  sie  sämmttich  aus  den 
(70)  erhalten  werden,  wenn  man  darin  für 
dif)j<>iiigen  Lösungen  der  Gleichung  (66)  ein- 

i    wolchcn   j>  ■=  0,    q,<l',i"   also    Zahlen    sind, 

ji>  Hodinguiig  erfüllen: 
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Denn  erstens  erhalt  man  auf  solche  Weise  die  Substitution 

tx y  +  2F%q)  ■  {qy  +  q'y' +  q"y'') 

(73)         )x'  =  -y'  +  2F\q)  ■  {qy  +  qy'+  q'Y) 
\  a:"=  -  y"+  2F\q)  •  {qy  +  q'y' -^  q"y"), 

von  der  man  sich  leicht  überzeugt,  dass  sie  die  Gleichung 

befriedigt^  während  ihre  Determinante  gleich 

-  1  +  2F{q,  q,  q")  =  +  1 

und  die  Summe  aus  dem  ersten,  fünften  und  letzten  Substi- 
tutionscoefficienten  gleich 

-  3  +  2F{q,  q',  q")  =  -  1 
gefunden  wird. 

Zweitens  sei  die  Transformation  (24)  eine  der  jetzt  be- 
trachteten, also  ^-^1=0,  so  lässt  sich  zunächst  beweisen, 
dass  die  zugehörigen  Grössen  ti,  u',  u'  gleich  Null  sein  müssen. 
Denn  alsdann  führen  die  Gleichungen  (63),  wenn  sie  mit 
äq",  «i",  Äj"  multiplicirt  und  dann  addirt  werden,  wegen  (71) 
zu  der  folgenden: 

und  geben,  mit  der  letzten  jeif^r  Gleichungen  verglichen,  die 
Beziehung 

u'{h'  +  /;•)  =  u{h  +  /;»), 

zu  welcher  auf  ganz  entsprechende  Weise  noch  folgende  andere 
hinzukommen: 

«'(6" + /i")  == «(«'  +/;') 

«(*'    +/o')=«"(«   +U')- 
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Ihnen  zufolge  dOrfte  man  nun,  wenn  u,  u',  u"  nicht  sämmtlich 
gleich  Null  wären, 

a   +fo°=  2Duz,      fc"+  /■„•—  2i)«'e,       b'  +  f*=  2I)u"e 

h-'-i-  /;»=  2Due;     a'  +  fi'=2Da'e',      b   +  /;*=  2I>m'V 

'  b'  +  f,''''2I)iiz",     b   +/;"=2BwV',     o"+/i»=2i)tt"x" 

setzen.     Aus    diesen  Gleichungen    folgt    aber    einerseits   ohne 
Mühe  das  folgende  System: 


«.• — 1+ 

cF 

-'■g. 

< 

"=  e' 

,<^F 

<='g, 

',■■ 

=-l+'ff 

«.' 

■'=5' 

•  cF 

<-'l^. 

«.'■ 

_    -c^F 

«j' 

■1  + 

mit  der  Determinante 

-i  +  « 

^  +  '1?  + 

«" 

oF 

Andererseits 

ergeben  eie 

2B(2-«"- 

■«"«■)  =  /■,'- 

f.' 

= 

cF 

2Z)(«"»  - 

■'«■')  -r,°- 

/.' 

- 

cF 

2B(««'  - 

o»)  -c- 

/■,• 

_ 

^F 

und  nach  der  zweiten  Grundformel  ist 

+  4  ■  I)  ■  f{e'u" —  e"u',  b"u  —  zu",  zu  —  z'u) 

d,  i.  mit  Kflcksicht  auf  die  voraufgehenden  Formeln  und  auf 
ilii)  HfiKJühungen  in  nr.  1  gleich 

(^''+'';v+'"l;?)'+*^(».  «■.""> 

i«r  f)lr  die  jetzt  betrachteten  Transformationen 

/■■(«,  «-.«O-o 
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also  die  obige  Determinante  gleich  —  1,   nicht  -{-  1,   wie  es 
von  der  Transformation  vorausgesetzt  ist.  — 

Da  hiemach  u,  u\  u'  sämmtlich  gleich  Null  sein  müssen^ 
finden  nach  (59)  die  Gleichungen  statt: 

F^:=F^        F^=:F^        F^  =  F^ 

durch  welche  leicht  die  folgenden  sich  bestätigen  lassen: 

(«  +  /ö")(«'  +  /iO  =  Q>"+  fiW+  U) 
(«"+^")(«  +  C)  =  Q>'  +  foW  +  f,') 

(o"+  f,W'+  U)  =  («»  +  UW  +  r»")- 

Omen  gemäss  darf  man  setzen 

a   +/•o»  =  22)2^       h"+U  =  2I)qq',       b' -\- f^' ^2Dqq 
b"+f,^  =  2Dq'q,     a'+f,'  =  2Dq'\       b  -\- f,' =  2Dq'q 


/f 


b'  +  f.o  -  2Dq"q,    b   +U-  2Bq"q', 

a"+f^-2Dq 

und  erschliesst  hieraus  das  System: 

0                 11^^               '              '^^ 

,r              ffdF 

«0     2  ^^ 

„         „dF 
"^          2    dq' 

0          8F                     ,         »gi?" 

a," 1  +  3", 

f/ 


dF 

dq" 

mit  der  Determinante 

-  1  +  2  .  ^(ff,  g',  3"); 

also  muss,  da  letztere  +  1  sein  soll,  die  Gleichung  (72)  er- 
fQllt  sein.  Die  betrachtete  Substitution  ist  mithin  eine  von 
denen,  welche  in  (73)  verzeichnet  sind. 

Uebrigens  ist  ersichtlich,  dass  die  Werthsysteme  g, }',  g" 
und  —  g,  —  g',  —  g"  dieselbe  Transformation  liefern  also 
nur  eins  von  ihnen  beizubehalten  ist. 

Da  hiermit  der  gewollte  Nachweis  geliefert  ist,  so  er- 
sieht man  schliesslich,  dass  die  Formeln  (70)  oder, 
anders  geordnet,  die  folgenden  Substitutionen: 

Bftchmftniif  Zahlentheorie     IV,  1  3 


34 


Eret^s  Capitel. 


(22^—1  +  2pfi}/—2pq"ir+2qF''ui),  \ 

2pql,  —  2pq'a'+2qF''iq), 
2pqW'—2pq"h+2q'F^q)] 
2pq'a^2pq}/+2qF\q\ 
(70a)         2/)»  -  1  +  2pq'V  —  2pqh  +  2qF\q), 
2pqT  —  2pqa"  +  2q'F\q)x 
2pqV  -  2pqa  +  2«F^(^), 

\2p^  —  1  -f  2i>(?fe  —  2pqb'  +  2q"FHq) 

der  allgemeine  Ausdruck  aiZer  positiven  Transfor- 
mationen der  Form  f{Qc,x\x")  in  sich  selbst  sind. 

12.  Hier  seien  an  diese  Formeln  noch  einige  wenige  Be- 
merkungen angeschlossen. 

Zunächst  J^ann  man  ihnen  eine  zweite,  wesent- 
lich abweichenae  Form  geben  mittels  folgender  Ueber- 
legung.  Bedeutet  die  Substitution  (24)  eine  Transformation 
der  Form  f(x,x\x'')  in  sich  selbst,  so  lehren  die  Sätze  der 
nr.  4,  da  in  diesem  Falle  /i  mit  f  also  auch  J\  mit  F  iden- 
tisch wird,  dass  die  Adjungirte  -F(X,  X',  X")  durch  die  trans- 
ponirte  Substitution  in  sich  selbst  übergeht,  sowie  auch  um- 
gekehrt. Stellt  man  hiemach  in  Analogie  mit  (70)  die  Formeln 
auf,  welche  die  Form  F  in  sich  selbst  transformiren,  wobei 
zu  beachten  ist,  dass  die  Adjungirte  von  F  mit  D  •  f  identisch 
ist,  und  transponirt  dann  die  Substitution,  so  muss  man  die 
Transformationen  von  f  in  sich  selbst  erhalten.  So  gewinnt 
man  för  dieselben  die  folgende  zweite  Gestalt: 

^2/-  1  +  2pq'B'-  2pq"B"-{-  2qDr(q),] 

2pq"Ä  -  2pqB'  +  2qDriq), 

2pqB"-  2pq'A  +  2qDf\qy, 

2pq'B  -  2pq"A'  +  2q'Bf\q), 
(70b)         2/  —  1  +  2pq"B"—  2pqB  +  2q'Df\q), 

2pqA'-2pqB"+2q'Df\q); 

2pqA"-  2pq"B  +  2q"Bf\q), 

2pq"B'  -  2pqA"+  2q"Bf\q), 
\2p-  —  1  +  2pqB  -  2pq'B'+  2q"Bf'(q)  ) 
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wobei  die  Grössen  Pyi,Ci\q''  jetzt  durch  die  Gleichung 

(74)  P»  +  D  •  f{q,  i,  ql  =  1 

mit  einander  verbunden  zu  denken  sind. 

Die  Gleichungen  (67),  welche  die  Transformation  (70)  in 
unentwickelter  Gestalt  geben,  haben  das  Eigenthümliche,  dass 
sie  sowohl  diese  Transformation  selbst  —  die  aus  ihnen  er- 
halten wird,  wenn  man  sie  nach  x,  x\  x"  auflöst  —  als  auch 
die  umgekehrte  Transformation  enthalten,  die  man  aus  ihnen 
findet,  löst  man  sie  auf  nach  y,  y',  y".  Aber  jene  Gleichungen 
bleiben  ungeandert,  wenn  man  bei  Vertanschung  von  x,  x'  x" 
mit  y,  y'y  y"  gleichzeitig  g,  j',  q"  mit  entgegengesetzten  Vor- 
zeichen nimmt.  Hieraus  ist  klar,  dass  man  aus  den 
Formeln  (70)  die  inverse  Substitution  auf  dieselbe  Weise 
d.  h.  —  abgesehen  von  der  Bezeichnung  der  Veränderlichen  — 
einfach  durch  Vertauschung  von  g,  g',  q"  mit  —  g,  —  q\ 
—  g"  erhält. 

Endlich  soll  untersucht  werden,  wie  sich  die  Trans- 
formation schreiben  lässt,  welche  aus  zwei  der  Trans- 
formationen (70)  zusammengesetzt  ist*).  Die  Formeln 
(70)  gingen  unmittelbar  aus  den  Gleichungen  (67)  hervor,  die 
man  auch  rückwärts  wieder  aus  ihnen  erhalten  kann,  wenn  p 
von  Null  verschieden;  aber  auch  die  speciellen  Transforma- 
tionen (73),  welche  |)  =  0  entsprechen,  führen,  wie  unmittel- 
bar zu  sehen,  zu  den  Gleichungen 

r>{x)  =  -  /^(y)  +  2D2(gy    +  3  y'+  q"y") 
rix)  =  -  /•%)  +  2Dq(qy  +  q'y'-\-  q"y") 
f\x)  =  -  r(j,)  +  2Dq"(qy  +  3>'+  q'Y) 
und  demnach  zu  den  folgenden 

0  =  q'(f\x)  +  /•%))  -  q"{f\x)  +  /•%)) 

0  =  q"{f>(x)  +  r(y))  -  q(f\^)  +  /•%)) 

0  =  q(f\x)    +  r(y))  -  q'iTix)  +  TCy)) 
d.  i.  ZU  den  Gleichungen  (67)  für  |)  =  0.     Man  darf  also,  statt 

^  Vgl.  hierzu  in  Darboux*  Bull,  des  Sciences  math^matiqnes  XI 
den  Aufsatz  von  T anner  j,  sur  les  substitutions  lin^aires  par  lesquelles 
une  forme  qaadratique  temaire  se  reprodoit  elle-mSme,  p.  229;  auch 
0.  Cantor  de  transform.  formar.  temar.  quadrat.  S.  10. 

8* 
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mit  den  Gleichungen  (70),  mit  den  Gleichungen  (67)  operiren. 
Nenne  man  mithin  T  die  durch  sie  ausgedrückte  Transfor- 
mation und  betrachte  eine  zweite  Transformation  T*,  welche 
durch  die  analogen  Formeln 

r{y  -z)    ^  s-{f\z)  +  p(j)))  -  s"(f\z)  +  Piy)) 

(75)  r(j/'  -  z')  =  s"{n^)  +  r>(y))  -  s(r(z)    +  r(y)) 

\r(f,"- z")  =^  s{f\z)  +r(y))-s'(r(z)  +rm 

ausgedrückt  ist  und  welcher  die  folgenden  mit  (69)  analogen 
Formeln  zugehören: 

{ririlf)  -  riz))  =  FKs) .  (y"+  z")  -  F\s)  •  (y'  +  z') 

(76)  r{r{y)  -  f\z))  =  F\s)  {y  +  z)    -  F\s)  ■  (y"+  z") 
I  r{f\y)  -  f\z))  =  F%s)  ■  (/  +  z')  -  F'is)  -(y  +z). 

Man  wird  die  zusammengesetzte  Transformation  T«  T^  erhalten, 
wenn  man  zwischen  den  Gleichungen  (67)  und  (75)  die  Ver- 
änderlichen y,  y',  y"  eliminirt.  Entnimmt  man  zu  diesem 
Zwecke  aus  den  letztgeschriebenen  Gleichungen  /**(y),  P(y\ 
um  sie  in  die  erste  der  Gleichungen  (67)  einzusetzen,  so  findet 
man  zunächst 

pr(x  -  y)  =  q'rif\x)  +  f\z))  -  q"r(r(x)  +  f\z)) 

+  F\s)[q{y  -\-z)  +  q'iy'  +  z')  +  q"(y"-\-  z")] 
-(y  +  z)  (qFOis)  +  q'F^s)  +  q"F\s)). 

Entnimmt  man  dagegen  aus  den  Gleichungen  (69)  die  Werthe 
von  f^(y),  f^{y)f  um  sie  in  die  erste  der  Gleichungen  (75) 
einzusetzen,  so  findet  man  gleicherweise 

pr  .  (y  -  z)^ps'{r(x)  +  f\z))  -  ps"{rix)  +  riz)) 

-  F\q)  [s(x  +  y)  +  sXx'+  y')  +  s"{x"  +  y")] 
+  {x  +  y)  {sF\q)  +  s'F\q)  +  s"F'{q)). 

Diese  Gleichung  addire  man  nun  zur  vorigen,  bemerke  aber 
dabei,  dass  nach  (68) 

und  ebenso 

^  y  +^!/   =  sz  -{-  s  z  -f-  s  z  j 
sowie  dass 
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ist.     So  erhält  man  dann 

(pr  —  qF\s)  —  q'F'{s)  —  q"F\s))  -  (x  —  e) 
=  (rq'  +  ps')  {f\x)  +  f\z))  -  (r3"+  ps")  (f\x)  +  f\z)) 
+  (qF\s)  -  sF\q))  {x  +  z)  +  {q'F\s)  -  s'F^q))  (x'  +  z') 

+  (q"F%s)  -  s"FO(s))  (x"+  z"). 
Da  sich  aber  leicht 

qF\s)   -  sF^(q)    =  6'  •  -J"  .,  »  ^^      ->x  -  6"  •  4"  -^"-^^ 

^        ^  '^  ^^^  2    ^(g  «  —  gs   )  2   c{q8    —  q  s) 

q'F\s)  —  s'F^iq)  =6-4-  a,  »  ^^     -.,  —  «'  •  v  5,7--—  -r-^ 
q"F\s)  —  s"F\q)  =  a"  •  4-  p,  -  ^^     >.,  —  b-^  .,    .^^    .-, 

''  ^  ^  ^^^  2    ^(g   s  —  g»   )  2   d(q8    —  q  s) 

ergiebt,  wo  bei  den  partiellen  Ableitungen  kurz  f  statt 

f(i's"-q"s',q"s-qs",qs'-qs) 
steht,   so  lässt  sich  die  vorige  Formel  einfacher  so  schreiben: 

{pr  -  qF\s)  —  q'F\s)  —  q"F\s))  •  (x  —  z) 

-  h" + p'" + T  3iJ-qs))  ■  (/"H^) + n^))- 

Man   gewinnt  also   schliesslich  die   erste  der   folgenden   Glei- 
chungen: 

t{x  -z)    =  u'if\x)  +  f\z))  -  u"{f\x)  +  f\z)) 

(77)        t{x  -  z')  =  u"(r{x)  +  nz))  -  u(f\x)    +  f\z)) 

\t{x"-z")  =  u{r{x)    ^f^(z))-u'(f>{x)  +/^(^)), 

von  denen  die  übrigen  auf  ganz  analoge  Weise  gefunden  wer- 
den, wenn  man  zur  Abkürzung 

pr  —  qF%s)  —  q'F\s)  —  q'F^s)  =  t 


m) 


qr  -{-ps    + 


^f 


C{q  8     —  q  8) 


U 


qr  +ps  +^  -?:ü?^^~^."^  = '' 


2     C((l"8  —  qs  ') 

setzt.     Die  Vergleichung  dieser  Formeln  mit  den  Formeln  (21) 
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zeigt,  dass  t,  u,  u\  u"  diejenigen  Werthe  sind,  wdche  ans  der 
ZiisammeDsetzang  der  Formeln 

^  -f  Fui^  q\  q')     und  r«  +  F{s,  s,  s"^) 
zur  Form 

^  +  F(u,  u\  u'O 

entstehen.     Demnach  leisten  ty  u,  u\  u"  der  Gleichung 

P  +  F(u,  u,  u')  =  1 

Genüge  und  die  Ausdrücke  (77)  lehren  den  Satz: 

Sind  T,  7\  zwei  Transformationen  (70),  welche  den 
Losungen 

der  Gleichung  (66;  entsprechen,  so  entspricht  die  aus 
ihnen  zusammengesetzte  Transformation  T -  T^  der- 
jenigen Lösung  derselben  Gleichung,  welche  nach  der 
in  nr.  3  gegebenen  Regel  aus  der  Zusammensetzung 
der  beiden  Formen 

/  +  F{'h  '1,  q"),      ft*  +  F(q, ,  q,',  q,") 
entsteht. 


Zweites  Capitel. 
Grundlegende  arithmetische  Sätze  und  Begriffe. 

1.  Indem  wir  uns  nun  zur  Betrachtung  der  arithmetischen 
Eigenschaften  der  temären  quadratischen  Formen  wenden, 
dürfen  und  werden  wir  fortan  uns  ausschliesslich  auf  die  Be- 
trachtung solcher  Formen 

f{x,  x\  x")  =  ax^  +  ax'^  +  a"x"»  +  2hxx''+  2Vx"x  +  2Vxx 

beschränken,  deren  Coefficienten  a,a,a\  byb\b"  —  die 
erstem  drei  sollen  Hauptcoefficienten  genannt  werden  — 
ganze  Zahlen  sind.  Alsdann  werden  auch  ihre  Determinante 
JJ  sowohl,  wie  auch  die  Coefficienten  der  adjungirten  Form 

F(x,  x\  x") 
=  As:"  ^-  A'j:'^  -f  A"x'^'  +  2Bxx'-\^  2B'x'x  +  2B"xx' 
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ganze  Zahlen  sein.  Wir  werden  femer  in  allem  Folgenden, 
wo  nicht  das  Gegentheil  gesagt  wird,  die  Determinante  als 
eine  ungerade  Zahl  yoraussetzen.  Denn  in  allen  wesent- 
lichen Stücken  verhalten  sich  die  Formen  mit  gerader  Deter- 
minante durchaus  wie  diejenigen  mit  ungerader  Determinante, 
nöthigen  jedoch  in  mannigfaltiger  ffinsicht  zu  umständHchen 
Unterscheidungen  und  besonderen  Betrachtungen,  durch  welche 
die  Einfachheit  der  Entwicklungen  und  ihre  Prägnanz  erheb- 
lich beeintnlchtigt  wird  und  die  wir  in  unserer  Darstellung 
vermeiden  wollen.  An  besonders  wichtigen  Punkten  wollen 
wir  unsem  Resultaten  auch  diejenigen  an  die  Seite  stellen,  zu 
welchen  die  Untersuchung  im  Falle  gerader  Determinanten 
fahrt,  und  auf  die  Arbeiten  verweisen,  in  denen  sie  entwickelt 
worden  sind. 

Man  darf  sich  femer  auf  die  Betrachtung  sogenannter 
primitiver  Formen  f{XyX\x")  beschränken,  bei  welchen 
die  Coefficienten  a,  a\  a\  6,  6',  V  keinen  von  1  verschiedenen 
gemeinsamen  Theiler  haben,  denn  die  übrigen,  welche  daraus 
abgeleitet  werden,  indem  man  sie  mit  irgend  einer  ganzen 
Zahl  multiplicirt,  haben  keine  wesentlichen  andern  Eigen- 
schaften. Die  primitiven  Formen'  aber  zerfallen  hier,  wie  in 
der  Lehre  von  den  binären  quadratischen  Formen,  noch  weiter 
in  die  beiden  Arten  der  eigentlich-  und  der  uneigentlich- 
primitiven.  Denn  die  Coefficienten  a,  a',  a",  26,  26',  26" 
werden  entweder,  wie  die  Coefficienten  a,  a',  a",  6,  6',  6",  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  <y  =  1  haben,  nämlich  dann, 
wenn  von  den  Hauptcoefficienten  wenigstens  einer  ungerade 
ist,  oder  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  <y  =  2,  wenn  die 
drei  Hauptcoefficienten  gerade,  also  dann  von  den  drei  Zahlen 
6,6',  6"  wenigstens  eine  ungerade  ist.  Die  Formen  der 
ersten  Art  heissen  eigentlich-,  die  der  zweiten  Art 
uneigentlich-primitiv.     Hier  leuchtet  der  Gleichung 

B  =  aaa"^  2hVh"  —  ab^  —  ah""  —  a"6"2 

zufolge   unmittelbar  ein,   dass  es  für   ungerade  Determi- 
nanten nur  eigentlich-primitive  Formen  giebt. 

Während  nun  bei  den  primitiven  binären  quadratischen 
Formen  eine  weitere  Eintheilung  als  die  in  die  eigentlich-  und 


i 
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aneigeDtlich-primitiTen  nicht  erforderlich  ist,  hat  zuerst  Eisen- 
stein darauf  hingewiesen,  dass  bei  ternären  quadratischen 
Formen  (und  überhaupt  bei  denjenigen  mit  mehr  als  zwei 
Veränderlichen)  sich  dies  ganz  anders  verhält^  und  hat  eine 
Eintheilung  der  primitiven  Formen  jeder  der  beiden 
Arten  in  sogenannte  Ordnungen  gelehrt*).  Der  Gesichts- 
punkt, von  dem  aus  sie  vorzunehmen  ist^  ist  der  folgende: 

Wenngleich  die  Coefficienten  der  Form  f{x,  x  y  x")  keinen 
von  1  verschiedenen  gemeinsamen  TheUer  mehr  haben,  braucht 
doch  deshalb  noch  nicht  dasselbe  der  Fall  zu  sein  bei  ihrer 
Adjungirten.  Nehmen  wir  also  der  Allgemeinheit  wegen 
an,  die  Coefficienten  A^  A\  A'\  B,  B\  B"  von  F{Xj x\ x') 
hätten  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  A.  Um  uns 
hier  an  die  grundlegende  Arbeit  von  Stephen  Smith  mög- 
lichst anzuschliessen**),  soll  dieser  Theiler  positiv  ge- 
nommen werden  oder  negativ,  je  nachdem  es  sich  um 
bestimmte  oder  unbestimmte  Formen  hanäelt.  Wenn 
man  dann  setzt 

so  werden  die  Zahlen  %,  8',  W\  95,  95',  95"  keinen  von  1  ver- 
schiedenen Theiler  mehr  haben,  die  Form 

(2)  %{x,  X,  x')  =  %x^  4-  «'^''  +  ?l"^"' 

+  2Sdx'x'+  2^'x'x  +  2^"xx\ 
also  primitiv  sein  und  zugleich  die  Gleichung 

(3)  F{x,x',x")  =  Sl-%{x,x',x") 

Bestand  haben.  Den  Gleichungen  (14)  des  1.  Cap.  zufolge 
sind  ersichtlich  die  Zahlen 

Da,  Da,  Da\  Db,  Db\  DV 

sämmtlich  theilbar  durch  Ä^;  da  aber  f  als  primitive  Form 
vorausgesetzt  worden,  folgt  hieraus  sogleich,  dass  Sl^  ein  qua- 


(1) 


•)  S.  Eisensteines  Arbeit:  Neue  Theoreme  der  höheren  Arith- 
metik in  Cr.  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  35    S.  177. 

**)  S.  Stephen  Smith'  vortreffliche  Abhandlung:  On  the  Orders 
and  Genera  of  Temary  Quadratic  Forms,  in  Phil.  Transactions  of  the 
Royal  Society  of  London,  1867. 
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dratischer  Theiler  der  Determinante  2)  ist.     Setzen  wir 
demgemass 

(4)  B^ß?J. 

Da  nur  positive  und  nur  solche  unbestimmte  Formen  be- 
trachtet werden,  deren  Determinante  2)  positiv  ist,  wird  z/ 
stets  positiv  sein;  positive  Formen  unterscheiden  sich  von  den 
hier  allein  betrachteten  unbestimmten  also  darin,  dass  für  jene 
die  Zahlen  Ä,  ^  gleiches,  für  diese  verschiedenes  Vorzeichen 
haben. 

Zufolge  der  Gleichung  (3)  ist  aber  die  Determinante  von 
Fj  nämlich  D^  =  H*'  -  ^,  gleich  Ä*  mal  derjenigen  von  5? 
und  somit  ist  die  Determinante  der  Form  ^  gleich 

(5)  J^'Q,. 

Endlich  ist  wegen  derselben  Gleichung  die  Adjungirte 
von  Fj  nämlich '  2)  •/*= -ß*^  • /*,  auch  gleich  Sl^mdl  der  Ad- 
jungirten  von  5?  ^^^  deshalb  wird  die  Adjungirte  von 
f5  gleich 

(6)  J  .  f(x,  x\  xy 

Die  mit  f  und  5  bezeichneten  beiden  primitiven 
Formen  stehen-  hiernach  zugleich  mit  den  beiden 
Zahlen  lA,^  in  einer  eigenthümlichen  Reciprocität: 
während  die  Determinante  der  erstem  gleich  Ä*^,  ist  die  der 
zweiten  gleich  ^^Ä,  und  während  £1^  die  Adjungirte  von  /*, 
so  ist  jdf  die  Adjungirte  von  5-  Diese  reciproke  Beziehung 
der  Formen  zu  einander  bewegt  uns,  jede  von  ihnen  als 
die  Reciproke  der  andern,  also  %  als  die  Reciproke 
von  /*  zu  benennen*).  Wie  bemerkt,  ist  diese  Form  5  gl^ch- 
zeitig  mit  f  primitiv;  wird  die  Determinante  2),  wie  es  ge- 
schehen soll,  und  damit  auch  Ä,  ^  imgerade  vorausgesetzt, 
so  ist  nach  (5)  auch  die  Determinante  von  5  ungerade,  5  *^lso 
auch,  wie  fy  eine  eigentlich-primitive  Form. 

Die   Eintheilung   aller    primitiven   ternären    qua- 


*)  Diese  Benennung  hat  vor  den  von  andern  Mathematikern  an- 
gewandten, wie:  primitive  Adjungirte  (A.  Meyer)  oder  primitive 
Contravariante  (St.  Smith)  zugleich  den  Vorzug  grösserer  Sachlich- 
keit und  Kürze,  üebrigens  ist,  wenn  f  eine  unbestimmte  Form  ist, 
genau  genommen  nicht  f  sondern  —  f  die  Reciproke  von  %. 
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dratischen  Formen  der  Determinante  D  in  Ordnungen 
beruht  nun  auf  dem  Grundsatze:  alle  diejenigen  in 
eine  Ordnung  zusammenzufassen^  für  welche  die  mit 
Slyjd  bezeichneten  Zahlen  dieselben  Werthe  haben. 
Da  Ä*  ein  quadratischer  Theiler  von  D,  durch  Ä  nach  der 
Formel  (4)  aber  auch  ^  bestimmt  ist,  so  kann  es  nur  so  viel 
verschiedene  Ordnungen  geben,  als  D  quadratische  Theiler  ge- 
stattet, die  Einheit  mitgerechnet.  Handelt  es  sich  insbesondere 
um  eigentlich-primitive  Formen,  so  sind  auch  diese  Ordnungen 
sämmtlich  thatsächlich  vorhanden,  denn  jeder  so  mögUchen 
Gombination  £1,  jd  entspricht  zum  mindesten  die  eine  eigent- 
lich-primitive Form 

x^  -f  Slx^  +  SlJx''^ 

2.  In  nr.  4  vorigen  Capitels  sind  zwei  Formen  /'  und  f, 
einander  äquivalent  genannt  worden,  wenn  die  erstere  in  die 
zweite  mittels  einer  linearen  Substitution 

/  Ol  '     '      I  "      tt 

X  =  «0  y  +  «oy  +  «0  y 

(7)  x'  =  «iV  +  aiy'  +  a/'y" 

\  X  =  a^^y  +  a^y  +  (^  y 

transformirt  wird,  deren  Modulus  A  =  1  ist;  dann  geht  auch 
umgekehrt  /i  durch  eine  ebensolche  Substitution 

I  y  =  Ao«;r  +  ^^^x'  +  A,«^' 

(8)  y  =  Aox  +  A/;r'  -f  A^'^r' 

I  "  A     "  I         A     "       '        I         A     "       " 

l  y  =  Ao  :r  +  Ai  X  +  A^  x 

in  f  über.  Hiermit  ist  die  algebraische  Aequivalenz  der 
Formen  definirt.  In  der  Arithmetik  der  Formen  werden  aber 
die  Coefficienten,  wie  der  Formen,  so  auch  der  Substitutionen 
als  ganzzahlig  vorausgesetzt,  daher  ist  die  arithmetische 
Aequivalenz  zweier  Formen  f  und  /i  enger  darin  ausge- 
sprochen, dass  f  in  f^  durch  eine  ganzzahlige  Substi- 
tution mit  dem  Modulus  1  übergeführt  werden  kann; 
wo  dann,  da  auch  die  Coefficienten  der  umgekehrten  Substi- 
tution ganzzahlig  sein  werden,  auch  /"^  in  f  durch  eine  solche 
Substitution  übergeht.  Die  Formeln  (27)  vorigen  Capitels, 
welche  einer  solchen  Substitution  entsprechen,  lehren  dann 
zuerst,    dass    auch    die   Coefficienten    der  Form  f\  ganzzahlig 


// 


ff 
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sein  werden.  Da  aber  ihre  rechten  Seiten  homogene  lineare 
Funktionen  der  Coefficienten  a,  a\  a",  6, 6',  6"  sind,  zeigen 
sie  weiter,  dass  jeder  gemeinsame  Theiler  der  letzteren  auch 
gemeinsamer  Theiler  aller  Coefficienten  a^,  o^',  a^",  6^,  6^',  h^' 
sein  muss;  und  da  dies  wegen  der  Aequiy alenz  der  beiden 
Formen  auch  umgekehrt  werden  kann,  so  werden  jene  sechs 
Coefficienten  denselben  grössten  gemeinsamen  Theiler  haben 
wie  diese.  Betrachtet  man  endlich  statt  der  Ausdrücke  für 
6i,6/,  6/'  diejenigen  für  26i,  26/,  26^",  so  zeigen  sich  a^^a^^ 
a/',  26i,  26i',  26^"  als  homogene  lineare  Funktionen  von  a, 
a',  a",  26, 26',  26"  und  man  erschliesst  in  gleicher  Weise, 
dass  jene  denselben  grössten  gemeinsamen  Theiler  haben 
müssen,  wie  diese.  Hieraus  aber  folgt  augenscheinlich,  dass, 
wenn  f  eine  primitive  Form  ist,  jede  ihr  äquivalente 
Form  es  auch  ist,  und  zwar  eigentlich  oder  uneigent- 
lich, je  nachdem  f  eigentlich-  oder  uneigentlich-pri- 
mitiv ist. 

Bemerkt  man  femer,  dass  nach  den  Sätzen  in  nr.  4  vori- 
gen Capitels  die  Adjungirten  F  und  F^  zweier  Formen  f  und 
/*j,  welche  in  arithmetischem  Sinne  äquivalent  sind,  dies  gleich- 
falls sein  werden,  so  ist  aus  dem  eben  Gesagten  ersichtlich, 
dass  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  Coefficienten  von 
F^  dieselbe  Zahl  Ä  sein  muss,  wie  bei  -F,  mit  andern  Worten, 
dass  äquivalente  Formen  zur  selben  Ordnung  gehören. 

Aus  der  Definition  der  Aequivalenz  —  die  wir  fortan 
stets  in  arithmetischem  Sinne  verstehen  —  folgt  ohne  weiteres, 
dass  zwei  Formen,  welche  derselben  dritten  Form  äquivalent 
sind,  es  auch  unter  einander  sind  Alle  Formen  also,  welche 
einer  gegebenen  Form  äquivalent  sind,  bilden  auch  eine  Ge- 
sammtheit  von  unter  einander  äquivalenten  Formen  von  der 
Art,  dass  keine  andere  Form  mehr  mit  einer  von  ihnen  äqui- 
valent sein  kann.  Man  nennt  eine  solche  Gesammtheit  von 
Formen  eine  Classe  von  Formen  mit  der  gemeinsamen 
Determinante.  Die  voraufgehende  Bemerkung  lässt  sich 
dann  so  fassen:  dass  alle  Formen  einer  Classe  derselben 
Ordnung  angehörig  sind. 

Dies  veranlasst  eine  sehr  interessante  Bemerkung.  Während 
nämlich  in  algebraischem  Sinne  bei  den  ternären  quadra- 
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tischen  Formen  nur  eine  Invariante  d.  i.  nur  eine  Funktion 
von  den  CoefBcienten  der  Form  vorhanden  ist,  die  für  alle 
Formen  einer  Classe  denselben  Werth  hat:  die  Determinante, 
sind  in  arithmetischer  Beziehung  zwei  solche  Inva- 
rianten zu  unterscheiden:  die  beiden  Grössen  Sl  und 
^y  und  die  Determinante  erweist  sich  nur  als  eine  aus 
diesen  beiden  abgeleitete  Invariante  der  Form.  Das- 
selbe wird  sich  bei  quadratischen  Formen  mit  mehr  als  drei 
Veränderlichen  noch  in  reicherer  Weise  wiederholen.  In  Rück- 
sicht darauf  darf  man  die  Gesammtheit  der  Formen  einer 
Ordnung  (Ä,  jd)  als  das  Analogon  zur  Gesammtheit  aller 
Formen  derselben  Determinante  bei  den  binaren  Formen, 
wo  es  eben  nur  eine  Ordnung  giebt,  betrachten. 

3.  Es  ist  wichtig,  von  vornherein  zu  beweisen,  dass  die 
Anzahl  der  verschiedenen  Classen  von  Formen  der 
Ordnung  (ß,  ^)  nur  eine  endliche  sein  kann.  Die  Me- 
thode, welche  zum  Beweise  dieses  Satzes  sowie  des  ähnlichen 
Satzes  in  allgemeineren  Fällen  fiihrt,  ist  die  sogenannte 
Reduktion  der  Formen. 

Die  Umstände,  welche  zur  allgemeinen  Entwicklung  der- 
selben erforderlich  sind  oder  sich  an  sie  knüpfen,  machen 
für  sich  ein  besonderes  und  ganz  eigenartiges  Gebiet  der  Arith- 
metik der  quadratischen  Formen  aus,  dessen  zusammenhängende 
Darstellung  im  dritten  Abschnitt  unseres  Werkes  gegeben 
wird  Für  die  beiden  ersten  Abschnitte  bedarf  man  aus  diesem 
Gebiete  fast  nur  des  hier  behaupteten  Satzes;  wir  verweisen 
hinsichtlich  desselben  auf  den  dritten  Abschnitt,  wollen  jedoch 
der  Vollständigkeit  wegen  hier  diejenige  Art  der  Reduktion 
mittheilen,   welche  in  der  Theorie    der   temären  Formen  von 

Gauss  für  den  gedachten  Zweck  benutzt  worden  ist. 

f      ff 

Wendet  man  auf  die  Form  /^  =  (  , '  ,  /  ,,)  mit  der  Ad- 
jungirten  F  =  l     '      /         )  die  Substitution 

(9)  x  =  ay  +  ßy\  x  =  ay  +  ß'y,  x"  =  y' 

an,  in  welcher  a/3'  —  a'/3  =  1  sei,  so  geht  sie  in  eine  äqui- 
valente Form  über,  deren  erster  Coefficient 


V 
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(10)  aa^  +  26"aa'  +  aa^ 

und  in  deren  Adjungirter  der  dritte  Coefficient  gleich  J."  ist. 
Die  Werthe  a,a  können  aber  bekanntlich  —  und  zwar  als 
relative  Primzahlen  —  so  gewählt  werden,  dass  die  quadra- 
tische Form  (10),  deren  Determinante  gleich  —  -4."  ist,  falls 
J."=  0  ist,  gleich  NuU,  falls  aber  A''  von  Null  verschieden, 

nicht  grösser  wird  als  1/ + -g--^"?    ®^  ^^^  daher  möglich,  die 

Substitution  (9)  so  zu  bestimmen,  dass  der  erste  Coefficient, 
wenn  nicht  bereits  in  der  ursprünglichen  Form  f,  so  doch 
in   der  neuen   Form  Null  oder    numerisch   nicht  grösser   als 

+  Y  Ä"  ist,  während  der  dritte  Coefficient  der  Adjungirten 

ungeändert  bleibt. 

Behält  man  für  die  neue  Form  und  ihre  Adjungirte  der 
Einfachheit  wegen  wieder  die  ursprüngliche  Bezeichnung  bei 
und  wendet  nunmehr  die  Substitution 

(11)  x  =  y,  X  =ßy  +yy  ,  X  =ß  y  +y  y  , 

in  welcher  /3'y" —  /3"y'  =  1  sei,  auf  /"an,  so  verwandelt  sich 
diese  Form  wieder  in  eine  äquivalente  Form,  deren  erster 
Coefficient  ungeändert  geblieben  ist,  während  der  dritte  Coeffi- 
cient ihrer  Adjungirten  in 

A'ß''^  —  2Bß'ß''+Ä''p 

übergeht  und  durch  geeignete  Wahl  der  relativ  primen  Zahlen 
/3',  /J"  und  folglich  der  Substitution  (11),  falls  die  Determi- 
nante B^  —  Ä'Ä''  =  —  Da  dieser  quadratischen  Form  also  a 
verschwindet,  gleich  Null,  im  entgegengesetzten  Falle  numerisch 

nicht  grösser  als  jZ+^-Da  gemacht  werden  kann. 

Indem  man  diese  Betrachtung  abwechselnd  wiederholt, 
wird  sowohl  die  Reihe  der  ersten  Coefficienten  der  Formen 
als  die  Reihe  der  dritten  Coefficienten  ihrer  Adjungirten  eine 
Reihe  ganzer  Zahlen  sein,  die  abwechselnd  gleich  sind  und 
kleiner  werden;  nothwendig  wird  also  endlich  weder  durch 
das  erste  noch  durch  das  zweite  Verfahren  eine  weitere  Ver- 
einfachung mehr  herbeizuführen  und  dann  also  entweder 
die  Coefficienten   a,^"  beide   gleich  Null   oder  beide 
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von  Null  verschieden  aber  zugleich  in  numerischem 
Sinne 

folglich 

(12)  a^^VD,        ä"Z^^VD^ 

sein.  —  Wendet  man  dann  aber  die  Substitution 

+  /»  /   I        ff      f         /   I      f  ff    '  ff      ^ff 

(m, »»',  m"\ 
'     ") 

mit  der  Adjungirten  (  ^    „,    ^„)  über,  in  welcher 

m  =  o,  w'  =  a'  +  26"/J  +  a/J* 
jm"=  o"+  26y'  +  2&'y  +  oy*  +  2V'yy'  +  a'y'* 
w  =  6  +  a'y  +  ft'/3  +  6"(y  +  /3y')  +  a/3y 
»'  =  6'  +  ay  +  h"y\  n"=  6"+  a/S 
JJf"=^",   N^B  —  A"y',  N'^B'—Nß  —  A"y 

ist.     Sind  nun  erstens  a,  A"  nicht  Null,  so  lassen  sich  ß,  y',  y 

so  wählen,  dass,  während  m^a  und  M"^  A"  ist,  n"num.  < y, 

J/"  und  JV  num.  <  -5-  werden. 

Sind  zweitens  a,  J."  und  folglich  auch  V  gleich  Null, 

so  wird 

m  =  0,  m'  =  a',  n'  =  6',  n"=  0 
also 

(13)  _  2)  =  a'6'2  =  m  V^ 

und  n  =  6  +  <^  V  +  ^'/^  kann  num.  ^  als  der  grösste  gemein- 
same Theiler  von  a\  b\  und 

m"=  a"+  26y'  +  a'y^  +  26  V  num.  ^  6' 

gemacht  werden.  Der  so  beschnlnkten  Formen  giebt  es  aber 
nur  eine  endliche  Menge.  Denn  im  zweiten  Falle  hat  6'  oder 
n  wegen  (13)  und  folglich  auch  a  oder  m'  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Werthen,  also  auch  n  und  m"  nur  eine  solche. 
Im  ersten  Falle  dagegen  giebt  es  nur  eine  endliche  Menge 
zulässiger  Werthsysteme  fQr  die  Coefficienten  m,  M",  n",  N,  JV; 
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legt  man  aber  dieseu  CoefBcienten  eins  der  gedachten  Werth- 
systeme  bei,  so  finden  sich  daraus  unmittelbar  die  etwa  zu- 
gehörigen Zahlen  w',  N'\  HT  durch  die  Formeln 

n"»  +  3f"        T^,       —  n'D  +  NN'        ^,        N^  +  Dm 

W     = ,        ^      =  mT. ,        M      =   ^j^TT— 

und  sodann  die  etwa  zugehörigen  M,n,n\m''  durch  die  Formeln 
T,-.       N*  +  Dm'  -^MN+N'N"  ,       —M'N'+N"N 

,,       n'»  +  3f '         —  2V"  +  nn         n«  +  Jf 

Wl    =  : —  =  Tt =  ; , 

und  nur  denjenigen  jener  Werthsysteme,  fOr  welche  diese 
Formeln  ganzzahlige  Werthe  der  Coefficienten  liefern,  ent- 
sprechen zulässige  Formen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  geht  aber  herror,  dass  jede 
temäre  quadratische  Form  mit  der  Determinante  D  also  auch 
jede  solche  der  Ordnung  (Ä,  ^)  mit  einer  dieser  nur  in  end- 
licher Anzahl  vorhandenen  Formen  äquivalent  ist,  und  folg- 
lich kann  auch  die  Anzahl  der  nicht  äquivalenten 
Classen  von  Formen  dieser  Ordnung  nur  eine  end- 
liche sein« 

4.  Wird  die  Form  f  durch  eine  ganzzahlige  Substitution 
(7)  in  eine  Form  f^  verwandelt,  der  Art,  dass  die  Gleichung 

(14)  /•(^,^',0  =  /i(y,y',y") 

identisch  stattfindet,  wenn  x,  x\  x"  mit  y,  y',  y"  durch  jene 
Gleichungen  verbimden  sind,  so  wird  auch  die  folgende  er- 
füllt sein: 

(15)  fix,  x',  x")  =  a,  y«  +  2  b^'yy'  +  a/y '*, 
wenn 

(16)  x'=a,^y  +  a;y 

l  X  =  a^^y  +  a^y 

gesetzt  wird.  Man  sagt  alsdann:  Die  binäre  quadratische 
Form  («1,  V,  ^i')  werde  mittels  der  Formeln  (16)  durch 
die  ternäre  quadratische  Form  f  dargestellt,  und  die 
Darstellung  wird  eine  eigentliche  genannt,  wenn  die  drei 
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ganzen  Zahlen 

(17)  a^^'  —  a^^a^y     o^^cCq  —  «o^o^',     a^^cc^'  —  a^^a^' 

keinen  von  1  verschiedenen  Theiler  haben. 
In  gleicher  Weise  wird 

sein,  wenn  man  set^t 

^  =  c^o^y,    x'  =  a^^yj    x'=a^^y 
oder  einfacher 

(18)  f{<,<,0  =  a,' 

Diese  Gleichung  meint  man,  wenn  man  sagt,  die 
Zahl  «1  werde  mittels  der  Werthe  «q®,  «i®,  «g^  durch  die 
ternäre  Form  f  dargestellt.  Die  Darstellung  heisst 
zudem  eine  eigentliche,  wenn  die  darstellenden  Zahlen 
«0®,  «i®,  «2^  keinen  von  1  verschiedenen  gemeinsamen 
Theiler  haben. 

Während  also  bei  den  binären  Formen  nur  die  Darstel- 
lung von  Zahlen  in  Frage  kommt,  tritt  bei  den  Formen  mit 
drei  Veränderlichen  noch  eine  andere  Darstellung,  die  von 
(binären)  Formen  auf,  und  noch  allgemeiner  verhalten  sich 
die  Formen  mit  mehr  Veränderlichen. 

Leicht  ist  zu  übersehen,  dass  äquivalente  ternäre 
Formen  stets  dieselben  Zahlen  eigentlich  darstellen. 
Man  bemerke  vorweg,  dass,  wenn  x^  x\  x"  mit  y,  y',  y"  durch 
eine  ganzzahlige  Substitution  (7)  verbunden  sind,  deren  Mo- 
dulus  1  ist,  jedem  ganzzahligen  Systeme  y,  y',  y"  auch  ein 
ganzzahliges  System  x^  x,  x"  und  wegen  der  aufgelösten  Glei- 
chungen auch  umgekehrt  entspricht;  auch  wird  y,  y',  y"  ein 
primitives  System  sein  —  darunter  soll  abkürzend  stets  ein 
solches  verstanden  werden,  dessen  Zahlen  keinen'  von  1  ver- 
schiedenen gemeinsamen  Theiler  haben  —  wenn  rc,  x\  x"  ein 
solches  ist,  und  auch  umgekehrt.  Besteht  hiemach  die  Glei- 
chung (14)  für  die  durch  (7)  mit  einander  verbundenen  Systeme 
d.  h.  sind  f  und  /i  äquivalent,  so  wird  jede  Zahl,  welche 
mittels  eines  primitiven  Systems  x,  x\  x"  also  eigentlich  durch 
f  dargestellt  wird,  durch  das  entsprechende  System  y,  y',  y" 
also  eigentlich  auch  durch  fy  dargestellt  werden,  und  umgekehrt. 
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Desgleichen  stellen  äquivalente  ternäre  Formen 
auch  stets  dieselben  binären  Formen  eigentlich  dar. 
Denn,  wird  die  Form 

(15a)  a,y^  +  26/Vy'  +  <»'' 

mittels  der  Formeln  (16)  eigentlich  durch  die  Form  f{Xy  x\  x'') 
dargestellt,  so  kann  man,  da  dann  die  drei  Zahlen  (17)  keinen 
von  1  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler  haben,  drei  ganze 
Zahlen  a^",  Oj",  Og"  der  Art  wählen*),  dass  die  Gleichung 

(«!%'—  Oj^Oi')  ao"+  («—  «o^O  «i"+  («oV—  «)  ««"=  1 

erföUt,  d.  h.  dass  der  Modulus  der  Substitution  (7)  gleich  1 
ist.  Durch  diese  ganzzahlige  Substitution  geht  also  f(x^  x\  x') 
in  eine  äquivalente  Form  /l(y,y',  y")  über,  von  welcher  die 
Form  (15  a)  ein  Bestandtheil  ist.  Ist  aber  ^{Zy!s\e")  eine 
Form,  welche  äquivalent  ist  mit  f{Xj  x\  x"\  so  ist  sie  es  auch 
^^  fiiViV^y")  ^°d  ®s  giebt  folglich  eine  ganzzahlige  Sub- 
stitution 

^  =  ß,'y  +  ftV  +  ßoY' 
^'  =  A^  +  M  +  ft'y" 
^' =  ß.'y  +  M  +  A'V" 

mit  dem  Modulus  1,  für  welche 

wird.  Die  Form  (15a)  wird  daher  auch  durch  ^{z^  z%  z")  dar- 
gestellt, indem  man  setzt 

und  diese  Darstellung  ist  eine  eigentliche,  denn  da  die  Glei- 
chung besteht: 

(A"  A'-  A"  A')  A"+ (A"  A'-  A"  A')  A"+  ( A"  A'-  A*  A')  A"=  i , 

können  die  drei  Zahlen 

A*A'-A°A',    A^A'-A'A',    ^o"A'-AVo' 

keinen  von  1  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler  haben. 


*)  S.  hierzu  2.  Abschnitt,  3.  Cap.  nr.  5. 

BftohmftQn,  Zahlentheorie.    IV,  1. 
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5.  Nicht  jede  Zahl  kann  durch  eine  gegebene  temare 
Form  dargestellt  werden.  Während  wir  das  Problem  der  Dar- 
stellung selbst  erst  später  behandeln  werden,  müssen  hier 
einige  allgemeine  Bemerkungen  vorausgeschickt  werden. 

Erinnert  man  sich  zunächst  der  Unterscheidung  aller 
Formen  in  bestimmte  (positive)  und  in  unbestimmte  Formen, 
so  ist  ersichtlich,  dass  durch  die  erstem  nur  positive  ganze 
Zahlen  darstellbar  sind,  während  das  Vorzeichen  der  durch 
letztere  darstellbaren  Zahlen  sowohl  positiv  als  negativ 
sein  kann. 

Sei  femer  JV  eine  beliebig  gegebene  Zahl  und  f{Xj  x,  x") 
zunächst  eine  eigentlich-primitive  Form.  Bedeutet  dann  p 
irgend  eine  Primzahl,  so  können  die  Zahlen  a,  a',  a",  2ft,  26', 
2fc"  nicht  sämmtlich  durch  p  theilbar  sein;  ist  eine  der  Zahlen 
a,  a',  a",  z.  B.  a,  nicht  theilbar  durch  p,  so  wird  auch  die 
Form  nicht  theilbar  durch  p,  wenn  man  x,  rc"  theilbar,  x  nicht 
theilbar  wählt  durch  p\  sind  alle  drei  Zahlen  a,  a',  a"  theilbar 
durch  jp,  so  darf  eine  der  Zahlen  2&,  26',  26",  z.  B.  26,  es 
nicht  sein,  und  dann  nimmt  die  Form  einen  durch  p  nicht 
aufgehenden  Werth  an,  wenn  man  x  durch  p  theilbar,  x\  x" 
nicht  theilbar  wählt.  So  kann  man  immer  erreichen,  dass 
f{x,x,x')  durch  p  nicht  theilbar  wird.  Da  aber  diese  Be- 
dingungen der  Theilbarkeit  resp.  Nichttheilbarkeit  der  Zahlen 
X,  Xy  x"  in  Bezug  auf  beliebig  viel  verschiedene,  z,  B.  in  Bezug 
auf  die  in  "N  aufgehenden  Primzahlen  stets  gleichzeitig  erfüll- 
bar sind,  ergiebt  sich  der  Satz:  Durch  eine  eigentlich- 
primitive Form  können  stets  Zahlen  dargestellt  wer- 
den, welche  zu  einer  beliebig  gegebenen  Zahl  prim 
sind.  Diese  Darstellung  darf  sogar  als  eine  eigentliche  ge- 
dacht werden,  da  die  Form,  wenn  sie  prim  zu  N  wird  für 
Werthe  a:,  x  ^  x\  welche  einen  gemeinsamen  Theiler  haben, 
es  auch  bleiben  wird,  wenn  man  diesen  gemeinsamen  Theiler 
unterdrückt. 

et       n        n" 

Bei  einer  uneigentlich  primitiven  Form  sind  -^,  -5-,  -^ 
ganze  Zahlen,  welche  zusammen  mit  6,  6',  6"  keinen  gemein- 
samen Theiler  haben.  Hier  wird  also  von  -^f{Xy  x\  x*^  genau 
dasselbe   gelten  wie  vorher  von  {{x^  x\  x')   und   man    erhält 
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den  Satz:  Durch  eine  uneigentlich-primitive  Form  kann 
stets  das  Doppelte  einer  Zahl  (eigentlich)  dargestellt 
werden,  die  zu  einer  beliebig  gegebenen  Zahl  prim  ist. 
Sind^  wie  angenommen,  die  Determinante  also  auch  die 
beiden  Zahlen  H,  ^  ungerade^  so  kommen  nur  eigentlich- 
primitive Formen  in  Betracht.  Unter  derselben  Voraus- 
setzung sind  dann  durch  die  Form  f{x,x\x'')  Zahlen 
von  jeder  der  beiden  Linearformen  4x4-1  ^nd  4x  +  3, 
also  sowohl  quadratische  Reste  als  Nichtreste  (mod.4) 
darstellbar.  Denn  einer  der  Coefficienten  a,  a\  a",  z.  B.  a 
ist  sicher  ungerade;  macht  man  dann  die  Substitution 

so  geht  f(Xy  x\  x")  in  eine  äquivalente  Form 

h  =  «,y'  +  <y"  +  <y"*  +  ^\y'y"+  2Wy"y  +  26/>y' 

über,  in  welcher 

ist;  die  drei  Coefficienten  a^,  a/,  a^"  werden  also  ungerade 
sein,  wenn  man  k  resp.  fi  gerade  oder  ungerade  wählt,  je  nach- 
dem a'  resp.  a"  ungerade  oder  gerade  ist;  nach  der  Gleichung 

ergiebt  sich  alsdann  ft^  +  6^'  -f-  6/'  gerade  also 

«1  +  <  +  <+  2(6i  +  W  +  ^i")  ^  «1  +  «/  +  <  (mod.  4> 

Letztere  Zahl  aber  ist,  wie  die  Zahlen  a^,  a^',  a^",  eine  der 
durch  /i  also  auch  durch  f  darstellbaren  Zahlen  und  würde, 
wenn  alle  Zahlen  a^,  a^',  a^"  die  gleiche  Linearform  hätten,  die 
entgegengesetzte  haben. 

Offenbar  wird  es  nun  auch  möglich  sein,  x^x\x" 
so  zu  wählen,  dass  die  eigentlich-primitive  Form 
fiXjXjX')  einen  Werth  erhält,  welcher  zu  einer  be- 
liebig gegebenen  Zahl  N  prim  und  von  einer  be- 
stimmten der  beiden  Linearformen  4x  -|-  1,  4x  +  3  ist. 
Man  darf  ihn  sogar  noch  positiv  voraussetzen.  Dies 
ist  von  selbst  einleuchtend,  wenn  die  Form  positiv  ist;  ist  sie 
unbestimmt,  so  darf  man  doch  a  positiv  voraussetzen,  indem 
man  nöthigenfalls  (vgl  nr.  8)  die  Form  f  durch  ein^  äqui- 
valente ersetzt,    deren  erster  Coefficient  positiv  ist.     Sei  dann 
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ein  Werthsystem^  für  welches  f  den  andern  vorher  ang^ebenen 
Bedingungen  genügt;  dann  wird  auch 

ein  solches  sein^  aus  der  Gleichung 

=  \a{a  +  4i^^)  +  6"«'+  6  «"]*  +  ^  «"*  -  2Ba"a'+  A'a'^ 

ersieht  man  aber^  dass  für  ein  hinreichend  grosses  z  die  Form 
f  auch  positiv  werden  muss. 

6.  Es  giebt  aber  andere  Moduln,  in  Bezug  auf  welche  der 
quadratische  Charakter  der  Zahlen,  welche  eine  temäre  Form 
darstellen  kann,  nicht  willkürlich  ist,  und  auf  diesem  Umstände, 
der  sich  schon  in  der  Lehre  von  den  binären  quadratischen 
Formen  herausgestellt,  beruht,  wie  bei  jenen,  die  Vertheilung 
aller  ternären  Formen  einer  bestimmten  Ordnung  in 
Geschlechter.  Man  begründet  dieselbe  am  einfachsten  auf 
die  beiden  Grundformeln,  welche  bei  den  angenommenen  Be- 
zeichnungen jetzt  folgende  Gestalt  erhalten: 

/        fix,  x,  X")  .  f(y,  y',  y") 

(19)  =  inPix)  +  y'f\x)  +  y"f\x)f 

l  +  a  •  5(a:  y  —xy,xy  —  xy  ,xy  —  xy) 
und 

(20)  =  (y%\x)  +  y^\x)  +  y'^\x)y 

+  ^  .  f(xY—  ^'y,  a:"y  —  xy'',  xy'  —  x'y). 

Versteht  man  nämlich  unter  cd  irgend  einen  Primfaktor 
von  Ä  und  ertheilt  den  Veränderlichen  x,  x,  x'\  y,  y',  y" 
solche  Werthe,  für  welche  die  Form  f  nicht  theilbar  wird 
durch  flj,  so  ergiebt  sich  aus  der  ersten  dieser  Formeln  un- 
mittelbar 

(fix,  x\  x")\  _  my,  y\  y")\ 

d.  h.  für  alle  ganzzahligen  Werthe  der  Form  /*,  welche  nicht 
theilbar  sind  durch  o,  hat  das  Legendre'sche  Symbol  (— j 
ein-  und  denselben  Werth,  sie  sind  folglich  entweder  sämmt- 
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lieh  quadratische  Reste  oder  sämmtlich  quadratische  Nichtreste 
von  o.  Mithin  hat  die  Form  bezüglich  des  Primfak- 
tors m  einen  durch  den  Werth  des  Symbols  (— j  be- 
stimmten quadratischen  Charakter. 

Bezeichnet  man  dagegen  mit  d  irgend  einen  Primfaktor 
von  ^  und  wählt  die  Unbestimmten  x,  x',  x"\  y,  y\  y"  der 
Art,  dass  der  Werth  der  Form  %  nicht  durch  8  aufgeht,  so 
folgt  in  gleicher  Weise  aus  der  zweiten  der  obigen  Formeln 

för  alle  ganzzahligen  Werthe  der  Reciproken  5>  welche  nicht 
theilbar   sind   durch  8^   hat  also  das   Legen  dre 'sehe  Symbol 

(yj  ein-  und  denselben  Werth.     Mithin  kommt  der  Form  f 

bezüglich  des  Primfaktors  8  ein  durch  den  Werth  des 

Symbols  (-^j  bestimmter   quadratischer  Charakter  zu. 

Demnach  sind  der  Form  f  so  viel  verschiedene  Einzel- 
charaktere eigen,  als  die  Anzahl  aller  cd  und  aller  8  beträgt. 
Da  Sl,  /l  gemeinsame  Primfaktoren  haben  können,  sollen  fortan 
mit  flj,  ©',  cd",  . . .  alle  in  St  aber  nicht  in  ^,  mit  d,  8\  d"  . . . 
alle  in  ^  aber  nicht  in  Ä,  und  mit  r,  r',  r", . . .  alle  sowohl 
in  lA  als  in  ^  aufgehende  Primzahlen  bezeichnet  werden. 
Dann  sind  die  sämmtlichen  Einzelcharaktere  der  Form 
f  durch  die  Werthe  der  folgenden  Symbole: 


(21) 


bestimmt  und  letztere   definiren  zusammengenommen 
den  Charakter  der  Form  f. 

Alle  Formen  derselben  Ordnung,  welche  gleichen 
Charakter  haben,  bilden  ein  Geschlecht  von  Formen. 
Da  Formen  derselben  C lasse  stets  dieselben  Zahlen  darstellen, 
müssen  sie  offenbar  auch  gleichen  Charakter  haben;  Formen 
derselben  Classe  gehören  mithin  auch  immer  dem- 
selben Geschlechte  an.  Ist  fi,  v,  q  resp.  die  Anzahl  aller 
Zahlen   o},8,r,   so   ist   die   Anzahl   der   sämmtlichen   Einzel- 
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Charaktere  (21),  deren  jeder  den  Werth  +  1  oder  —  1  haben 
kann,  gleich  ft  +  i/  +  2p,  und  demnach  die  Anzahl  aller  mög- 
lichen Zeichencombinationen  d.  h.  die  Anzahl  aller  über- 
haupt denkbaren  Geschlechter  der  Ordnung  {Sl^J) 
gleich 

Ob  diese  Geschlechter  aber  auch  wirklich  vorhanden  sind  d.  i. 
ob  jeder  möglichen  Zeichencombination  auch  wirklich  temäre 
Formen  jener  Ordnung  zugehören,  wird  später  sich  entscheiden. 

7.  Diese  wichtigen  Ergebnisse  sollen  von  einer  anderen, 
allgemeineren  Grundlage  aus  noch  einmal  hergeleitet  werden. 
Wir  stützen  uns  dazu  auf  einen  Satz,  welchen  zuerst 
Stephen  Smith  aufgestellt  hat  und  der  uns  auch  weiter 
noch  dienlich  sein  wird,  folgen  aber  beim  Beweise  desselben 
mehr  dem  Gedankengange  von  Minkowski*).  Der  Satz  lautet 
f olgendermassen : 

Ist  fiXjXjX")  eine  eigentlich-primitive  Form  mit 
ungerader  Determinante,  N  aber  eine  beliebig  ge- 
gebene Zahl,  so  kann  in  der  Classe  von  f  stets  eine 
Form  q>  mit  der  Reciproken  O  gefunden  werden,  für 
welche  die  Congruenzen 

(22)         !  O  ~  aa'SlJx^  +  a'aJx^  +  aax''^ 

11  =r^  aa  a 

erfüllt  sind,  Congruenzen,  welche  den  Sinn  haben  sollen, 
dass  rechts  und  links  die  Coefficienten  sowohl  der  Quadrate 
wie  auch  der  doppelten  Produkte  der  Veränderlichen  resp. 
einander  congruent  sind. 


(mod.  N) 


*)  S.  die  vortreffliche  Abhandlung  von  Henry  Stephen  Smith 
in  Philos.  Transactions  of  the  Royal  Society  of  London  for  the  year 
1867:  On  the  Orders  and  Genera  of  Temary  Quadratic  Forme,  sowie 
H.  Minkowski ^8  Preisschrifb:  Memoire  sur  la  thäorie  des  formes  qua- 
dratiques  ä  coefficiens  entiers,  in  M^m.  pr^s.  p.  div.  Savants  Etr.  t.  29. 
—  Da  beide  Mathematiker  die  Frage  nach  den  Ordnungen  und  G^e- 
schlechtem  der  quadratischen  Formen  ganz  allgemein,  ohne  beschränkende 
Voraussetzungen  über  die  Determinante  behandeln,  verweisen  wir  über- 
haupt den  Leser,  welcher  eine  Ergänzung  des  im  Texte  Gebotenen  sucht, 
auf  diese  Alihandlungen. 
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Den  Betrachtungen,  durch  welche  dieser  Satz  begründet 
werden  soll^  sei  der  Beweis  eines  Hilfssatzes  vorausgeschickt, 
welchen  zuerst  Gauss  (Disquis.  Arithm.  art.  279)  unter  der 
Form  einer  Aufgabe  hergeleitet  hat.  Sind  nämlich  Z^Z yZ" 
drei  ganze  Zahlen  ohne  einen  von  1  verschiedenen 
gemeinsamen  Theiler,  so  können  sechs  andere  ganze 
Zahlen  x,x\x',  y^y^y'  so  gewählt  werden,  dass 

xY—  xY  =  ^,  a:'>  —  xy''=  Z\  xy'  —  xy  =  Z". 

In  der  That  lassen  sich  zunächst  ganze  Zahlen  Xj  x\  x" 
ohne  einen  von  1  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler,  die 
nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  angeben,  dass 

(23)  Zx  +  Z'x'  +  Z"x"=  0 
wird;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  z.  B.  nur 

X  =  zZ  ,  X  =  z  Z  j  X  =  —  zZ  —  z  Z 

zu  setzen,  wo  z,  z  beliebige  ganze  Zahlen  sind,  und  diese 
Zahlen  x^  x\  x'  von  ihrem  grössten  gemeinsamen  Theiler  zu 
befreien.  Aus  einer  Lösung  x^  x\  x"  der  Gleichung  (23)  er- 
geben sich  aber  unendlich  viel  andere,  wenn  man,  unter  A,  /t,  v 
beliebige  ganze  Zahlen  verstehend, 

y=.x  —  iLZ"^vZ\  y=x—vZ^kZ",  y'  =  x''—kZ'+iiZ 
setzt.     Mittels  dieser  Formeln  erschliesst  man  leicht 
xY—  xY=  —  k{Zx  +  Z'x'+  Z"x")  +  Z{Xx  +  yLx'^  vx") 
d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (23) 

xy* —  x"y'=  Z(Xx  +  ^x'  +  vx') 
und  ähnlich 

x"y  —  xy''  =  Z\kx  +  fto?'  +  vx') 

xy'  —  x'y  =  Z'\kx  -|-  i^'X  +  voc"). 

Wählt  man  nun,  was   bekanntlich  möglich  ist*),  die  un- 
bestimmten ganzen  Zahlen  A,  fi,  v  der  Art,  dass 

kx  +  fta;'  4-  vx"=  1 

wird,  so  findet  sich,  wie  es  sein  sollte, 

/c\  ä\  r     ff  ff     f  r^  ff  ff  rwt  t  f  rwff 

(24)  xy  —  X  y  =  Z,  x  y  —  xy  ==^,  xy  —  xy  =^  Z  . 
Zu  späterer  Verwendung  werde  noch  gezeigt,  wie 

*)  S.  Abschnitt  II,  3.  Cap.  nr.  6. 
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man   aus    einer  Lösung  x^x\x\  y,  y',  y'  der   Aufgabe 
alle  Lösungen  derselben  herleiten  kann.     Sei  noch 

(25)    %\"-  r'i?'=  z,  r'i?  -  ii?"=  z',  u-  rv  =  z". 

Man  bestimme  drei  ganze  Zahlen  ZyZ',z"  der  Art,  dass 

Zz  +  Z'z'+Z"z"=l 


oder 


X 

y 

Z 

X 

y' 

Z 

X 

y" 

Z 

// 


=  1 


wird.    Nennt  man  dann 

X       Y      Z 

X'     T     Z' 

X"     T'    Z" 
die  adjnngirte  Determinante,  so  bestehen  die  Beziehungen 

X  =  TZ"-  T'Z',   y  =  X'Z  —  X'Z", 
denen  man  mit  Rücksicht  auf  (25)  leicht  folgende  Gestalt  giebt: 

(26)  x  =  n-Yri,y  =  -ßl  +  <^V, 
wenn  zar  Abkürzung 

XI  +  Xr  +  X"|"=  a,   Xf)  +  X'f}'  +  XV=  ß 

rg  +  rr  +  F'|"=  r,  Tv  +  Tn  +  rY=  * 

gesetzt  wird.     Hieraus  schliesst  man  mittels  der  Determinanten- 
formel in  nr.  2  des  ersten  Gapitels  und  mit  Rücksicht  auf  (25) 

ad  —  ßy 

=^(X'r'—X"r)Z-\-(X"Y—XT')Z'-{-{XT—X'T)Z"=l 
und  nun  aus  (26) 

I  =  ao;  +  yy,    i]  =  ßx  -\-  Sy 
und  in  analoger  Weise 

(27)  l'  =  ax'+yy',   r,' =  ßx' +  Öy' 

y "  'f    i  ff  ff  />     "    I      *     " 

l  =  ax  -j-  yy  ,  rj  =  ßx  -j-  dy  . 

Alle  Lösungen   der  Aufgabe   finden   sich   also   aus   einer 

von  ihnen  mittels  dieser  Formeln  (27),   wenn  man  darin  fär 

a,  ßy  ^,  d   alle   möglichen   ganzen   Zahlen   setzt,    welche   die 

Gleichung 

ad  —  ßy=l 
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erfUlen;  auch  leuchtet  ein,  dass  jedem  solchen  Systeme  ganzer 
Zahlen  a^  ß,  y,  d  eine  Lösung  entspricht^  da  aus  jenen  Formeln 
sogleich  die  folgenden: 

Iri  —l  ri  =  (xy  —X  y){ad  —  ßY)=xy  —X  ff 

und  analog 

r'ij  -  |i?"=  x"y  -  xy",  w  -  rv  =  ^y'  -  ^'y 

hervorgehen. 

8.  Dies  vorausgeschickt,  wenden  wir  uns  nun  zur  Her- 
leitung der  Congruenzen  (22).  Sei  N'=4:ND.  Dem  in  nr.  5 
Bewiesenen  zufolge  kann  durch  /  eine  Zahl  a  eigentlich  dar- 
gestellt werden,  welche  prim  ist  gegen  N'  imd  der  Congruenz 
«^  ^  1  (mod.  4)  genügt,  imd  es  sei 

/■«  < ««") = «, 

wobei  «Q^,  «1®,  a^^  ein  primitives  System  bilden.  Man  kann 
dann  ganze  Zahlen  ccq',  a^', «,',  a^",  a^",  o^"  der  Art  wählen, 
dass  die  Substitution 

A  I  '      f        \  ff      ff 

f  A  I  '     '       I  ff     ff 

^  ==«1  y  +  ^iy  +«1  y 

//  n         I  '    '     I  ff    ff 

X  =  Og^y  +  «2  y  +  «8  y 

den  Modulus  1  erhält.  In  der  That  erreicht  man  dies,  wenn 
man  zimächst  solche  ganze  Zahlen  A,  A',  A''  bestimmt,  dass 

«o^A  +  <A'  +  «a^A"=  1 

ist,  und  darauf  die  Zahlen  Oq',  c^',  a^y  a^ ',  a^\  a^'  so,  dass 

t      ff               ff      f            A                f      ff               ff      f            iLf               r      ff  ff      t  K'f 

«1  «j    «1    «2    =  A,       Oj  «Q   «2   «0   ^^  '^ ;       ^0  ^    «Q  «1    =  A 

wird,  was  dem  Hilfssatze  gemäss  geschehen  kann.  Durch  diese 
Substitution  aber  verwandelt  sich  /  in  eine  äquivalente  Form 

«y*  +  «>''  +  «"y"'  +  2&y'y"+  2h'y"y  +  Wyy 
'mit  dem  ersten  Goefficienten  a.     Die  neue  Substitution 

y  =  ^-f  A;?'  +  /i^",    y'  =  ^',    y"=z" 
liefert  eine  andere  .äquivalente  Form 

(28)  U  =  «^'  +  «i'^'*+  «r^"'+  2fei;?'j?"+  2fe/;?"j?  +  2h;' zz, 
in  welcher 

6/  =  a|x  +  6',     &/'==  ^^  +  ^" 
ist,  und  durch  geeignete  Wahl  der  imbestimmten  ganzen  Zahlen 
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Xy  /x  können  b^'y  h^'  durch  N*  theilbar  gemacht  werden,  sodaas 
man  schreiben  darf 

(29)  /;  =  «^  +  a/z'«  +  a;'z"^  +  2\zz"   (moA  iT). 

Hieraus  ergeben  sich  aber,  wenn  /  als  eine  Form  der  Ordnung 
(Ä,  ^)  vorausgesetzt  wird,  wegen  der  Congruenzen 

aa;'—  6/>  =  aa;  —  6/'«  =  6i V"  ^\  =  0  (mod.  ft) 
die  Zahlen  a^',  a^',  b^  theilbar  durch  ß,  etwa 

a/  =  ÄOi,    a/'=  ÄOjj,    6i  =  Äj8, 
und  somit 

(30)  /;  :-  «^2  ^  ß(^^'«  ^  ct^z"*  +  2/JjV")  (mod.  A"). 

Die  Zahlen  cc^^cc^^ß  können  keinen  von  1  verschiedenen  ge- 
meinsamen Theiler  mehr  haben.  Denn  ein  ihnen  gemeinsamer 
Primfaktor  p  müsste  dem  Ausdrucke  der  Determinante  zu- 
folge in  D  aufgehen  imd  die  Coefficienten  der  Adjungirten 
von  (28),  nämlich 

6i'6i" —  «&!,     bi\  —  ^iW}     \W  —  ^i'W\ 

würden  dann  sämmtUch  durch  Slp  theilbar  sein,  gegen  die 
Voraussetzung  über  die  Ordnung  von  /*.  Ausserdem  können 
nicht  beide  Zahlen  ctj,  Oj  gerade  sein,  denn  dann  wäre  ß  un- 
gerade, und  da  aus  dem  Ausdrucke  der  Determinante  die  Con- 
gruenz 

J  =  «(«lOs  —  ß^)  (D^od.  4NJ) 

gefolgert  wird,  so  ergäbe  sich 

1  m  aj  53  a^a^  —  /3*  Hz:  —  1  (mod.  4), 

was  nicht  sein  kann. 

Die  angegebene  Beschaffenheit  der  Coefficienten  a^,cL^jß 
ermögUcht  es,  durch  die  binäre  quadratische  Form 

(31)  il>  =  a^z'^  -f  a^z"^  +  2ßzz' 

eine  Zahl  a  eigentlich  darzustellen,  welche  prim  ist  gegen 
N\    Ist 

eine  solche  Darstellung  und  sind  (»',(>"  zwei  ganze  Zahlen, 
welche  die  Oleichung 

V  q  —  V  (>  =  1 
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befriedigen^  so  geht  die  Form  ^  durch  die  Substitution 

z  =v u  -\-  QU  ,     e  =V  U   -\-  Q  u 
in  eine  äquivalente  Form  . 

aV»  +  2/3VM"+yM"», 
deren  erster  Coefficient  a    ist,  und  letztere,  wenn 

f  f       I  //  ft  ff 

U    =  X    -\~  XX  ,      U    =  X 

gesetzt  wird,  in  eine  wieder  äquivalente  Form 

j^  =  a'x'^  +  2(/3'  +  a'x)xx'+  8x'^ 

über,  deren  mittlerer  Coefficient  ß'-^a'x  durch  geeignete  Wahl 
der  unbestimmten  ganzen  Zahl  x  durch  N'  theilbar  gemacht 
werden  kann,  sodass  man  für  die  Form  %  die  Congruenz 

X  =  ax^  +  Sx"^  (mod.  N') 
also  auch 

Slx  =  aSlx^  +  SSlx'^  (mod.  N') 

erhält.  —  Da  sich  nun  durch  dieselbe  Reihe  von  Substitutionen 
in  Verbindung  mit  s  =^  x  die  Form  f^  in  eine  äquivalente 
Form  qp  mit  dem  ersten  Coefficienten  a  verwandelt,  wird  für 
letztere  die  Congruenz 

(32)  tp  =  ax^  +  aSlx^  +  SSlx"^  (mod.  K) 

erfüllt  sein,  aus  welcher  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  der 
Determinante  die  weitere: 

J  =  aad  (mod.  4NJ) 

hervorgeht;  diese  erfordert,  da  a, «'  zu  N'  also  zu  ^  prim 
sind,  dass  d  theilbar  sei  durch  ^,  und  giebt,  wenn  demgemäss 
d  =  ^a'  gesetzt  wird,  der  Congruenz  (32)  die  folgende  Form 

9)  =  «^  +  aSlx^  +  a''£lJx"^  (mod.  JT); 
aus  ihr  gehen  diese  andern: 

hervor,  während 

1  ^  aaa'  (mod.  IT) 

gefunden  wird,  ganz  wie  der  ausgesprochene  Satz  es  behauptet. 

9.    Versteht  man  nun  unter  N  das  Produkt  Sl^,  so 

ergeben  sich  die  Resultate  der  nr.  6  ganz  von  selbst. 
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Denn,  indem  man  hier  wieder  mit  m,  d  jeden  Primßtktor  von 
St  resp.  ^  bezeichnet,  folgt  sos  der  ersten  der  Congmenzen  (22) 

y  ^  ax*  (mod.  cd), 
aoB  der  zweiten 

9^tta'x"'  (mod.  S), 

wthrend  sieb  aoB  der  dritten  a,«'  prim  sowohl  zu  o  als  zu 
i  ergeben.  Legt  nun  also  in  der  Form  ip  reep.  4  den  üd- 
bestimmten  x,x',x"  solche  Wertbe  bei,  welche  sie  durch  o 
resp.  d  nicht  theilbar  machen,  was  roraussetst,  dass  x,  x" 
durch  &  resp.  durch  S  nicht  theilbar  sei,  so  ergeben  sich  ohne 
weiteres  die  Gleichungen 

O-ö-  (l)=("-f)- 

durch  welche  der  quadratische  Charakter  f5r  alle  durch  ^> 
resp.  4>  darstellbaren,  durch  m  resp.  8  nicht  theilbaren  Zahlen 
als  übereinstimmend  nachgewiesen  wird.  Derselbe  quadra- 
tische Charakter  gilt  dann  aber  auch  bezüglich  der  Formen  f 
and  [^,  welche  jenen  äquivalent  sind. 

Die  Congmenzen  (23)  können  aber  auch  dazu  ver- 
wendet werden,  zu  zeigen,  dass  der  Form  f  in  Bezug 
auf  eine  ungerade  Primzahl  p,  die  weder  in  Sl  noch 
in  ^  aufgeht,  kein  ähnlicher  quadratischer  Charakter 
zukommt,  dass  sie  vielmehr  in  Bezug  auf  einen  solchen  Prim- 
zahlmodulus  sowohl  quadratische  Beste  als  Nichtreste  darzu- 
stellen vermag.  Man  nehme  zu  diesem  Nachweise  N^'p  an, 
schreibe  also  die  Congruenzen: 

tp  z^  ua?  +  a'Ux'*  -\-  a'SlJx"*  \ 

0  ''  a'a'SlAx*  -|-  a'a^x"^  -\-  aa.'x"'^\   (mod.  p). 

1  ~  aa'a  "  ) 

Aus  der  letzten  derselben    folgen   a,  a',  a"  als  prim  g^en  p, 

aus  der  ersten,  indem  man  der  Keihe  nach  x,x',x"  gleich  1, 

gen  Unbestimmten  aber  jedesmal  gleich  0  setzt, 

9       ß,    9>       a'Si,    f  ^^-  a'Siid  (mod.  p), 
ichtM  weitor  zu  beweisen  wäre,  wenn  diese  drei  Zahlen 
eduniin    quadrotiKchen  Charakter   besitzen.     Im  eat- 
««etztoii    KiiUo   aber   lässt   sich    die   erste   der  Con- 
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gnienzen  folgendermassen  schreiben: 

(33)  «  .  9)  =  I«  +  r*  +  r^'  (mod.  p). 

Sei  dann  A  irgend  welche  durch  p  nicht  theilbare  Zahl^  so 
kann  man  auf  Grund  des  Dirichlet'schen  Satzes  von  der 
arithmetischen  Progression  eine  Primzahl  g  finden,  für  welche 

g  ^  A  (mod.  p),     g  ee  1  (mod.  4) 

ist,  und  folglich  Zahlen  |,  |',  welche  die  Gleichimg 

3  =  1'  +  I" 
erfüllen.     Wählt  man  demnach  in  (33)  für  |,  %'  die  eben  be- 
stimmten Werthe  und  setzt  |"  =  0,  so  kommt 

a  •  qp  ^  A  (mod.  j>), 

wo  nun,  je  nach  der  Wahl  von  A 

(1)  -  (I)  0^.'  -  -  (i) 

werden  wird.  —  Was  so  aus  der  ersten  der  Congruenzen  für 
9>  erwiesen  wurde,  das  beweist  sich  in  ganz  entsprechender 
Weise  aus  der  zweiten  derselben  für  0. 

10.  Demungeachtet  kann  man  mit  Smith  einen  Gesichts- 
punkt angeben,  von  welchem  aus  sich  noch  ein  weiterer,  den 
in  nr.  6  angegebenen  ähnlicher  Charakter  einer  Form  f{XyXyX') 
aufstellen  lässt.  Wir  führen  zu  diesem  Zwecke  folgende 
Definition  ein:  Ist 

m  =  f{x,  X,  x"),    Jf  =  g  (X,  X',  Z") 

und  sind  die  Werthe  der  Unbestimmten,  mittels  deren  diese 
Darstellungen  von  w,  M  durch  /*,  g  erfolgen,  mit  einander 
durch  die  Gleichung 

(34)  Xx  +  X'x'  +  X"x"^  0 

verbunden,  so  sollen  die  Darstellungen  gleichzeitige  und  die 
Zahlen  iw,Jf  gleichzeitig  durch  /*,g  dargestellte  Zahlen, 
die  gleichzeitigen  Darstellungen  zudem  eigentlich  heissen, 
wenn  Xy  x\  x"  sowohl,  als  auch  X,  X',  X"  keinen  von  1  ver- 
schiedenen gemeinsamen  Theiler  haben. 
Hiemach  werden 

m  =  f{Xy  x\  x"),  M  =  g(a:y'—  x"y\  x"y  —  xy'\  xy'—  xy) 
gleichzeitige  Darstellungen  sein.     Die  erste  der  Grundformeln 
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lehrt  daher,  indem  man  einmal  # 

a:=l,    n:'  =  0,    a;"=  0,    y  =  0,    y' =  0,    y"=  1 
ein  andermal 

x=l^    x'  =  0,    ^"=0,    y  =  0,    y'  =  l,    y"=0 

setzt,  dass  der  erste  Coefficient  jeder  Form  f  zusammen  mit 
dem  zweiten,  ebenso  auch  mit  dem  dritten  Coefficienten  ihrer 
Reciproken  %  ein  Paar  gleichzeitig  und  eigentlich  dargestellter 
Zahlen  bildet.  Allgemeiner  zeigt  die  Art  und  Weise,  wie  in 
der  Anmerkung  zu  nr.  4  des  ersten  Gapitels  die  erste  Grund- 
formel hergeleitet  worden  ist,  dass  der  erste  Coefficient 
jeder  mit  /"äquivalenten  Form  mit  dem  dritten  (ebenso 
auch  mit  dem  zweiten)  Coefficienten  in  der  Reci- 
proken derselben  gleichzeitig  und  eigentlich  durch 
/*,  5  dargestellt  werden.  Aber  es  gilt  auch  umgekehrt 
der  Satz: 

Sind  m,  M  zwei  eigentlich  und  gleichzeitig  durch 
f  und  ^  dargestellte  Zahlen,  so  kann  man  eine  mit  f 
äquivalente  Form  angeben,  in  welcher  m  der  erste, 
und  in  deren  Reciproker  M  der  (zweite  oder)  dritte 
Coefficient  ist.  Sind  nämlich  «q^,  a^^,  cc^^]  A,  A',  A"  die 
durch  die  Gleichung 

<A-f<A'  +  a2^A"=0 

mit  einander  verbundenen  darstellenden  Zahlen,  sodass 

»»  =  f«>  <,  O,     M  =  5(A,  A',  A") 
ist,  so  kann  man  nach  dem  Gauss 'sehen  Hilfssatze  drei  ganze 
Zahlen  a^,  o^',  a^  so  wählen,  dass 

(35)  cfi^^Og'— «2®«/=  A,  cc^^a^—a^a^=K^  a^a^—a^a^=t<' 

werden,  und  da  letztere  Zahlen  ein  primitives  System  bilden, 
lassen  sich  femer  drei  ganze  Zahlen  «q",  «j",  a^"  finden  der 
Art,  dass  der  Modulus  der  Substitution 


O  I  '     '       I  ff     ff 

/  n        I         '    '     I         ff    ff 

X  =  «1  y  +  «1  y  +  «1  y 

ff  Ol  '     '       I  ff     tf 

^  =  ^""y  +  ^y  +«2  y 

gleich  1  wird.     Durch  diese  Substitution  verwandelt  sich  aber 
die  Form  f  in  eine  äquivalente: 
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ay  +  «i'y"  +  <y"'  +  ^hy'y"+  ^Wv'y  +  ^W'yy', 

in  welcher 

also  der  dritte  Coefficient  ihrer  Adjungirten  gleich 

mithin  der  dritte  Coefficient  ihrer  Reciproken  gleich  M  ist. 

Indem  man  m'  für  a^',  n"  für  b^'  setzt,  kann  man  aus 
dem  Vorigen  noch  folgenden  Schluss  ziehen:  Sind  m^  M 
gleichzeitig  und  eigentlich  durch  f,  5  darstellbar,  so 
giebt  es  eine  binäre  quadratische  Form 

mit  der  Determinante 

(36)  n"«  —  mm  =  —  Sl    M 

durch  welche  m  eigentlich  darstellbar  ist,  während 
sie  ihrerseits  eigentlich  durch  f  mittels  der  Formeln 

«'  =  <y  +  <y' 
^' =  ^'y  +  <y' 

dargestellt  wird. 

Und  wegen  der  Reciprocität  der  Formen  /",  5  bezw.  der 
Invarianten  ß,  ^  giebt  es  gleicherweise  eine  binäre  qua- 
dratische Form 

mit  der  Determinante 

(37)  JT'*  —  MM'  =  —  J   m, 

durch  welche  M  eigentlich  darstellbar  ist,  während 
sie  selbst  durch  5  eigentlich  dargestellt  werden  kann. 

Hieran  fügen  wir  den  Nachweis,  dass,  wenn  von 
zwei  gleichzeitig  und  eigentlich  dargestellten  Zahlen 
m,  M  die  erstere  positiv  ist,  auch  die  zweite  positiv 
sein  muss. 

Der  ersten  Gnmdformel  zufolge  besteht  die  Gleichung 

m  .  fix,  x',  x")  =  (x^«  +  x'U'  +  x"Uy  +  a  •  g(X,  X',  X"), 
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wenn 

X  =  <a:"—  a^^x\     Z'  =  o^'^x  -  a^^x'\     X"=  a^^x'  —  a,^x 

gedacht   wird.     Nach    der    zweiten   Gnmdformel    erhält    man 

femer 

M.^{X,X',X") 

=  (Xgf»(A)  +  X'%\A)  +  X"f5«(A))« 

+  ^  •  f{A'X"  —  A"Z',  A"X  —  AX",  AX'  —  A'X). 

Hier  findet  sich  aber  mittels  einfacher  Rechnung 

A'X"—  A"X'  =  a^\Ax  +  A'a;'  +  A"x") 
A"X  —  AX"  =  <(Aa;  +  A'x'  +  A"a;") 
AX'  —  A'X  =  <(Aa;  +  A'a;'  -|-  A"x") 

und  somit  durch  eine  Combination  der  vorstehenden  Formebi 
die  folgende  Gleichung: 

mM^f(x,x\x')  =  Jtf .  (xf,^  +  x'f,'  +  x'U^f 
(38)  +  Ä(X5«(A)  +  X'fJ^A)  +  T'%\k)Y 

+  ß^m  .  (Ax  +  Kx'  +  A"a:")*. 

Ist  nun  m  positiv,  so  würde,  falls  M  negativ  wäre,  der 
Ausdruck  zur  Rechten,  so  oft  f{x^  x\  x")  eine  positive  Form 
ist,  also  ß,  A  positiv  sind,  zu  einer  unbestimmten,  so  oft 
fiXj  x\  x')  aber  eine  unbestimmte  Form,  also  ß  <  0,  J  >0 
ist,  zu  einer  bestimmten  (negativen)  Form,  was  einen  Wider- 
spruch gegen  die  linke  Seite  der  Gleichung  hervorrufen  würde; 
somit  muss  auch  M  positiv  sein. 

11.  Nachdem  dies  festgestellt  worden,  soll  nun- 
mehr der  Beweis  geführt  werden,  dass  es  zwei  posi- 
tive, zu  2SIA  und  auch  unter  einander  prime  Zahlen 
m,  Jf  giebt,  welche  durch  f  und  ihre  Reciproke  % 
gleichzeitig  und  eigentlich  dargestellt  werden  können. 
Nach  dem  ersten  in  voriger  nr.  hervorgehobenen  Satze  genügt 
es  hierzu,  festzustellen,  dass  es  eine  mit  f  äquivalente  Form 
f^  giebt,  in  welcher  der  erste  Coefficient  und  in  deren  Reci- 
proken  ^^  der  dritte  Coefficient  positiv,  zw.  2 SU  und  unter 
einander  prim  sind;  wegen  des  letzten  Satzes  reicht  es  sogar 
hin,  das  positive  Vorzeichen  nur  für  den  erstgenannten  Coeffi- 
cienten  festzustellen. 


(mod.  2äz/) 
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Um  sich  aber  hiervon  zu  überzeugen ,  wähle  man  in  den 
Congruenzen  (22)  für  N  den  Werth  2  SU,  sodass  q>  eine  mit 
f  äquivalente  Form  bedeutet,  für  welche  und  ihre  Reciproke 
0  die  Congruenzen 

9)  =  aa:*  +  aSlx^  +  a'SlJx"^ 

f  ff 

z=  aa  a 

bestehen,  wahrend  a,  der  erste  Coefficient  von  qp,  positiv  und 
prim  ist  gegen  2StJy  auch  darf,  wenn  es  beliebt,  a^  ^^1 
(mod.  4)  vorausgesetzt  werden.  Versteht  man  hier  unter  21, 
Sl', «",  83, 83',  83"  die  Coefficienten  der  Form  0,  so  leisten 
diese  den  folgenden  Congruenzen: 

31  =  0,  83'  --  0,  83"^  0  (mod.  Sld) 

Genüge.  Demgemäss  können  W,  W\  83  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben,  denn  jeder  ihnen  gemeinsame  Primfaktor  würde, 
dem  Ausdrucke  der  Determinante  zufolge,  auch  in  der  Deter- 
minante von  <P  also  auch  in  Sld  und  folglich  auch  in  3t,  83', 
83"  aufgehen,  die  Form  9  also  keine  primitive  sein,  was  sie 
doch  als  reciproke  Form  sein  muss.     Da  zudem 

83  =  0  (mod.  2ß^) 

also  gerade  ist,  muss  eine  der  Zahlen  31',  3("  ungerade  sein 
und  folglich  ist  die  binäre  quadratische  Form 

(3t',  83,  31") 

eine  eigentlich-primitive.  Dies  vorausgeschickt,  bemerke 
man,  dass  tp  durch  eine  Substitution 

/  o'     f      \       äff     rr  fr  *    r      \  ff     ff 

x  =  y,    X  =^ßy  -{-ß  y  ,    x  =yy  -{-y  y  , 
in  welcher 
(39)  ßY-  ß'Y  =  1 

ist,  in  eine  äquivalente  Form  f^  übergeht,  deren  erster  Coeffi- 
cient der  gleiche  bleibt,  wie  in  9,  während  die  Reciproke  O 
durch  die  Substitution 

x=Y,  x'  =  y"r  — /r',  x"=  — /3"r +  /3'r' 

in  die  Reciproke  ^^  übergeht,  deren  dritter  Coefficient 
demnach  durch  den  Ausdruck 

3l'y'«  +  Wp  —  283y'/3' 

Baohmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  5 
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bestimmt  wird.  Da  (?[',  S3,  W)  eigentlich-primitiv  ist,  lassen 
sich  die  ganzen  Zahlen  ß\y'  so  wählen,  dass  dieser  Aus- 
druck zu  2A^  und  zugleich  auch  gegen  a  prim  wird*). 
Man  darf  sie  sogar  dabei  als  relativ  prim  voraussetzen,  sodass 
es  möglich  ist,  die  angenommene  Bedingung  (39)  durch  passende 
Wahl  der  ganzen  Zahlen  ß'\  y"  zu  erfüllen.  Die  mit  f  äqui- 
valente Form  /i  ist  also  genau  von  der  Beschaffenheit,  welche 
nachgewiesen  werden  sollte. 

12.  Gesetzt  nun,  m  und  M  seien  zwei  solche  Zahlen, 
wie  sie  als  vorhanden  soeben  nachgewiesen  worden  sind,  so 
bestehen  nach  nr.  10  zwei  Gleichungen  von  der  Form  (36) 
und  (37),  aus  denen  man  mit  Anwendung  des  verallgemeinerten 
Legendre'schen  Symbols  sogleich  die  folgenden: 


(=^-'.  (=^)- 


erschliesst.  Aus  ihrer  Combination  und  auf  Grund  des  all- 
gemeinen Reciprocitätsgesetzes  der  quadratischen  Reste  folgt 
weiter: 

i2Jlf-f  l    m  — 1    ,   Jm-\-\    J#— 1    ,  M—\    m—\ 

H s •  — a 1 Z — : — 


©•(S-ei)^"^""^" 


oder,  wenn  der  Exponent  von  —  1  mittels  der  bekannten  für 
je  zwei  ungerade  Zahlen  a,  h  geltenden  Relation 

ah  —  \        a— 1,6—  1,        ,jjs 

+  — s—  (mod.  2) 


2         —       2 

umgeformt  wird,  einfacher: 


g)  ■  o  -  (- ') 


2  2        "^2  1 


Bezeichnet  man  demnach  mit  E  die  Einheit 

i2Jf-fl    Jm  +  l 

(40)  -E=(-l)     *      "    *     , 
so  erhält  man  für  diese  die  Beziehung: 

(41)  ^=(-l)-^-^"~-(l)(f)- 

Hier  ist  aber  der  Werth  der   rechten  Seite   theils   durch 


•)  Wenn  es  beliebt,   kann  er  sogar  ausserdem  zu  einer  beliebig 
gegebenen  Zahl  prim  gemacht  werden. 


(42) 


(mod.  4) 
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die  Ordnung,  von  welcher  der  erste  Faktor  abhängt,  theils 
durch  das  Geschlecht  der  Form  f{XyX\x")y  dem  gemäss  die 

Symbole  (^ ,  (— j  auch  durch  (^ ) ,  (^j  ersetzt  werden  können, 

fest  bestimmt  und  für  jede  zulässige  Wahl  der  Zahlen  m,  M 
ein-  und  derselbe.  Man  findet  demnach,  dass  für  die 
Form  f(x,XyX")  die  Einheit  JB  für  jedes  mögliche  Paar 
von  Zahlen  m,  M  von  der  angegebenen  Art  einen  con- 
stanten  Werth  hat.  Letzterer  Umstand  findet  sogar  in  noch 
weiterem  Umfange  statt,  als  auf  dem  eben  verfolgten  Wege 
gefunden  wird.  Zum  Beweise  wähle  man  in  den  Gongruenzen 
(22)  ^=4,  wo  man  ihnen  dann,  wie  einfach  zu  übersehen, 
die  Gestalt 

J'ip  =ax^    +  ax'^    +  a'x'^ 

geben  kann,  in  welcher  a,  «',  a"  wieder  drei  ganze  Zahlen  be- 
deuten, welche  der  Congruenz 

(42a)  ccaa'^  1  (mod.  4) 

genügen.  Um  die  Beste  zu  finden,  welche  ^  (p^  £1-0  (mod.  4) 
lassen,  wenn  man  für  x^  x\  x";  X,  X',  X"  alle  primitiven 
Systeme  setzt,  welche  die  Gleichung 

Xx  +  X  x'  +  X''x''=  0 

erfüllen,  genügt  es,  diejenigen  Restsysteme  x,  a?',  x";  X,  X', 
X"  (mod.  4)  einzusetzen,  für  welche  die  Congruenz 

Xx  +  X'x'  +  X''x'  =  0  (mod.  4) 

stattfindet.  Werden  sie  zudem  so  gewählt,  dass  qp  und  O  un- 
gerade werden,  so  zeigt  sich  ohne  Mühe,  dass 

dcp  +  l     Sl^  +  1 
2  2 

stets  mit  einer  der  drei  Zahlen 

(43)  («-+  l)(a-+  1)^  (a-+  1)(«  +  l)^(a+  1)  (ct^  +  1) 

(mod.  2)  congruent  ist,  diese  aber  sind  wegen  der  Congruenz 
(42a),  aus  welcher  die  andere: 

(44)  cc  +  a  +  «"+  1=0  (mod.  4) 

hervorgeht,  unter  einander  (mod.  2)  congruent.     Also  ist 
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für  je  zwei  gleichzeitig  durch  /",  5  dargestellte  ungerade 
Zahlen  i»,  M  von  gleichbleibendem  Werthe. 

Der  positive  oder  negative  Werth  dieser  Einheit 
bezeichnet  also  in  der  That  einen  neuen  Charakter 
der  Form  /*(ar,  a:',  x"),  den  man  mit  Smith  als  einen 
selbständigen  (supplementären  oder —  seiner  besonderen 
Eigenthümlichkeit  wegen  —  simultanen)  Charakter  den 
Einzelcharakteren  (21)  der  Form  hinzufügen  konnte. 
Dann  ist  aber  zu  beachten,  dass  zwischen  ihm  und  den  übrigen 
Einzelcharakteren  der  Form  die  durch  die  Gleichung  (41)  aus- 
gesprochene Beziehung  stattfindet,  der  gemäss  die  Einzel- 
charaktere zu  wählen  sind,  damit  ihnen  ein  Greschlecht  der 
Ordnung  (ß,  ^)  entsprechen  kann.  Obwohl  daher  die  AnzAli] 
der  Werthcombinationen  aller  Einzelcharaktere  durch  solche 
Hinzufügung  auf  das  Doppelte  wächst^  bleibt  dennoch  die  An- 
zahl der  möglichen  Geschlechter  unveritndert  die  früher  an- 
gegebene. Es  scheint  daher  richtiger,  E  als  einen  abge- 
leiteten Charakter  zu  betrachten,  der  keiner  besonderen 
Aufzählung  bedarf  Aber  er  giebt  Veranlassung,  mit 
Eisenstein  die  sämmtlichen  Geschlechter  in  die  beiden 
Gruppen  zu  sondern,  bei  welchen 

(a)  £=loder©.(|)  =  (-l)    ^         ^ 
und  bei  welchen 

(b)  E=^-l  oder  {£j  •(!)  =  -  (-  if^^ 

ist.  Diese  unterscheiden  sich  nämlich,  wie  Eisenstein  zu- 
erst bemerkt  hat,  charakteristisch  durch  ihr  Verhalten  zum 
Modulus  8. 

In  der  That,  E  kann  nur  —  1  sein,  wenn  — ^^ J^ 

also  auch  jede  der  Zahlen  (43)  ungerade  ist;  dazu  müssen  aber 
a  z:£  a'  EE  a'E^  1  (mod.  4)  sein  und  nach  der  ersten  der  Con- 
gruenzen  (42)  darf  man  schreiben 

(45;       ^  .  <p  =  (1  +  4a)x'  +  (1  +  4a>'^  +  (1  +  4a")^"* 

+  4ba:'a;"-|-  AVx'x  -|-  Wxx\ 
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Hiemach  ist  die  Determinante   von  A  •  9  (mod.  8)  congruent 

mit 

1  +  4(a  +  a'  +  a' —  b^  —  b'*  —  b"«), 

andererseits  ist  sie  gleich  A^  *  D  =  A*"  -  Q?  also  ^  1  (mod.  8) 
und  folglich  ergiebt  sich  die  Gongruenz 

a  +  a'  +  a"+  h  +  V  +  V=  0  (moA  2). 

Nun  müssen^  wenn  9  ungerade  werden  soll;  die  drei 
Zahlen  Xj  x\  x'*  entweder  sämmtlich  ungerade^  oder  eine  von 
ihnen  ungerade,  die  anderen  gerade  sein;  im  letzteren  Falle 
findet  man  aus  (45) 

A  '  ^i^\  oder  ^  •  qp  ^e  5  (mod.  8), 
im  ersteren 

^  .  9)  =  3  +  4(a  +  a'  +  a"+  h-^rV  -^r  b")  =  3  (mod.  8). 

Hieraus  aber  folgt  der  Satz:  Durch  eine  Form  aus  der 
zweiten  der  Oeschlechtsgruppen  sind  ungerade  Zahlen 
darstellbar,  welche  einer  beliebigen  der  Zahlen  A^ 
3Af  oAy  aber  keine,  welche  1 A  (mod.  8)  congruent  sind. 

SoU   dagegen  £  =  +  1  sein,   so  muss  ^^  ■  ^±1 

also  jede  der  Zahlen  (43)  gerade  sein,  was  erfordert,  dass 
mindestens  zwei  der  Zahlen  a,  a,  a\  z.  B.  a,  a  congruent  3 
und  dann  wegen  (44)  die  dritte  derselben,  a"  congruent  1 
(mod.  4)  sei.     Man  darf  dann  also  schreiben: 

(46)        ^  .  9)  =  (3  +  4a)a;2  +  (3  +  4:a')x^  +  (1  +  4a")^"' 

+  Ahxx''\-  Wx"x  +  Wxx' 
und  erschliesst  nun  wieder  wie  vorher  die  Congruenz 

a  +  a'  +  a"+  h  +  V  +  V'e^  0  (mod.  2). 

Wählt  man  also  x,  x\  x"  wieder  auf  alle  mögliche  Weise 
so,  dass  9>  ungerade  wird,  so  sieht  man  leicht  ein,  dass  A  •  tp 
jeden  der  Reste  1,  3, 5,  7  (mod.  8)  lassen  kann,  und  gelangt 
so  zu  dem  Satze:  Durch  eine  Form  aus  der  ersten  Ge- 
schlechtsgruppe können  Zahlen  von  jeder  der  Linear- 
formen 8n  +  1,  3,  5,  7  dargestellt  werden. 
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Drittes  Capitel. 
Von  der  Darstellung  durcb  eine  gegebene  Form. 

1.  Im  vorigen  Capitel  ist  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die 
DarsteUung  von  Zahlen  oder  von  binären  quadratischen  Formen 
durch  temäre  entwickelt,  die  zwar^n  sich  hohe  Bedeutung 
besitzen  und  auch  häufig,  insofern  sie  Bedingungen  für  die 
Darstellbarkeit  zum  Ausdruck  bringen,  erkennen  lassen,  wenn 
etwa  eine  gegebene  Zahl  durch  eine  gegebene  Form  nicht 
dargestellt  werden  kann.  Die  Aufgabe  aber,  diese  Entschei- 
dung für  jeden  Fall  zu  treffen  und  alle  etwa  vorhandenen 
DarsteUungen  einer  gegebenen  Zahl  sowie  einer  gegebenen 
binären  durch  eine  gegebene  temäre  quadratische  Form  auf- 
zustellen, bleibt  noch  zu  losen.  Im  gegenwärtigen  Capitel 
wird  die  Losung  dieser  Aufgabe  auseinandergesetzt,  wie  sie 
Gauss  gelehrt  hat*). 

1)  Beginnen  wir  mit  der  an  die  Betrachtungen  des  vorigen 
Capitels  unmittelbar  sich  anschliessenden  Bemerkung,  dass, 
wenn  eine  binäre  quadratische  Form 

(1)  (p  =  my^  -f  2n"yy'  +  wy'* 
mit  der  Determinante 

(2)  D  =  n''  —  mm'**) 

durch   die    temäre  quadratische  Form   f{x^  x\  x')    darstellbar 
ist,  indem  man 

(3)  .  x'  =  <f/  +  a^y' 

l  X  =a^^y  +  (^y 

setzt,  sich  die  Beziehungen 

\m  =  /■«  «i«,  <),    «"=  aoTo"  +  <hU  +  <^^ 

< 


(4) 


♦)  Disquisitiones  Arithmeticae,  art.  278  bis  285. 
••)  Unter  D  ist  fortan  nicht  mehr,  wie   bisher,  die  Determinante 
der  ternären  Form  zu  verstehen,  welche  überhaupt  nicht  mehr  durch 
einen  besonderen  Buchstaben  auszudrücken  ist,  da  sie  mittels  der  beiden 
Invarianten  A,  J  ausgedrückt  werden  kann. 
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und  folglich  nach  der  ersten  Grundformel  auch  die  folgende: 

(5)  D a .  g  («-  a,«<,  «-  «o"«,',  «-  «) 

ergeben.  Hieraus  folgt:  Damit  eine  binäre  quadratische 
Form  durch  eine  ternäre  von  der  Ordnung  (ß,  /f)  dar- 
stellbar ist,  muss  ihre  Determinante  D  durch  ß  theil- 
bar  sein,  und  wenn  man 

(6)  D  =  —  a .  Jf " 
setzt,  so  ist  nach  der  Gleichung 

(7)  M'  =  gf («  —  «,%',  « -  «,  « -  <^o) 

jeder  Darstellung  der  binären  Form  durch  die  ternäre 
eine  Darstellung  von  Jf"  durch  die  Reciproke  der 
ternären  Form  zugeordnet;  auch  wird  letztere  Dar- 
stellung eine  eigentliche  sein,  so  oft  es  die  erstere  ist. 

2)  Man  kann  aber  auch  umgekehrt  zeigen,  dass 
jede  eigentliche  Darstellung  von  M"  durch  die  Form 
5  einer  eigentlichen  Darstellung  einer  binären  Form 
mit  der  Determinante  D=  —  £1  -  M"  durch  die  Form 
f  zugeordnet  ist.     In  der  That  sei 

M"=  gf(A,  A-,  A"), 

WO  die  darstellenden  Zahlen  A,  A',  A"  keinen  von  1  verschie- 
denen gemeinsamen  Theiler  haben.  Wählt  man  dann  nach 
dem  Gau  SS 'sehen  Hilfssatze  die  ganzen  Zahlen  a^®,  «i®,  Og®,  a^', 

«iV-«2V=A,    «-«oV=A',   a^'^a^-c^^a^^K' 

ist,  so  bestimmen  die  Formeln  (3)  eine  eigentliche  Darstellung 
einer  quadratischen  Form  (m,  n",  m)  mit  den  durch  (4)  defi- 
nirten  Coefficienten  und  mit  der  Determinante  D  durch  die 
Form  f{Xy  x\  x"),  eine  Darstellung,  welcher  die  Darstellung 
A,  A',  A"  von  M"  durch  5  zugeordnet  ist. 

3)  Aequivalente  binäre  Formen  mit  der  Determi- 
nante D  ==  —  Jf "ß  sind  immer  gleichzeitig  durch  die 
Form  f{XyX\x')  (eigentlich)  darstellbar  oder  gleich- 
zeitig   nicht    darstellbar*),    und    liefern    im    ersteren 

*)  Dieser  Theil  des  Satzes  bleibt,  wie  leicht  zu  übersehen,  auch 
bei  uneigentlicher  Aequivalenz  von  q>  und  tp'  bestehen. 
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Falle  dieselben  zugeordneten  Darstellungen  von  M" 
durch  die  Form  5-  Denn,  ist  qp'  äquivalent  mit  tp,  so  be- 
steht fQr  eine  Substitution 

(8)  y  =  az  +  ßz\    y=YZ  +  8z\ 

in  welcher  aö  —  /}y  =  1  ist,  die  Gleichung 

fp\ZyZ')  =  q>{y,yy 

Wenn  dann  tp  durch  f{Xy  x\  x')  (eigentlich)  darstellbar 
ist  mittels  der  Formeln  (3),  sodass 

(9)    fWy  +  «oV,  <y  +  «iV;  <»  +  ^yl  =  viv^  v) 

ist,  so  ist  auch 

(10)'    fiß.'^z  +  ß^z',  fto^  +  Ä'^',  A«^  +  Ä'^')  =  9'(^.  -^'^ 

d.  h.  (p'  ist  darstellbar  durch  /"(x,  x',  x")  mittels  der  Formeln 

(11)      x'  =  ß,^z  +  A';?'  =  ««  +  «/y)^  +  («/^  +  a^Sy 
x"=  ß^^z  +  ß^z'  =  («,»«  +  «,»^  +  («,V  +  «,'*)-j' 
und  man  findet  sogleich 

ßi'ßt  -  ftVi'  =  «  -  « 

/JoVi'  -  iSi'/Jo'  =  «  -  «■ 

4)  Verschiedenen  Transformationen  von  qp  in  q>'  ent- 
sprechen auch  verschiedene,  der  Darstellung  von  qp  zuge- 
hörige Darstellungen  von  qp'.     Denn,  da  die  Zahlen 

n'  n'  n'  ft'  n'  n' 

«1  «2    —  «8  «1 ;      «2  «0   —  «0  «^ ;      «0  «1   —  «1^0 

ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  können  sie  nicht  sämmtlich 
Null  sein;  sei  also  etwa  cCq^cCi'  —  ^h^^o  von  Null  verschieden. 
Dann  ersieht  man  sogleich,  dass  aus  den  Werthen  von 

die  Zahlen  a,  y,  aus  den  Werthen  von 

die  Zahlen  ß,  d  eindeutig  bestimmt  sind;  verschiedenen 
Systemen  a, /3,  y,  tf  kann  also  nicht  dieselbe  Daratellung  (11) 
entsprechen. 

Legt  man  den  Zahlen  a,  /3,  y,  ö  alle  Werthe  bei,  welche 
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die  Gleichung  ad  —  ^y  =  1  erfüllen,  so  erhält  man  auch  die- 
jenigen r  Substitutionen  (8),  welche  (p  in  sich  selbst  ver- 
wandeln. Indem  man  also  (p'  mit  q)  identificirt^  folgt 
sogleich  aus  dem  eben  Gesagten^  dass  t  verschiedenen 
Darstellungen  von  tp  durch  f  immer  ein  und  dieselbe 
Darstellung  von  Jf"  durch  5  zugeordnet  ist.  Hierbei 
ist  r  unendlich,  wenn  D  >  0  ist,  dagegen  eine  aus  der  Theorie 
der  binaren  quadratischen  Formen  her  bekannte  endliche  Zahl, 
wenn  D  <  0  ist. 

5)  Nicht  äquivalente,  durch  die  Form  f(x,  x\  a?") 
eigentlich  darstellbare  binäre  Formen  mit  der  Deter- 
minante D  =  —  ßJT'  liefern  verschiedene  zugeordnete 
Darstellungen  von  M"  durch  fj.  In  der  That,  wären  9 
und  9'  zwei  nicht  äquivalente  binäre  Formen  mit  der  Deter- 
minante 2>,  von  denen  die  erste  mittels  der  Gleichxmg  (9),  die 
zweite  mittels  der  Gleichung  (10)  durch  f{Xy  x\  x')  eigentlich 
darstellbar  ist,  während  diesen  Darstellungen  dieselbe  eigent- 
liche Darstellxmg  A,  A',  A"  von  M"  durch  ^  zugeordnet  ist, 
so  beständen  sowohl  die  Gleichungen 

«1®««'  —  cc^^(h  =  A,  V^o'  —  «o^og'  =  A',  «o^Oi'  —  «i^Äo'  =  A" 
als  auch  die  Gleichungen 

ßi'ß,'-  ft"A'=  A,  ß^ßo  -  ^o°Ä'=  A',  /JoVi' -  ßi'ßo-  A". 
Nach  nr.  7  des  vorigen  Capitels  müssten  daher 

ßo"  =  ««0"  +  r<     ßö  =  ß<  +  *< 

sein,  während  aö  —  ßy  =  1  ist,  was  nichts  anderes  besagt, 
als  dass  q>  in  q>'  durch  eine  Substitution  (8)  transformirbar, 
ihr  also  äquivalent  wäre,  gegen  die  Voraussetzung. 

2.  Aus  diesen  fünf  festgestellten  umständen  ist 
offenbar  nun  Folgendes  zu  erschliessen: 

Wegen  2)  werden  nothwendig  sämmtliche  eigentliche  Dar- 
steUimgen  von  JT'  durch  die  Form  fj  erhalten,  wenn  man  die 
eigentlichen  Darstellungen  aller  binären  quadratischen  Formen 
mit  der  Determinante  D  =  —  ß  Jf"  durch  die  Form  f  aufsucht. 
Es  genügt  aber  nach  3),   dies  für  alle   nicht-äquivalenten 
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Formen  9,  9',  9", . . .  mit  dieser  Determinante  zu  thun.  Nach 
1)  liefert  wirklich  jede  solche  Darstellung  einer  dieser  Formen 
eine  der  gesuchten  Darstelliuigen  Ton  M"  und  nach  5)  sind 
jedenfalls  diejenigen  so  ermittelten  Darstellungen  von  M"y 
welche  yerschiedenen  der  Formen  qp,  q>\  9", . . .  entsprechen, 
von  einander  verschieden.  Was  aber  diejenigen  Darstellungen 
von  M"  betriflEt,  welche  Darstellungen  ein  und  derselben  der 
Formen  9,  9',  9", . . .  zugeordnet  sind,  so  werden  nach  4)  die 
letztem  sich  in  Complexe  von  je  r  Darstellungen  vertheilen 
der  Art,  dass  jedem  dieser  Complexe  nur  eine  einzige  aber 
wegen  5)  auch  eine  eigene,  von  den  andern  verschiedene  Dar- 
stellimg  von  JT'  zugeordnet  ist. 

Die  entwickeltenBetrachtungen  lehren  aber  weiter, 
dass  die  Aufgabe:  alle  eigentlichen  Darstellungen 
einer  gegebenen  Zahl  durch  eine  gegebene  ternäre 
quadratische  Form  zu  finden,  auf  die  andere  zurück- 
kommt: alle  eigentlichen  Darstellungen  einer  ge- 
gebenen binären  quadratischen  Form  durch  eine  ge- 
gebene ternäre  zu  ermitteln.  In  der  That,  nach  dem 
eben  Gesagten  findet  man  die  eigentlichen  Darstellungen  einer 
gegebenen  Zahl  Jf"  durch  die  Reciproke  einer  temären 
Form  der  Ordnung  (ß,  ^)  aus  den  eigentlichen  Darstellungen 
binärer  Formen  mit  der  Determinante  —  ßJf"  durch  die  ter- 
näre Form  selbst;  aber  jede  gegebene  ternäre  Form  einer 
beliebigen  Ordnung  (ß,  jd)  kann  als  Reciproke  einer  solchen 
angesehen  werden,  deren  Invarianten  bis  auf  das  Vorzeichen 
J,Sl  sind  und  damit  leuchtet  die  Richtigkeit  des  ausge- 
sprochenen Satzes  unmittelbar  ein. 

3.  Man  hat  demnach  fortan  nur  noch  zu  handeln  von 
der  eigentlichen  Darstellung  einer  gegebenen  binären 
quadratischen  Form 

durch  eine  gegebene  ternäre  Form  f(Xy  x,  x')^  deren  Ordnung 
wieder  durch  die  Invarianten  Ä,  J  bestimmt  angenommen 
werden  mag.  Vor  allem  müssen  die  Bedingungen  fest- 
gestellt werden,  unter  denen  solche  Darstellung  allein 
möglich  ist. 
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Nach  nr.  1  weiss  man  bereits  eine  derselben:  die  Deter- 
minante D  der  binären  Form  muss  durch  Sl  theilbar 
sein;  wir  setzen  also 

(12)  D  =  —  a .  JT' 

Für  die  Anwendungen  der  Darstellungslehre,  die  wir  zu  machen 
gedenken,  wird  es  genügen,  wenn  wir  fortan  uns  auf  die 
Voraussetzung  beschränken,  dass  M"  prim  sei  zu 
2Sld,  Ist  aber  q>  mittels  der  Formeln  (3)  durch  f{x^  x\  x") 
darstellbar,  so  folgt  die  Gleichung 

(13)  W  =  g(a,«<  -  «,  «  -  ao%',  «o'«/  -  «) 

d.  h.  M"  ist  durch  die  Reciproke  5  ^^n  f  darstellbar  und 
folglich  muss  zweitens  für  jede  in  /l  aufgehende  Prim- 
zahl S  die  Bedingung 

(")  (^)  -  (I) 

erfüllt  sein.  Wenn /*  eine  bestimmte  (positive)  Form,  also 
a>0  ist,  kann  offenbar  auch  q>  nur  eine  positive  binäre 
Form  sein,  in  ihrer  Determinante  D  =  —  SIM"  muss  also 
Jf "  >  0  sein.  Ist  dagegen  /"eine  unbestimmte  Form,  also 
a  <  0,  so  muss  9  eine  bestimmte  oder  unbestimmte  Form 
sein,  je  nachdem  ilf"<0  oder  ilf">0  ist,  und  im  ersteren 
Fall  eine  negative  Form,  denn  sonst  wären  m,  M"  zwei 
eigentlich  und  gleichzeitig  durch  f  und  %  dargestellte  Zahlen 
und   w  >  0,    Jf"  <  0,   gegen   nr.  10   vorigen  Capitels.  — 

Da  die  Darstellung  der  Form  tp  als  eine  eigentliche  vor- 
ausgesetzt wird,  so  lassen  sich  die  ganzen  Zahlen  a^,  a^",  o^" 
so  angeben,  dass  die  Determinante 


(15) 


«0         «0        «^0 
«2         «2        «2 


=  1 


ist.  Nimmt  man  die  Zahlen  A^®,  A^',  ...  in  ihrer  früheren 
Bedeutxmg  (Cap.  1,  (30)),  so  erhält  man  mit  Rücksicht  auf  die 
Gleichung  (13),  die  dann  einfacher 

lautet,  aus  der  zweiten  Gnmdfonnel  folgende  Congruenz 
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0  =  (x%\^")  +  x'%\^")  +  x■'%\^")r 

(16)  -\-J-f{x'^^' — x"\",  x"A^' — a;Aj",  xAj" — x'\") 

(mod.  M"). 
Setzt  man  hier  zur  Abkürzung 

(17)  xat,"  -\-  x'ttj*  +  "C'  «^"  =  M>  xco  ~l~  ^  V  "1"  •^"«2'  =  m'> 
so  findet  man  sogleich 

"  A  "  A   "  n     '  ' 

ic  Ao  —  xA^    =  «1  «i  —  «1  w 
xAi    —  X  A^j    =  Og^w  —  cc^u 

und  wegen  der  Darstellbarkeit  der  Form  q)  durch  /*  mittels 
der  Formeln  (3) 

==  mw  *  —  2n  w  w  -|-  w  M^ 

Hierdurch  nimmt  die  Congruenz  (16)  die  neue  Gestalt  an: 

{x%\k")  +  x'%\N')  +  x"%\N')y 

+  J{mu'^  —  2n"uu  +  wV)  —  0  (mod.  M") 

und  ergiebt,  wenn  man  einmal  x,  x',  x"  gleich  Aq',  A/,  A,',  ein 
zweites  Mal  gleich  A^*,  Aj*,  A,",  ein  drittes  Mal  gleich 

Aj  +  Aq  ,  Aj  +  Aj ,  Aj  +  Aj 

wählt,  die  folgenden  drei  Congruenzen: 

(18)  N*  +  Jm  =  0,    NN'  —  Jn"=0,    N'*  +  Jm'i^O 

(mod.  M"), 
in  denen 

f  N  =  Ao'5«(A")  +  A/g^A")  +  Vg*(A") 

l  i\r'  =  Ao^S^A")  +  Ai<»5»(A")  +  V5*(A") 

gesetzt  ist,  drei  Congruenzen,  welche  auch  in  die  einzige: 

(20)       {Ny  -  KyJ  +  J{my^  +  2n''yy  +  ^^V")  -  0 

(mod.  JK"') 

zusammengefasst  werden  können.  Damit  also  die  binäre 
quadratische  Form  tp  durch  f  eigentlich  darstellbar 
sei,  ist  erforderlich,  dass  die  Congruenz  (20)  auflös- 
bar oder  —  wie  Gauss  es  ausdrückt  —  dass 

•      —  J{my^  +  2n''yy  +  my'^) 

quadratischer  Rest  ist  (mod.  Jf"). 


(19) 
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Jede  vorhandene  eigentliche  Darstellung  der  Form  (p  durch 
f  liefert  mittels  der  Formeln  (19)  eine  Lösung  der  Congruenz 

(20)  oder  der  gleichbedeutenden  Congruenzen  (18);  sie  liefert 
aber  nicht  nur  eine,  sondern  unendlich  viel  solche  Lösungen. 
In  der  That,  ob  auch  die  Darstellung  (3)  gegeben  ist,  so 
bleiben  doch  die  Zahlen  cCq\  a^\  a^'  noch  auf  mannigfaltige 
Weise  so  wählbar,  dass  die  Gleichung  (15)  erfüllt  wird,  und 
aus  einer  Lösung  dieser  letztem  ergeben  sich  alle  andern 
mittels  der  Formeln: 

(21)  ^o"=  <'-  Ä'A,"+  Ä"A/',    ^/'=  «/'-  Ä"V+  A  V, 

/3g"=  Og"—  ÄA,"+  Ä'Ao"; 

ersetzt  man  aber  a^',  a^',  cc^'  durch  diese  Werthe,  so  gehen 
Aq*,  Aj",  A,*,  A,,',  Aj',  Aj'  resp.  über  in 

V  +  Ao"(*ao'  +  *'«/  +  *'V) 
Ai*  +  Ai"(Äao'  +  Ä'«/  +  *"««') 
A,«  +  A,"(Äao'  +  A'a,'  +  Ä"«,') 

Ao'  -  Ao-CÄ^o"  +  Ä V  +  Ä'V) 
Ai'  -  A/'C^ao"  +  *'«!"  +  Ä'V) 
A,'  -  A,"(Äao"  +  Ä'a/  +  *"<) 
also  N  und  J/^'  in 

N^^N—  (Ätto*  +  äV  +  h"a^'>)M" 
iV/=  2V+  (Ä<  +  Ä'«;  +  h"a,')M" 

d.  i.  in  eine  (mod.  Jf  ")  congruente  Lösung  der  Congruenzen 
(18)  über.  Das  an  Stelle  von  a^",  a^",  o^"  gesetzte  System  /Sq"^ 
ßi'f  A"  kann  aber  auch  so  gewählt  werden,  dass  ihm  eine  be- 
liebig gegebene  mit  N^  N'  (mod.  M")  congruente  Lösimg  dieser 
Congruenzen  entspricht.     Denn  man  kann,  wenn 

ist,  wo  r,  s  beliebig  gegebene  Zahlen  bedeuten,  die  ganzen  Zahlen 
A,  Ä',  Ä"  auf  unendlich  mannigfaltige  Weise  so  bestimmen,  dass 

ist,  und  jeder  solchen  Bestimmung  entspricht  ein  System  von 
Zahlen  /5q",  /Sj",  /Jg"  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 


(22) 
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Nennt  man  folglich  alle  unter  einander  congruenten 
Lösungen  der  Congruenzen  (18)  eine  einzige  Wurzel  der- 
selben^ so  ist  aus  dem  Bemerkten  ersichtlich^  dass  jeder  eigent- 
lichen Darstellung  der  Form  q)  durch  f  eine  ganz  bestimmte 
Wurzel  jener  Congruenzen  entspricht  oder  dass  —  in  Gauss- 
scher  Ausdrucksweise — jede  solche  Darstellung  zu  einer 
bestimmten  Wurzel  der  Congruenz  (20)  oder  zu  einem 
bestimmten   Werthe  des  Ausdrucks 


Y—  J(my^  +  2n'yy'  +  m  y'^)  (mod.  M'') 

gehört.  Ist  zudem  N,  N'  ein  ganz  nach  Belieben  unter  allen 
congruenten  Lösungen  gewählter  Repräsentant  dieser  Wurzel, 
so  können  die  ganzen  Zahlen  «(,",  Oi",  Og"  so  gewählt  werden, 
dass,  während  sie  der  Gleichung  (15)  genügen,  ihnen  gerade 
diese  Lösung  correspondirt.     Durch  die  Substitution 

A  I  '       '  I  ff        ff 

/  n         I  f    f     \  ff    ff 

ff  n         I  '    '     1  ff    ff 

geht  dann  aber  offenbar  die  Form  f{x,  x',  x")  in  eine  äquiva- 
lente Form 

wy*  +  m'y'*  +  m"y"^  -\-  2ny'y"-\-  2n'y"y  +  2n"yy' 

mit  der  Reciproken 

My^  +  M'y'^  +  M"y"'  +  2Ny'y"+  2N'y"y  +  2N"yy' 
über.     Mit  andern  Worten: 

Ist  eine  Form  (p  eigentlich  durch  f  darstellbar 
und  (N,N')  ein  beliebig  gewählter  Repräsentant  der 
Wurzel  (mod.  -3f"),  zu  welcher  diese  Darstellung  ge- 
hört, so  giebt  es  eine  mit  f  äquivalente  Form,  von 
welcher  die  Form  (p  einen  Bestandtheil  ausmacht,  und 
in  deren  Reciproker  der  3*®,  4*®,  5*®  Coefficient  resp. 
M'\  N  und  N'  sind. 

Hiernach  erkennt  man  leicht,  dass  die  Form  q> 
primitiv  sein  muss,  um  durch  eine  Form  f  der  Ord- 
nung (Ä,  ^)  eigentlich  darstellbar  zu  sein.  Denn 
zwischen  den  Coefficienten  der  beiden  reciproken  Formen  be- 
stehen die  folgenden  Beziehungen: 
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Jm  =  M'M"^  N\     J    in  =  M''M  —  W\ 
J  .  m"=  MM—  N"\     J  .  w"=  NK  —  M''ir\ 
aus  denen  sich  die  weitere: 

^{Mm  +  2JV  n"+  M'm)  =  SIJ^  +  M"-  Am" 
ergiebt,  eine  Fonnel,  welcher  jede  der  beiden  Gestalten: 

Mm  +  2i^'n"+  M'm'  =  £IJ -{-  M'm" 
und 

Sl{Mm  +  2i^' n"+  Mm')  =  Ä^z^  —  m"(n"'  —  mm') 

gegeben  werden  kann.  Die  letztere  lässt  erkennen,  dass  jeder 
gemeinsame  Theiler  von  m,  w",  m\  welcher  auch  in  der  Deter- 
minante —  SIM"  der  binären  Form  aufgeht,  in  Ä*^,  folglich, 
da  M"  zu  2Sljd  prim  vorausgesetzt  ist,  in  ß  aufgehen,  mithin 
zu  -äf"  prim  sein  muss.  Daher  zeigt  die  erstere  Gestalt  der 
Formel,  dass  er  auch  aufgeht  in  m".  Femer  aber  bestehen 
die  Beziehungen: 

nn" —  mn  =  ßJV,    n'n  —  m'n  =  SIK 

und  aus  ihnen  folgen  die  andern: 

M'n  =  —  Nm'  —  Nn%    M'n  =  —  Nn'—  N'm, 

welche  lehren,  dass  der  gemeinsame  Theiler  von  w,  w",  m' 
auch  in  n  und  n  aufgehen  muss.  Wäre  er  also  von  1  ver- 
schieden, so  wäre  die  Form,  von  welcher  (p  ein  Bestandtheil 
ist,  nicht  primitiv,  obwohl  sie  der  primitiven  Form  f  äquiva- 
lent ist. 

4.  Die  Gongruenzbe dingung  (20),  die  zur  eigent- 
lichen Darstellbarkeit  der  Form  q)  durch  f  erforderlich  ist, 
kann  durch  eine  andere  Bedingung  ersetzt  werden, 
welche  ihr  völlig  gleichbedeutend  ist.  Zur  Erfüllbarkeit 
der  Congruenz  (20)  ist  nämlich  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  in  Bezug  auf  jede  der  (ungeraden)  Prim- 
zahlen p,  aus  welchen  üf"  sich  zusammensetzt,  der 
quadratische  Charakter  von  —  jd  mit  demjenigen  der 
binären  Form  (p  übereinstimme.  Dies  ist  in  der  That 
zunächst  erforderlich.  Denn,  soll  die  Congruenz  (20)  oder 
die  drei  gleichbedeutenden  Congruenzen  (18)  (mod.  Jf")  statt- 
finden, so  muss  auch 

N^  +  Jm  =  0,  NN'  ~  Jn"^  0,    N''  +  Jm'  =  0  (mod.  p) 
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sein;  eine  der  Zahlen  m  und  m'  ist  aber  sicher  durch  p  nicht 
theilbar,  da  sonst  wegen  n"*  —  mm'  =  —  SIM''  auch  •  n" 
durch  p  theilbar  wäre,  während  doch  q>  als  eine  primitiye 
Form  vorausgesetzt  werden  muss.  Ist  also  etwa  m  nicht 
theilbar.  durch  p,  so  ergiebt  sich  aus  der  ersten  der  vorauf- 
gehenden Congruenzen 

(=^)  _  1  a.  h.  (::^  _  (5) 

oder  auch 

Das  Stattfinden  dieser  Gleichung  für  jede  der  in  M"' 
aufgehenden  Primzahlen  p  ist  aber  auch  ausreichend 
für  die  Erfüllbarkeit  der  Congruenz  (20).  Denn  wenn 
sie  für  eine  dieser  Primzahlen  p  stattfindet,  so  ist  zuerst,  wenn 
von  den  beiden  Coefficienten  m,  m'  etwa  m  der  nicht  durch  p 
theilbare  ist, 

(f)  -  (?)  -  (V) 

also  ist,,  wenn  pP  die  in  Jlf "  aufgehende  Potenz  dieses  Prim- 
faktors bezeichnet,  die  Congruenz 

N^  -f  Jm  =  0  (mod.  p") 

auflösbar;  ist  N  eine  Lösung  derselben,  so  kann  man  eine 
Zahl  N'  finden,  für  welche 

m]Sr  +  n"N=0  (mod.  p"), 

und  dann  folgen  die  Congruenzen 

mNN'  +  n^'IP  ^  mNN'  —  ^mn'=  0 
also 

NN'  —  z/w"  =  0, 
und 

mN'^  +  n'NN'  =  mN'^  +  n"^J  =  mN'^  -f  mm'J  =  0 
also 

iV^'^  +  ^w'^O  (mod.i>«). 

Die  Congruenzen  (18)  sind  also  (mod.  pf^^  erfüllt.  Da  dies 
ab^r  für  jede  der  Primzahlpotenzen  gilt,  wenn  (23)  für  jede 
der  Primzahlen  stattfindet,  aus  denen  W  sich  zusammensetzt, 
werden  zwei  Zahlen,  welche  nach  den  einzelnen  derselben  con- 
gruent  den    entsprechenden  Lösungen  JV,  N*  gewählt   werden, 
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auch  eine  Losung  der  Congruenzen  (18)  (mod.  M")  liefern, 
die  Congruenz  (20)  also  auflösbar  sein. 

Hieraus  folgt  u.  A.,  was  für  später  bemerkt  werden  muss, 
dass  für  alle  binären  Formen  (m,  n",  m')  ein-  und  desselben 
Geschlechts  die  Zahlen  z^,  für  welche  die  Congruenz  (20)  statt- 
finden kanU;  dieselben  bleiben.  Auch  leuchtet  ein^  dass  in 
dem  Falle,  wo  die  Form  ( —  m,  —  n",  —  w')  zum  Haupt- 
geschlecht ihrer  Determinante  gehört,  z^  =  +  1  eine 
zulässige  Zahl  ist,  anders  ausgedrückt:  dass  alsdann  die  Con- 
gruenz 

(24)  {Ny  —  Nyy  +  my*  +  2w"y  y  +  mY^  =  0  (mod.  ST') 

auflösbar  ist. 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Congruenz  (20)  mög- 
lich ist,  kann  leicht  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  bestimmt 
werden.  Jede  Lösung  derselben  ist  auch  —  die  gleichen  Be- 
zeichnungen gesetzt,  wie  zuvor  —  eine  Lösung  der  folgenden: 

(25)  N^+Jm=0,  NN'—Jn'=0,  ir^+Jm'=0  (mod.p'). 

Ist  nun  Nif  JT/  irgend  eine  weitere  Lösung  der  letzteren,  so 
müsste 

(26)  N,^  -f  ^m  =  0,  N^N^'  —  Jn"=  0,  N^'^  +  Jm'^  0 

also 

(N,  —  N)'{Ni  +  N)  =  0  (mod  p') 

sein;  beide  Faktoren  zur  Linken  können  aber  nicht  durch  p 
theilbar  sein,  weil  es  sonst  auch  N  sein  müsste  gegen  die 
erste  der  Congruenzen  (25),  wenn  man,  was  erlaubt  ist,  m  als 
nicht  durch  p  theilbar  voraussetzt.     Man  schliesst  also 

Ni^  +  N  (mod.  p") 

und  nun  aus  der  Vergleichung  der  zweiten  der  Congruenzen 
(25)  und  (26)  entsprechend 

N^  =±N'  (mod  ^) 
d.  i.  also  entweder 

N,  =  N,        iv;  =  N'       I 

oder  (mod.  p"), 

Ni  =  -N,    N,'  =  —  N'    j 

Dass  jedes  dieser  Werthsysteme  auch  umgekehrt  eine  Lösung 
der   Congruenzen   (25)   ausmacht,    bedarf  keines   Nachweises. 

Baohmann,  Zahlentheorie.    rv,  1.  6 
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Da  aber  die  Gongraenz 

nicht  Zulässig  ist^  haben  also  die  Congraenzen  (25)  genau 
zwei  incongmente  Losungen  oder  sie  haben  zwei  Wurzeln. 
Dies  gilt  für  jede  der  in  M*'  aufgehenden  Primzahlpotenzen. 
Aber  für  jede  Combination  von  Wurzeln  der  nach  diesen  ein- 
zelnen Primzahlpotenzmoduln  genommenen  Congruenzen  wird 
durch  das  oben  angedeutete  Verfahren  eine  Wurzel  der  Con- 
gruenzen (18),  und  für  verschiedene  Combinationen  nothwendig 
auch  verschiedene  solche  Wurzeln  gefunden,  und  somit  geht 
folgender  Satz  hervor: 

Ist  die  durch  die  Gleichung  (23)  ausgesprochene 
Bedingung  erfüllt  für  jeden  der  in  M"  enthaltenen 
verschiedenen  Primfaktoren  p,  und  bezeichnet  fi  die 
Anzahl  dieser  letzteren,  so  ist  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Congruenz  (20)  gleich  2''. 

5.  Nachdem  in  den  vorigen  beiden  Nummern  Bedingungen 
aufgestellt  worden  sind,  welche  zur  eigentlichen  Darstellbarkeit 
der  Form  <p  durch  die  Form  f(x,  x\  x')  erforderlich  sind, 
fragt  es  sich  nun  weiter,  inwieweit  diese  Bedingungen 
hierzu  auch  genügen.  Es  werde  also  angenommen,  die 
Form  fp  erfülle  die  letzteren,  sie  sei  also  primitiv,  ihre  Deter- 
minante sei  D  =  —  SIM'\  wo  M"  eine  der  Gleichung  (14) 
genügende  zu  2Sljd  prime  Zahl  ist,  und  die  Geschlechts- 
charaktere der  Form  fp  entsprachen  der  Bedingungsgleichung 
(23).  Aus  dem  letzteren  umstände  folgt  die  Auflösbarkeit 
der  Congruenz  (20)  d.  h.  das  Vorhandensein  ganzer  Zahlen 
N,  N*  sowie  Jf ,  -ST,  N'\  für  welche  die  Gleichungen 

(27)  Jm  =  —  lP'\'  MUT',    z/n"  =  iV^iV"  —  N"M'\ 

/im'  =  —  jr»  -f  MM' 

stattfinden,  und  aus  diesen  Gleichungen  findet  man  mit  Rück- 
sieht  auf  die  Gleichung 

2)  =  —  SlM"  =^  n"^  —  mm' 

einerseits 

(28)  MM'M"+  2NKN"—  MN^  -  M'N'^—  M"N"^-=  £1^ 
andererseits 

J(Mm  +  2N"n"+  Mm')  ==>  Äz/^  +  M"{MM'  —  N'""), 
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woraus  ferner,  da  M"  prim  gegen  z/  vorausgesetzt  ist, 

(29)  MM'  -  N'""  =  z/ .  m\ 

unter  ni'  eine  ganze  Zahl  verstanden,  hervorgeht.     Setzt  man 


nun 


n'w" —  mn  =  SIN,    n"n  —  m'n  =  SIN\ 
so  folgen  die  Gleichungen 

(30)  M'n Nm  —  Kn'\    M"n'  =  —  iVn"~  iV'm, 

denen   man,   wenn   man  sie  mit  /d   multiplicirt  und  die  Glei- 
chungen (27)  benutzt,  folgende  andere  Form  geben  kann: 

(31)  Jn  =  N'N"—NM,    Jn'  =  K'N  —  N'M'. 

Hiemach  sind  n,  n   rationale  Zahlen,  welche,  auf  die  einfachste 

Benennung  gebracht,  zum  Nenner  wegen  (30)  nur  einen  Theiler 

von  M'\  wegen  (31)  nur  einen  Theiler  von  jd  haben  können; 

da  M"y  z/  aber  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  so  müssen 

n,  n    ganze  Zahlen  sein.     Endlich  bemerke  man,  dass,  weil 

jeder  gemeinsame  Theiler  der  fünf  Zahlen  Jlf,  M\  N,  N\  N'' 

wegen  (28)  in  Hjd^  aufgehen  muss,  die  sechs  Zahlen  J/,  M\ 

M'\  Ny  N\  N''  keinen  von  1  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler 

haben  können. 

Aus  alle  diesem  geht   hervor,   dass,   wenn  die   primitive 

Form  tp  die  gestellten  Bedingungen  erfüllt,  es  eine  primitive 

Form 

^(M,     M\    M'\ 

mit  der  Determinante  Äz/^  giebt,  deren  Adjungirte  nach  den 
Gleichungen  (27),  (29)  und  (31)  gleich 

/jdm,     z/m',     zfni'\ 
\z/n,      z/n',     jdn/ 

ist   und   z/   zum   grössten   gemeinsamen    Theiler   aller  Coeffi- 
cienten  hat,  sodass  die  primitive  Form 


\  n,     n ,     w    / 


umgekehrt  Ä  •  5i  '^^^  Adjungirten  und  Ä*z/  zur  Determinante 
hat;  ihre  Invarianten  sind  mithin  jedenfalls  +  Ä  und  /l.    Um 

6* 
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sie  genau  zu  bestimmen^  bedenke  man,  dass  nacb  der  Voraus- 
setzung im  Falle  ift>  0  d.  h.,  wenn  f  eine  bestimmte  (posi- 
tive) Form  ist,  auch  fp  eine  positive  Form,  mithin  SIM*'  und 
m  positiv  sind;  demnach  ist  auch  f^  (s.  Capitel  1  nr.  2)  eine 
bestimmte  Form,  ihre  erste  Invariante  also  positiv  d.  i.  gleich 
+  ß.  Im  Falle  ß  <  0  aber,  d.  h.  wenn  f  eine  unbestimmte 
Form  ist,  muss  q>  entweder  negativ  oder  unbestimmt  sein  und 
folglich  ist  auch  f^  eine  unbestimmte;  dies  leuchtet  ein,  wenn 
(p  unbestimmt  ist;  ist  aber  q>  negativ,  so  konnte  die  Form  f^^ 
wenn  sie  eine  bestimmte  wäre,  auch  nur  eine  negative  Form 
sein,  was  doch  nicht  möglich  ist,  da  ihre  Determinante  positiv 
ist.  Die  erste  Invariante  von  f^  ist  also  wieder  +  Ä.  —  So 
ist  folgendes  Besultat  gewonnen: 

Erfüllt  eine  binäre  quadratische  Form  fp  die  zur 
eigentlichen  Darstellbarkeit  durch  die  Form /'(ic,  a;',a:") 
der  Ordnung  (ß,  jd)  erforderlichen  Bedingungen,  so 
giebt  es  eine  ternäre  quadratische  Form  derselben 
Ordnung,  welche  tp  als  einen  Bestandtheil  enthält  und 
in  deren  Reciproker  der  3**,  4**  und  5*®  Coefficient  resp. 
gleich  M",N  und  N'  sind,  während  N^N*  irgend  eine 
der  Wurzeln  der  Congruenz  (20)  bedeuten. 

6.  Mit  Hilfe  dieses  Ergebnisses  können  nunmehr  die 
sämmtlichen  eigentlichen  Darstellungen  einer  gegebenen  binären 
quadratischen  Form  (p  durch  eine  gegebene  ternäre  Form,  wenn 
es  deren  überhaupt  giebt,  ermittelt  werden.  Sei  (ß,  /l)  die 
Ordnung  der  letztem  Form  und  von  der  Form  fp  werde  an- 
genommen —  weil  sonst  keine  Darstellungen  vorhanden  sind 
—  dass  sie  die  zur  Darstellbarkeit  durch  eine  Form  dieser 
Ordnung  erforderlichen  Bedingungen  erfülle.  Man  denke  sich 
die  sänmitlichen  temären  quadratischen  Formen  der  Ordnung 
(Ä,  A)  in  Classen  äquivalenter  Formen  vertheilt  und  aus  jeder 
dieser  Classen  eine  einzelne  Form  als  ihren  Repräsentanten 
herausgegriffen;  so  erhält  man  ein  System  unter  sich  nicht 
äquivalenter  Formen 

welches  das  Formensystem  der  Ordnung  (ß,^)  heisst. 
Aus  nr.  3  vorigen  Capitels   folgt   und   wird  sich    auch   später 
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zeigen  (s.  Abschnitt  3)^  dass  die  Anzahl  der  Formen,  aus  denen 
es  besteht,  eine  endliche  ist. 

Nun  ist  nach  der  bezüglich  9  gemachten  Voraussetzimg 
die  Congruenz  (20)  erftUlbar  und  besitzt,  wenn  ^  die  Anzahl 
der  verschiedenen  Primfaktoren  bezeichnet,  aus  denen  Jf"  be- 
steht, 2^*  verschiedene  Wurzeln,  als  deren  Repriisentanten  die 
nachstehenden  gewählt  seien: 

(33)  (^i,^x'),    iN„N,%    (N„N,'),... 

Jedem  derselben  entsprechend  giebt  es  nach  voriger  nr.  je  eine 

Form 

(34)  f,r,f",... 

der  Ordnung  (<J2,  z^),  welche  9  als  Bestandtheil  enthält,  und 
in  deren  Reciproker  die  3*®°,  4**°,  5*®°  Coefficienten  resp. 

M\  N,,  iV/;  M\  N,,  2V,';  . . . 

sind.  Jede  dieser  Formen,  z.  B.  /*(**),  ist  mit  einer  einzigen 
Form  des  Systems  (32)  äquivalent.  Ist  etwa  f^  diese  äqui- 
valente Form,  so  wird  jede  ganzzahlige  Transformation 

(35)  x'  =  a^^y  +  <y'  +  a/'y" 

//  A  i  '     '       I  tf     ff 

welche  /i  in  f^^  verwandelt,  eine  eigentliche  Darstellung  von 
9>  durch  /i  liefern  vermittelst  der  Formeln 

x'  =  <y  +  <y' 

ff  n       I         ff 

und  diese  Darstellung  gehört  zur  Wurzel  (-^,,  ^/),  da  die  zu 
f^  Reciproke  ^^  alsdann  durch  die  Substitution 

^  =  Ao»y  +  Ky'  +  Ky" 

x'  =  A,<»y  +  A/y'  +  A/'y" 
a;"=  A,öy  +  A,y  +  A^'y" 

in  die  Reciproke  von  /'('')  übergeht,  also  die  Gleichungen  statt- 
finden: 

^i  =  Ao'g,o(A")  +  A,'5j>(A")  +  A,'g/(A") 

JV,'  =  Ao-Si^A")  +  A,«5i'(A")  +  A,«gf,*(A"). 
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Auf  solche  Weise  mnas  aber  auch  jede  eigentliche,  zur 
Wurael  {X,-,  Xi)  gehörige  Darstellung  von  g>  durch  eine  der 
Formea  tß'2')  erhalten  werden.  Denn  diejenige  dieser  Formen, 
durch  welche  solche  Darstellong  erfolgt,  ist  nach  nr.  3  einer 
Form  äquivalent,  welche  q>  zum  Bestandtheile  hat,  und  in 
deren  Beciproken  der  3**,  4'*,  ö"  Coefßcient  resp.  M",  Ni,  N/ 
sind;  die  übrigen  Coefficienten  der  Form  und  ihrer  R«ciproken 
aber  ergeben  sich  dann  mittels  der  Gleichungen 

JM  =  J/'Jr—  .^?,     ^»"=  JV,AV  —  N/'M" 

dann 

Jm," iV;"*+  M^M! 

und  endlich 

J«,  =  .Y.'.V/'—  XiMi,     Jn!  =  Xl'Xi  —  y/Mi', 

deren  Vergleichu^g  mit  den  Formeln  (27),  (29),  (31)  die  ge- 
dnehtt)  Form  als  identisch  mit  /"'''  erweist.  Somit  ist  diejenige 
diT  Formen  (32),  durch  welche  die  zur  Wurzel  (^i,  N/)  ge- 
liflri^c  Darstellung  von  gi  erfolgt,  die  Form  /", .  Heisst  nun 
(IUI)  dit'No  Darstellung,  so  geht  f^  in  /"W  durch  eine  Substitu- 
tiiin  (3,'))  über  und  die  Darstellung  muss  folglich  unter  den 
■"—'"■-  angegebenen  befindlich  sein. 

irt  man  diese  Betrachtung  für  jede  derjenigen  Formen 
rch,  welche  mit  ein-  und  derselben  Form  des 
(32),  z.  B.  fi,  äquivalent  sind,  so  erhält  man  die 
ichon  eigentlichen  Darstellungen,  deren  die 
■}  durch  diese  Form  /",  fähig  ist.  Da  man  aber  bei 
iing  dos  Systems  (32)  jede  beliebig  gegebene  Form  f 
[Hing  (J2,  ^)  als  Repräsentanten  ihrer  Classe  einftlhren 
10  lassen  sich  auf  die  angegebene  Weise  die 
iohun  eigentlichen  Darstellungen  der  binären 
>  durch  eine  gegebene  ternäre  Form  f  Oberhaupt 
,ln. 

ir  Hill)  IiinzugofQgt  werden,  dass  alle  so  erhaltenen  Dar- 
i'ii  (l(ir  Form  qo  auch  von  einander  verschieden  sind. 
illKMtn  nämlich  eine  der  Formen  (34),  etwa  /"',  aus  der 
'ri  Fiirin  f  durch  eine  Substitution 
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und  eine  der  Formen  (34),  welche  such  mit  f  identisch  sein 
kann  —  sie  werde  f  genannt  —  aus  f  durch  eine  Substitution 


hervorgehen,  welche  dieselbe  erste  und  zweite,  aber  eine  ver- 
schiedene dritte  Vertikalreihe  hat.    Da  nun,  wenn  zur  Abkürzung 

a'ß"—a"ß'  =  ^,     a"ß  —  aß"=f<,     a/3' —  a'/3  =  A" 
gesetzt  wird, 

Ay  +  A'y'  -f  A'y''^  1,    Ad  +  A'd'  +  K'8"=  1 

ist,  so  müssen,  unter  h,  h',  h"  Unbestimmte  verstanden,  Glei- 
chungen bestehen  von  der  Form 

8  =  Y  +  h'f<'—h"^',  ^'=y'+h"^  —  h^",  S"=y"+hA'—h'A. 

Setzt  man  femer 

%  =  ha  +  h'a'  +  h"a",     ^  =  hß  +  h'ß'  +  h"ß", 

so  findet  sich  ohne  Schwierigkeit,  dass  f"  in  f  durch  die  Sub- 
stitution 

/Sy- jS'y- 93A,    /3'>  - /3/'— SBA',    ßy'—ß'Y  —  fbA' 

y'tc"—y"a'+'&A,     y"a  — ya"+«A',     ya'—y'a  +  'ÜK 

A,  A',  A' 

und  folglich  f  in  f  durch  die  folgende: 

1,    0,    —33 
0,     1,  St 

0,    0,  1 

übergehen  würde.     Demnach  ginge  die  Reciproke  von  f  durch 
die  transponirte  Substitution 

1,     0,    0 

0,     1,    0 

.—  58,    «,     1 


//■ 


/f 
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in  die  Reciproke  von  f  über,  deren  4**"  und  5**'  Goef&cient 
deshalb,  wie  sogleich  zu  übersehen,  mit  den  entsprechenden 
der  ersteren  Reciproke  (mod.  M")  congruent  sein  würde.  Dies 
widerspräche  der  Herleitung  der  Formen  (34),  es  sei  denn, 
dass  f  identisch  mit  f^  eine  Voraussetzung,  welche  erfordern 
würde,  dass 

«  =  Aa  +  h'a  +  Ä"a"=  0,     »  =  Äj3  +  h'ß'  +  Ä"j3"=  0 

ist^  woraus  dann 

Ä'A"—  Ä"A'  =  0     also  d  =  y 
A"A  — ÄA"=0       „     d'=/ 

hK  —h'K  =0      „    r=/' 

folgen  würde,  g^en  die  Voraussetzung. 

Führt  man  dagegen  die  angestellte  Betrachtung  für  jede 
der  Formen  (34)  insgesammt  durch,  so  findet  man  die 
sämmtlichen  eigentlichen  Darstellungen,  deren  tp 
durch  das  ganze  Vonaensystem  der  Ordnung  {SlyJ) 
fähig  ist 

Durch  diese  Erörterungen  ist  aber  schliesslich 
die  Aufgabe,  alle  solche  Darstellungen  einer  binären 
quadratischen  Form  und  nach  nr.  2  also  auch  die  Auf- 
gabe, alle  Darstellungen  einer  Zahl  durch  eine  ter- 
nare  quadratische  Form  zu  finden,  auf  die  beiden 
andern  Aufgaben  zurückgeführt: 

erstens:  über  die  Aequivalenz  oder  Nichtäquivalenz 
zweier  Formen  derselben  Ordnung  zu  entscheiden  und 

zweitens:  im  Falle  der  Aequivalenz  sämmtliche 
ganzzahligen  Transformationen  der  einen  in  die  an- 
dere anzugeben. 

Die  erstere  dieser  Aufgaben  wird  im  dritten  Abschnitte 
mittels  der  sogenannten  reducirten  Formen  gelost  werden.  Da 
nun  durch  Feststellung  der  Aequivalenz  stets  eine  Transfor- 
mation der  einen  Form  in  die  andere  gefunden  wird  und  femer 
(s.  nr.  5  des  ersten  Capitels)  aus  einer  solchen  sämmtliche 
sich  ergeben,  sobald  man  sLmmtliche  ganzzahlige  Transforma- 
tion^! einer  von  ihnen  in  sich  selbst  kennt,  so  wird  man  an 
Stelle  der  zweiten  Aufgabe  diese  andere  setzen  dürfen: 
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Alle  ganzzahligen  Transformationen  einer  ge- 
gebenen ternären  quadratischen  Form  in  sich  selbst 
zu  ermitteln. 

Was  bezüglich  dieser  Aufgabe  bisher  geleistet  worden 
ist^  soll  im  nächsten  Capitel  dargestellt  werden. 


Viertes  Capitel. 

Die  ganzzaUigen  Transformationen  einer  temiren  qnadra- 

tisclien  Form  in  sicli  selbst. 

1.  Im  ersten  Capitel  sind  die  Formeln  hergeleitet^  welche 
die  sammtlichen  Transformationen  einer  gegebenen  ternären 
quadratischen  Form  in  sich  selbst  darstellen.  Die  Aufgabe 
wird  nun  sein,  festzustellen,  in  welcher  Weise  die  in  jenen 
Formeln  auftretenden  Unbestimmten  p,  q,  q\  g"  zu  beschränken 
sind,  damit  die  Transformation  ganzzahlig  wird. 

Man  ersieht  zuvorderst  aus  den  Gleichungen  (59)  und  (61) 
daselbst,  dass  die  mit  t,  u,  u',  u''  bezeichneten  Grössen  alsdann 
noth wendig  rational  sein  müssen,  und  folglich  muss  man  ge- 
mäss den  dortigen  Gleichungen  (65)  die  Grössen  p,  g,  g',  j" 
von  folgender  Gestalt  Yoraussetzen: 

p  =  ^yi^  q  =  ^yi^  q'^^Y~v^  gr"=^y;, 

in  welcher   A,  v,  ä,  x,  x',  x"  ganze  Zahlen   bedeuten.    Da  nun 
PyQfiyS'  durch  die  Gleichung 

P*  +  F(q,  q',  q")  =  1 
mit  einander  verbunden  sind,  die  linken  Seiten  der  dortigen 
Gleichungen  (70)  demnach  auch  mit  p^  +  ^(Qy  Qf  9t")  ^^^' 
tiplicirt  gedacht  und  statt  2jp*  —  1  auch  p^  —  F{q,  q\  g")  ge- 
setzt werden  darf,  so  hebt  sich  die  Irrationalität  und  der 
Generalnenner  rechts  und  links  heraus  und  man  darf  sagen: 
Die  Grössen  p^  g,  g',  g"  dürfen  in  den  Formeln  (70)  als  ganz- 
zahlig gedacht  werden,  wenn  man  links  mit 

(1)  'P  =  p'  +  F{q,q\q') 


(2) 
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multiplicirt;  zur  Aufstellung  der  ganzzahligen  Transformationen 
aber  wird  es  darauf  ankommen^  welche  Werthe  diese  Zahl  P 
erhalten  darf,  wenn  die  neun  Coefficienten  in  den  folgenden 
Gleichungen: 

ip'  +  F(q,  q',  q"))  ■  x 
=  {p*  -  F{q,  q,  q"l  +  2pq'b'-  2pq"h"+  2qF\q))  •  y 
+  {^pq-l  -  2pq"a'  +  2q'F\q))  •  y' 
4-  K^pqa"-  2pq"h  +  2q"F>iq))  •  y" 

(!>'  +  F{q,  q%  q'l)  •  ^' 
=  {2pq"a  —  2pqb'  -f  2qF\q))  ■  y 
+  (/  -  F{q,  q,  q")  +  2pq"b"-  2pqb  +  2q'F\q))  ■  y' 
+  {2pq"b'  -  2pqa"  +  2q"F\q))  ■  y" 

(i»*  +  F{q,  q',  s"))  .  X" 
=  (2pg6"  —  2pq'a  +  2qF\q))  ■  y 
+  {2pqa'  -  2pq'b"  +  2q'F\q))  .  y' 
1+  (/-  Fiq,  q',  q")  +  2pqb-2pq'b'+  2q" F\q))  ■  y" 

nach  Division  mit  P  ganzzahlig  werden  sollen.  Wegen  der 
HomogeneitÄt  dieser  Formeln  leuchtet  ein,  dass  man  py  q,  q\  q" 
ohne  gemeinsamen  Theiler  voraussetzen  darf.  Bezeichnet  man 
dann  die  neun  Coefficienten  in  den  vorigen  Gleichungen,  der 
Reihe  nach  kurz  durch  (1),  (2), .  . .  (9),  so  finden  sich  unmittel- 
bar, wenn  für  den  Augenblick  unter  D  wieder  die  Determi- 
nante der  temären  quadratischen  Form  verstanden  wird,  die 
Beziehungen: 

(1)  +       (5)  +        (9)  =  41,*  -  P 
a  •  (1)  +  b"-  (4)  +  b'  ■  (7)  =  a(p^    -  F) -\-  2Dq^ 
b"-  (2)  +  a'.  (5)  +  6   •  (8)  =  oV  —  -F)  +  2Dg'« 
6'  •  (3)  +  6  •  (6)  +  a"-  (9)  =  a"(j,«  -  F) -\-  2Dq"*, 

aus  welchen  sich  folgende  Gongruenzen 

4/  =  0,    2ap^  +  2I)q^  =  Q, 


(3) 


1 2ay  +  2Bq'*  ^  0,     2a'y  +  2Dq"*  =  0 '  *'"*'^'  "^^ 


als  nothwendige  Bedingungen  für  ganzzahlige  Transformationen 
ergeben.     Man  schliesst  daraus  Tor  Allem,  dass  4^1) p^,  ^jDj', 
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42)g'*,  4:Dq'^  durch  P  theilbar  sein  müssen,  und  da  jp,  q, 
q\  q'  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben,  muss  P  ein 
Theiler  von  42)  sein. 

2.  Dies  Resultat  ergab  sich,  ohne  dass  irgend  welche  be- 
sondere Voraussetzungen  einzuführen  waren.  Man  bemerke 
jetzt  aber,  dass  es  gar  nicht  erforderlich  ist,  unsere  Aufgabe 
in  allgemeinster  Weise  zu  lösen»  Sind  nämlich  f  und  f^  zwei 
äquivalente  Formen,  so  folgt  aus  dem  allgemeinen  in  nr.  5 
des  ersten  Capitels  gegebenen  Satze,  dass  man  sämmtliche  ganz- 
zahlige Transformationen  von  f^  in  sich  selbst  erhält,  wenn 
man  eine  ganzzahlige  Transformation  von  f^  in  f  mit  aUen 
ganzzahligen  Transformationen  von  f  in  sich  selbst,  imd  die 
so  entstehenden  Transformationen  mit  einer  ganzzahligen  Trans- 
formation  von  f  in  f^  zusammensetzt.  Sieht  man  also  die  Auf- 
gabe, über  die  Aequivalenz  zweier  Formen  zu  entscheiden, 
durch  deren  Losung  zugleich  eine  Transformation  you  f  in  f^ 
und  umgekehrt  erhalten  wird,  als  gelöst  an,  so  bedarf  es  nur 
noch  der  Ermittelung  aller  ganzzahligen  Transformationen  von 
f  in  sich  selbst,  und  somit  kann  man  sich  die  Aufgabe  zu  er- 
leichtem suchen,  indem  man  in  der  Classe  von  f^  eine  be- 
sonders geeignete  Form  f  aufsucht.  Diese  Bemerkung 
wollen  wir  uns  zu  Nutze  machen,  indem  wir  —  uns 
wieder  auf  eigentlich-primitive  Formen  beschränkend  — 
dem  in  nr.  7  des  zweiten  Capitels  gegebenen  Satze 
von  Smith  gemäss  die  Form  f  so  voraussetzen,  dass 
sie  den  Congruenzen 

(4)  ;  _      ,  t  ^  (mod.  4ÄZ/), 

\\  z=z  aa  a  ] 

während 

a/1  ^  1  (mod.  4) 

gedacht  wird,  genügt;  daraus  folgt  dann,  dass  die  Coeffi- 
cienten  6,  6',  6"  der  Form 


f 


_  /o,  a',  a"\ 
~  \h,  h',  h") 


gerade,  dagegen  o,  a',  a"  ungerade,  also  auch  B,  B',  B"  gerade, 
A,  A',  A"  ungerade  sind,  während  wegen  der  aus  (4)  folgenden 
Congruenzen 


92  Viertes  Capitel. 

A  "El  aa'Jy  A'  =£  aa'StJ^  A"^  aaSt  (mod.  4) 

(5)   *  AA'A"=  1  (mod.  4) 

gefimden  wird. 

Ferner  aber  wollen  wir  nur  den  Fall  hier  durch- 
fflhren,  in  welchem  die  Determinante  der  Form  keine 
quadratischen  Theiler  hat^  mithin  gleich  z/  ist. 

Unter  diesen  Umstanden  muss  P  von  der  Form  2^z/q  sein, 
wo  z/q  ein  Theiler  Yon  z/  und  X  eine  der  Zahlen  0,  1  oder  2 
ist,  und  die  Gleichung,  der  jp,  9,  9',  q['  genügen  müssen,  wird 
sieh  folgendermassen  schreiben  lassen: 

(C)  j,»  +  F(?,  2',  2")  =  2^zl„; 

die  erste  der  Gongruenzen  (3)  aber  erfordert  noch, 
da  SS  I?*,  und  da  z/q  aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren 
besteht,  auch  p  selbst  durch  ^^  theilbar  sei.  Ist  A  =  2, 
so  ergiebt  sich  aus  den  übrigen  jener  Gongruenzen, 
dass  PfC[j(l\g,"  ungerade  Zahlen  sein  müssen. 

Diese  nothwendigen  Bedingungen  ganzzahliger 
Transformationen  sind  aber  zugleich  auch  hinreichend. 
In  der  That,  sind  für  irgend  ein  System  der  Werthe  A,  z/q, 
wie  sie  definirt  worden,  j),  g,  q\  g"  eine  Lösung  der  Gleichung 
(6),  bei  welcher  p  theilbar  ist  durch  z/^,  so  folgt  zunächst  auch 

F{q,  q',  q")  -  0  (mod.  J^) 

imd  hieraus  mittels  der  zweiten  Grundformel: 

F(x,  x',  X")  .  Fia,  q',  q") 
-  (xF'iq)  +  x'F'(q)  4-  x"F*(q)Y 
+  J  '  f{x'q"  —  x"q'>  x"q  —  *3">  a;g'  —  x'q) 

für  alle  ganzzabligen  x,  x',x"  die  .Congruenz 

xF^q)  +  x'F^q)  +  x"F\q)  =  0  (mod.  J^) 

mithin  insbesondere 

(7)         F\q)^-0,     F'(q)  =  0,     F\q)  =  0  (mod.  ^o)- 

Hiemach  werden  die  sämmtlichen  Coefficienten  der  Trans- 
formation (2)  durch  z/^  theilbar  sein.  Ist  nun  femer  zunächst 
A  =  0  oder  1,  so  sind  sie,  da 

/  -  F(q,  q,  q")  =  2^  -  P 

gesetzt  werden  darf,   auch   sämmtlich   theilbar  durch  2^.     Ist 


// 


// 
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aber  A  =  2,  so  sind,  wenn  j),  q,  q\  q'  eine  Auflösung  der 
Gleichung  (6)  in  ungeraden  Zahlen  bedeuten,  nicht  nur  die  in 
6,  h\  6"  multiplicirten  Theile  der  Coefficienten  durch  2^  =  4 
theilbar,  sondern  auch  ihre  übrigen  Bestandtheile,  welche  sich,  da 

F\q)^Aq   -^  B"q' +  B'q 
(8)  F\q)^B''q  +  A'q    +  Bq 

l  F\q)  =  B'q  +  Bq'    +  A'Y 

ungerade  sind,  als  doppelte  Summe  zweier  ungeraden  Zahlen 
darstellen.  Also  sind  jederzeit  unter  den  für  py  q,  g',  q'  ge- 
machten Voraussetzungen  sammtliche  Coefficienten  der  Trans- 
formation (2)  durch  P  theilbar,  diese  Transformation  mithin 
eine  ganzzahlige. 

Man  bemerke  hier  noch,  dass  für  A  =  2  und  ungerade  p, 
g,  q'y  q'  aus  der  Gleichung  (6)  die  Gongruenz 

^  -f  ^'  -f  ^"+  2{B  +  JB'  +  B")  =  3  (mod.  8) 

hervorgeht,  der  man  mit  Rücksicht  auf  die  Voraussetzungen 
über  die  Form  f  leicht  die  andere  Form 

a  a'-f  a''a  -f  aa'  =  3  (mod  8) 

geben  kann.    Nun  ist  nach  diesen  Voraussetzungen 

ÄÄ'Ä''=  1  (mod.  4) 

also  entweder  jede  der  Zahlen  A,A\A''  congruent  1,  oder 
eine  von  ihnen,  etwa  A^  congruent  1,  die  beiden  andern  con- 
gruent 3  (mod.  4).    Im  letzteren  Falle  aber  würden 

a'  =  4a'  +  l,    a"  =  4a"+l,    a  =  4a  +  1 
und  denmach 

a'a"-|-  a'a  +  c^ö'  ee  —  1  (mod.  8) 

sein.  Da  dies  der  zuerst  erhaltenen  Gongruenz  widerspricht, 
so  ersieht  man,  dass  die  Gleichung  (6)  für  A  =  2  nur 
in  Betracht  kommt,  so  oft  A^A^A''  sämmtlich  con- 
gruent 1  sind  (mod.  4). 

3.  Die  soeben  erhaltenen  Ergebnisse  gelten  sowohl  für 
bestimmte  als  für  unbestimmte  temäre  Formen.  Doch  unter- 
scheiden sich  diese  beiden  Arten  von  Formen  nun 
wesentlich  durch  den  Umstand,  dass  die  ersteren  nur 
eine  endliche,   die  letzteren  dagegen  eine   unendliche 
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Menge  von  Transformationen  in  sich  selbst  besitzen. 
Wenn  wir  nämlich  zuvörderst  f  also  auch  F  als  eine  be- 
stimmte (positive)  Form  voraussetzen,  so  hat  in  der  That  jede 
der  Gleichungen  (6),  deren  es  ebenso  wie  der  zulässigen  Werth- 
systeme  A,  z/^  nur  eine  endliche  Menge  giebt,  auch  nur  eine 
endliche  Anzahl  ganzzahliger  Auflösungen.  Denn  für  jede 
solche  Gleichung  bleibt  die  positive  Zahl  i^(g,  g',  q")  also  auch, 
wenn 

Aq  +  B"q'+B'q"^(^,     a"q-hq"=<\',     «"=  q" 

gesetzt  wird,  der  Ausdruck 

a''A  .  F{q,  q\  g")  =  a"q»  +  ^q'«  +  /lA  •  q"* 

unter  einer  endlichen  Grenze  und  folglich  sind  für  die  ganzen 
Zahlen  q,  q',  q"  sowie  für  die  ihnen  etwa  entsprechenden  ganzen 
Zahlen  g,  q,  q'  nur  eine  endliche  Menge  von  Werthen  zu- 
lässig. Ist  dagegen  f  und  folglich  auch  F  eine  unbestimmte 
Form  und 

Fiy,  y\  r")  =  -M 

irgend  eine  negative  durch  F  darstellbare  ganze  Zahl,  so  er- 
hält für  jede  solche  ganze  Zahl  die  Gleichung 

P'  +  F{q,  q,  q")  =  1 
unendlich  viel  ganzzahlige  Auflösungen 

indem  man  t,  u  der  Gleichung 

gemäss  wählt,  und  liefert  schon  allein  für  diesen  einen  Werth 
von  F  unendlich   viel  Transformationen  von  f  in   sich   selbst. 
Später  (s.  zweiten  Abschnitt,  Cap.  10)  wird  gezeigt  werden, 
dass  z.  B.  für  die  positive  Form 

(9)  f(x,  x\  x')  =  x^  +  x^  +  x'^ 

die  Anzahl  aller  Transformationen  in  sich  selbst  gleich  24  ist, 
und  werden  diese  Transformationen  selbst  bestimmt  werden. 
Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  zu  sehen,  wie  dieselben  aus  der 
allgemeinen  hier  dargestellten  Theorie  zu  gewinnen  sind.  Man 
beachte  dabei,  dass  p^  wenn  von  Null  verschieden,  positiv  zu 
nehmen,  und  dass,  wenn  i>  =  0,  von  den  zwei  Systemen 

g,  q\  g"     und  —  (Z,  —  q\  —  q' 
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nur   das    erstere   beizubehalten  ist.     Der  Form  (9)    entspricht 
z/  =  1  und  als  Adjungirte  die  Form 

F{x,  x\  a;")  =  x^  +  x'^  +  x"\ 

man   hat   folglich  A^  A'  ^  A''^\  (mod.  4)   und   die  Glei- 
chung (6)  steht  an  Stelle  der  folgenden  drei: 

1)  p»  +  ^«  +  g'2  +  g"*=l 

mit  den  Tier  Lösungen 

1,     0,     0,     0 


0, 

1, 

0, 

0 

0, 

0, 

1, 

0 

0, 

0, 

0, 

1; 

2)  P*  +  3*  +  <?''  +  ff"'  =  2 
mit  den  sechs  Lösungen 

1,     +1,  0,  0 

1,  0,     +1,  0 

1,         0,         0,    +1 

mit  positirem  p,  und  den  sechs  Lösungen 

0,     +1,  1,  0 

0,  0,     +1,  1 

0,  1,  0,     +1 

mit  verschwindendem  p; 

3)  p"  +  3«  +  ff'*  +  ff"«  =  4 

mit  den  acht  Lösungen  in  ungeraden  ganzen  Zahlen 

1,  ±1,     ±1,     ±1, 

denen  ebensoviel  verschiedene  Transformationen  entsprechen. 
Die  Form  (9)  hat  demnach  in  der  That  24  Transfor- 
mationen in  sich  selbst. 

4.  Wesentlich  grössere  Bedeutung,  als  für  die  bestimmten, 
hat  die  Theorie  der  Gleichung  (6)  für  die  unbestimmten  ter- 
nären  Formen.  Hier  gilt  zunächst  folgende  Regel,  um  für 
ein  bestimmtes  Werthsystem  A,  /ü^  aus  einer  Auflösung 
der  Gleichung 
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(6)  ^  4-  F{q;i',  q")  =  2^J„ 

bei  welcher  p^:^0  (mod.  /l^  und  Py  q,  q\  q\  so  oft  A  =  2 
ist^  ungerade  Zahlen  sind,  sämmtliche  Auflösungen 
dieser  Gleichung  von  derselben  Beschaffenheit  zu 
finden: 

Man  bilde  nach  der  in  nr.  3  des  ersten  Gapitels 
gegebenen  Regel  das  Produkt 

(10)  (fi  +  Fiu,  «', «"))  .  (p«  +  F(q,  q',  q")) 

-P,'  +  F{q„q^,qn, 

indem  man  für  iyUjU\u"  sämmtliche  ganzzahlige  Lo- 
sungen der  Gleichung 

(U)  <*  +  F{u,  u,  u")  =  1, 

sowie,  falls  A  =  1  oder  2  ist,  auch  sämmtliche  ganz- 
zahlige Lösungen  der  Gleichung 

(IIa)  ^  +  i^(M,M>'0  =  4 

in  ungeraden  Zahlen  einsetzt,  werfe  diejenigen  so  ent- 
stehenden Systeme  j)i,  Ji,  g/,^/'  fort,  welche  durch  4 
theilbar  sind,  und  nehme  von  denjenigen  der  übrigen, 
die  durch  2  theilbar  sind,  die  Hälfte,  so  sind  die  so 
erhaltenen  nicht  durch  2  theilbaren  Systeme  Pi,qi,qi, 
q"  sowie  die  halben  anderen: 

Px    Sl    %.    ^ 

2  '    2  '    2  '    2 

sämmtliche  gesuchte  Lösungen  der  Gleichung  (6). 

Um  dies  zu  beweisen,  bemerke  man  erstens,  dass  die 
angefahrte  Regel  für  jPi,  Ji,  g/,  j/'  folgende  Werthe  ergiebt: 

^^  =  ^^  -  w  .  F\i)  -  u' .  F\(i)  -  w".  F\q) 

q,=tq+pu+f\uY-^\l 

qi-tq'  +  pu'  +  f\uY-uY) 

q;'=^tq'+pW'+f\uY-^W\ 

Die  erste  dieser  Formeln  zeigt  im  Hinblick  auf  die  Con- 
gruenzen  (7),  dass  p^y  gleichviel  ob  ^,  m,  w',  w"  eine  Lösung 
von  (11)  oder  von  (Ha)  darstellen,  durch  /l^  theilbar  ist. 
Wenn  also  ^,  w,  m',  u'  eine  Lösung  der  ersteren  dieser  Glei- 
chungen,  so  bilden  p^qi,  g/,  g/'  wegen   (10)  jedenfalls   eine 


(12) 
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Losung  der  Gleichung  (6)  und  zwar,  falls  il  =  2  ist,  eine  Lo- 
sung in  ungeraden  Zahlen;  denn  in  diesem  Falle  sind  p^  g,  q\ 
q'  ungerade  und  aus  den  letzten  Formeln  ergiebt  sich  unter 
den  von  uns  gemachten  Voraussetzungen  jede  der  Zahlen  p^^ 
3i;2/;2r  congruent 

^  +  li  +  w'  +  w"  (mod.  2), 

während  wegen  (11) 

^  +  t*^  +  u'*  +  m"« 
und  folglich  auch 

tJ^^j^u'^  u"=  1  (mod.  2) 

gefunden  wird.  —  Ist  dagegen  t^  u,  u,  m"  eine  ungerade  Auf- 
lösung der  Gleichungen  (Ha),  so  folgt  zunächst 

(13)  ft»  +  F(q,,  q,\  q,")  =  4  •  2^J„ 

aber  die  Gleichungen  (12)  liefern  die  Congruenzen 

Pi  ^^  9i '— -  9i  ^  Qi'  ^P  +  i  +  9  +2"  (mod-  2), 
während  für  il  =  1  oder  2  aus  (6)  p^  -{-  q^  -{-  q'^  +  3"^  also 
auch 

|)  +  g  +  ?'  +  2"^  ö  (mod.  2) 

hervorgeht;  somit  sind  l>i,  g'i,  2/,  2i"  gerade  Zahlen  und 

Pi    ^    ?L.    ?l1 

2*2'    2  '    2 

büden  jedenfalls  eine  ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichung  (6). 
Indessen  ereignet  sich,  wenn  1  =  2  ist,  der  Fall,  dass  diese 
Auflösung  eine  solche  in  geraden  Zahlen  wird.  In  der  That 
folgt,  da  in  diesem  Falle  ÄE£  Ä'  ^1  ä''eE:1  (mod.  4)  ist  und 
Puiif  iiy  Qi'  gerade  sind,  aus  der  Gleichung  (13)  die  Con- 
gruenz 

i>i*  +  «?!*  +  2i'*  +  2i"*  =  0  (mod.  16), 

welche  lehrt,  dass  entweder  i>i,  ?i,  2/,  2i"  sämmtlich  von  der 
Form  4n  +  2  oder  sämmtlich  von  der  Form  4n  sein  müssen. 
Bildet  man  andererseits  den  Werth  von  p^  nicht  nur  für  die 
Lösung  tf  Uy  u\  u\  sondern  auch  für  die  Lösung 

^,  —  u,  —  u\  —  m", 

so  tmterscheiden  sich  beide  Werthe  von  p^  nach  der  ersten 
der  Formeln  (12)  um 

2{uF\q)  +  u'F\q)  +  u"F\q)), 

Bftchmftnn,  Zahlenthcorie.    IV,  1.  7 
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d.  i.  (mod.  4)  um 

2(uq  +  u  g'  +  uY)  =  2; 

ist   also   einer  jener  Werthe  von  p^   congruent  2,   so  ist  der 
andere  congment  0  (mod.  4)  und  die  zu  Uim  gehörigen  ZaUen 

^,  ^,  ^-,  ~-  gerade.     Werden    aber   solche  Systeme   p,,  q.. 

t»  t»  M  Ü 

^ij  iC  weggeworfen,  so  bilden  für  il  =  2  die  übrigen  Systeme 
f ,  f ,  ^.  "i  eüx«  Auflösung  der  Gleichung  (6)  in  ungeraden 

Zahlen. 

Aus  diesen  Betrachtungen  ist  zuerst  zu  er- 
schliessen,  dass  die  nach  der  ausgesprochenen  Regel 
gefundenen  Systeme 


"  Pi     fli    3i'    3i" 


sämmtlich   Lösungen   der  Gleichung  (6)   von   der   ver- 
langten Beschaffenheit  sind. 

Zweitens  kann  man  aus  je  zweien  der  bezeichneten  Auf- 
lösungen py  g,  q\  q'  und  r,  5,  s\  5"  der  Gleichung  (6)  auf 
folgende  Weise  je  nach  den  verschiedenen  Fällen,  welche  X 
darbieten  kann,  eine  Auflösung  der  Gleichung  (11)  resp.  eine 
ungerade  Auflösung  der  Gleichung  (Ha)  herleiten.  Man  be- 
zeichne mit  S  diejenige  Transformation  der  Form  f  in  sich 
selbst,  welche  aus  den  Elementen  j>,  —  g,  —  q\  —  3",  mit  S^ 
diejenige,  welche  aus  den  Elementen  r,  5, 5',  s"  gebildet  ist. 
Setzt  man  dann 


(14) 


q  ^-ps  —rq_-\-  f{qs"—  q"s')  =  d  •  » 
Q'  =  ps'  —  rq  +  riq's"—  q"s')  =  d  ■  u' 
<2"=  ps"-  rq"+  f\q's"-  q"s')  =  d  ■  «", 

WO  d  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  JJ,  Q^  Q\  Q"  be- 
zeichnet, sodass  tj  Uy  u\  u"  vier  ganze  Zahlen  ohne  gemein- 
samen Theiler  bedeuten,  so  ist,  wie  nach  der  Regel  in  nr.  3 
des  ersten  Capitels  sogleich  einleuchtet, 

JP  +  FiSt,  Q',  Q") 

=  (r*  +  F(s,  s',  s"))  .  ip'  +  Fi-  q,  -  q',  -  q")) 
d.  i. 
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(15)  f^Fiu,u',u")  =  ^^^, 

und  die  Zahlen  t,  u,  u\  u'  sind  nach  Ende  des  ersten  Gapitels 
die  Elemente  derjenigen  Transformation  der  Form  f  in  sich 
selbst^  welche  aus  der  Zusammensetzung  der  Transformation 
S^  und  S  resultirt.     Denmach  muss 

sein,  wo  z/^  ein  Theiler  von  ^  und  A^  eine  der  Zahlen  0,  1 
oder  2  ist,  und  falls  A^  =  2  ist,  müssen  ^,  ti,  m',  w"  ungerade 
Zahlen  sein.  Da  nun  ^  ungerade  und  ohne  quadratische 
Theiler  vorausgesetzt  ist,  ergiebt  sich  hieraus  vor  allem 

^1  =  1. 

Ist  femer  A  =  0,  so  muss  auch  A^  =  0  sein,  man  erhalt 

—y^=  +  1  und  die  Gleichung  (15)  nimmt  die  Gestalt  an: 

fi  +  F(u,  u\  u")  =  1. 
Ist  zweitens  A  =  1  oder  2,  so  kann  nur  entweder  A^  =  0, 

also  —^  =  ib  1  ^^i^y  und  t,  u,  m',  w"  befriedigen  wieder   die 

vorstehende  Gleichung,  oder  es  ist  A^  =  2  also  —j^  =  +  ^    und 

tf  w,  u',  tt"  sind  eine  ungerade  Auflösung  der  Gleichung 

^  +  F(u,  u\  u")  =  4. 

Vermittelst  dieser  so  gefundenen  Auflösung  /,  w,  u\  u" 
der  jedesmal  bezeichneten  Gleichung  lassen  sich  nun  durch 
eine  einfache  Rechnung  aus  den  Formeln  (14)  die  Zahlen  r, 
5,  b\  s"  folgendermassen  ausdrücken: 

t^.r  =tp-  uF\q)  —  uF\q)  —  u"F\q) 
tf.s=tq+pu-  riiu-  2"^0 
t^,s'  =  tq'  +  pu'  -  f\qu--  q''u) 

wenn  man  also,  je  nachdem  —^  =  db  1  ^^^^  i  2  ist 


oder 

^-±2>  ^  =  ±2".  5-  +  -^.  S=+2" 
setzt,  so  zeigen  die  letzterhaltenen  Formeln,  dass  die  Zahlen 
Pi>9i>  9itQi  ^'^  PrirS'i^"  ^^^  t,u,u',u"  durch  die  Ent- 
wickelung  des  Produkts  (10)  nach  der  früher  gegebenen  R«gel 
entstehen,  und  man  sieht  somit  zweitens,  dass  jede  der 
verlangteo  Lösungen  r,s,s',s"  der  Gleichnng  (6)  nach 
der  oben  gegebenen  Regel  gefunden  wird. 

Demnach  ist  diese  Begel  in  ihrem  ganzen  umfange 
begründet. 

5.  Die  Gleichung  (6)  vertritt  die  Stelle  ron  so  viel  ver- 
schiedenen Gleichungen,  als  es  Gombinationen  der  Werthe  fttr 
fl  und  jäf,  giebt;  da  bei  unbestimmten  Formen  ^g  jeden  posi- 
tiven wie  n^i;ativen  Theiler  von  zJ  bezeichnet,  betri^  diese 
Anzahl  von  Gombinationen  oder  Gleichungen,  wenn  T(z3)  die 
Anzahl  der  positiven  Theiler  von  ^  bedeutet, 

4  .  T{J)  oder  6  ■  T(^), 
je  nachdem  von  den  drei  Goefficienten  A,Ä',A"  nur  einer 
oder  alle  drei  Ton  der  Form  4n  -]~  1  sind.  Ob  alle  diese 
Gleichungen  wirklich  in  der  ang^ebenen  Weise  lösbar  sind, 
kann  hier  noch  nicht  erörtert,  wird  aber  später  in  bejahendem 
Sinne  beantwortet  werden.  Und  sonüt  lasst  sich  aus  der  in 
voriger  nr.  angestellten  Betrachtung  folgender  Schlues  ziehen: 

Bezeichnet  man  mit  i9g,  iS,,  ä^, . . .  die  stets  in  end- 
licher  Anzahl    vorhandenen    singulären    Transforma- 
tionen,   welche    ans    den    Gleichungen   (2)    entstehen, 
indem  man  darin  für  p,q,q',g"  je   eine  Auflösung  der 
Gleichungen   von   der  Form  (6j    setzt,   deren  p   durch 
if(,  theilbar  ist  und  welche,  falls  A^2  ist,  aus  unge- 
raden Zahlen  besteht,  mit  Taber  die  Transformationen, 
welche  den  sämmtlichen  Lösungen  der  Gleichung  (11) 
nach   oben  gegebener  Regel  jedesmal   zu- 
sungen    der    Gleichung   (Ha)   entsprechen, 
1  alle  möglichen  ganzzahligen  Transforma- 
Form  f  in  sich  selbst  in  die  verschiedenen 
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•  •  • 


T'Sq,    T'S^,    T'S^, 
Z.  B.  nehmen  die  Transformationen  der  Form 

/-l,     -1,      IX 

'       \     0,         0,    0/ 
mit  der  Adjnngirten 

/-l,    -1,    Ix 

\     0,         0,    0/ 

oder  auch  die  Transformationen  der  Form  a^  -\-  se'*  —  x"*  in 
sich  selbst  die  Gestalt  an: 

=  (P'  -(?•  +  «'*  -  i"')y  +  2(jpq"-qq')y'  +  2(pq'  -  qq")y" 

(!>*-«*-  «'*  +  2'")  •  x' 
=  -  2(pg"+  qqly  +  ip'+q*-  q"-q"')y'-  2(fiq+q'q")y" 

(p*-q»-  q'»  +  q'")  .  x" 

=  2(ps'  +  g3")»-2(pg-2V>'+(p»  +  3»  +  2'«  +  g"V, 

während  es  nur  die  folgenden  vier  Gleichungen  von  der  Form 

(6)  giebt: 

(15a)  P*  —  q*  —  ?'*  +  «"*  =  1 

(15b)  p*  —  q*  —  q'  +  <Z"*  =  2 

(15c)  p»  _  j«  _  g'«  +  g"« 1 

(15d)  i>*  —  <?*  —  «'*  +  «"*  =  —  2. 

Der  Lösung  p  =  l,  q  =  q'  ==  0,  q"  =  1  der  zweiten  entspricht 
die  singulare  Transformation 

/      0,     1,    0 

S,=     -1,    0,    0 

V     0,    0,     1 

Bemerkt  man  femer,  dass  aus  einer  Lösung  p,  q,  q,  q"  der 
Gleichung  (15c)  oder  (15d)  sogleich  eine  Lösung  der  Gleichung 
(15a)  resp.  (15b)  entsteht,  wenn  man  p  mit  q  und  q'  mit  q' 
vertauscht,  und  umgekehrt,  so  findet  man  leicht,  dass  die  ent- 
sprechenden Transformationen  S'  und  S  durch  die  Gleichung 

/l,         0,         0\ 

S'  — 10,    —1,         OJ-S 

Vo,        0,    —1 
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mit  einander  Terbonden  sind;  setzt  man  demnach 

5,=     0,    -1, 

Vo,      0,  - 

80  erhält  man  alle  ganzzahligen  Transformationen  der 

Form 

X*  +  x'«  —  x'^ 

in  sich  selbst  mittels  der  Formeln: 

Die  hier  mitgetheilten  Satze  sind  zuerst  vom  Verfasser 
gegeben  worden  (im  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  71  S.  303).  Bei 
Gauss  findet  sich  für  diesen  Theil  der  Lehre  von  den  ter- 
nären  quadratischen  Formen  nur  eine  einzige  kurze  Notiz  (aus 
seinem  Nachlasse  veroflFentlicht  im  2.  Bd.  seiner  Werke  S.  311), 
nach  welcher  die  Tnmsformationen  der  Form  jc«  +  x'»  —  x"« 
in  sich  selbst  durch  das  Schema 

«*  +  ßyy  ^ß  —  Y^j  «/*  +  y* 

aY  +  ßdy       \{a^  +  ß^-f^8^y      i.(«^  + /»«  +  y»  +  *«) 

gegeben  werden,  wenn  darin  für  a,  /3,  y,  8  die  ganzzahligen 
Lösungen  der  Gleichung  a8  —  /3y  =  l  in  zwei  geraden  und 
zwei  ungeraden  Zahlen,   sowie  die   ungeraden  Vielfechen  von 

l/y?  Solche  jener  Gleichung  genügen,  gesetzt  werden.    Man 

überzeugt  sich  unschwer,  dass  von  diesen  beiden  Bestimmungen 
die  erstere  den  Auflösungen  der  Gleichung  (15a),  die  andere 
den  Auflösungen  der  Gleichung  (15b)  entspricht;  von  diesen 
aber  werden  die  den  beiden  anderen  entsprechenden  ak  nicht 
wesentlich  verschieden  angesehen. 

6.  Es  bleibt  nun  die  Frage,  in  welcher  Weise  die  unend- 
lich vielen  Transformationen  T,  welche  den  Auflösungen  der 
Gleichung  (11)  resp.  (IIa)  entsprechen,  unter  einander  zu- 
sammenhangen, und  ob  etwa  alle  diese  Auflösungen  und  damit 
auch  jene  Transformationen,  ähnlich  wie  in  der  Lehre  von  den 
binären   Formen,  nämlich  bei  der  Auflösung  der   PeU'schen 
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Gleichung^  deren  An^logon  die  Gleichungen  (11)  und  (IIa) 
bilden^  auf  eine  endliche  Anzahl  von  fundamentalen  zurück- 
gef&hrt  werden  können.  Diese  Frage  harrt  aber  einstweilen 
noch  ihrer  Beantwortung  und  nur  zum  Theil  wird  sie  im 
dritten  Abschnitte  dieses  Werkes  erledigt  werden.  Hier  sei 
jedoch  noch  auf  einen  wesentlichen  unterschied  aufinerksam 
gemacht^  der  in  dieser  Hinsicht  zwischen  den  binären  und  den 
temaren  quadratischen  Formen  (und  umsomehr  denjenigen  mit 
mehr  als  drei  Yariabeln)  besteht:  bei  der  Zusammensetzung 
der  Transformationen  ist  hier  nämlich  im  Allgemeinen 
die  Reihenfolge  derselben  von  Einfluss  d.i.  die  Trans- 
formationen sind  nicht  vertauschbar.  Dies  erkennt  man 
sogleich  aus  den  Formeln  (78)  des  ersten  Capitels,  welche 
dazu  dienen^  die  Elemente  der  aus  zwei  Transformationen 
durch  Zusammensetzung  entstehenden  Transformation  zu  be- 
stimmen; in  der  That  verwandeln  sich  in  denselben  durch 
Umkehrung  der  Reihenfolge  der  Transformationen  die  Aus- 
drücke 

J_  df  1  df  }_         df 

in  die  entgegengesetzten.  Demgemäss  werden  zwei  Trans- 
formationen dann  und  nur  dann  vertauschbar  sein^ 
wenn   diese   Ausdrücke   den   Werth   Null   haben^   d.  h. 

wenn 

g'5"_  qS'  =  q''s  —  qs''=  qs'  —  q's^O 

ist.     Dies    geschieht    erstens,    wenn    q  =  q'  =  q"=0   ako 

eine  der  beiden  Transformationen  die  identische  ist,  wo  dann 

die  Yertauschbarkeit  beider   selbstverständlich  ist;   zweitens, 

wenn 

q:q  :  q  =5:5  :  s 

ist  Da  nun  bei  ganzzahligen  Transformationen  die  Elemente 
Py  2>  9}  5f''  ^  ganze  Zahlen  gedacht  werden  dürfen,  werden 
die  Elemente  g,  g',  q"  aller  imter  einander  vertauschbaren 
Transformationen  2J  von  der  Form 

g  =  JET  •  y,     g'  =  £f .  y',     g"=  sf  •  y" 

sein,  in  welcher  y,  y\  y"  drei  ganze  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler,  z  aber  eine  ganze  Zahl  bedeutet. 
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um  diese  vertauschbaren  Transformationen  2J  genauer  zu 
untersuchen,  verfiahren  wir  wie  Hermite*).  Offenbar  hat  man 
die  2iahlen  y,  y',  y"  dabei  so  anzunehmen,  dass  F(y,  y',  y") 
Null  oder  negativ  ist.  Wir  verfolgen  hier  nur  den  Fall, 
wo  jF(y,  y',  y")  <  0  und  prim  zu  2^  ist.  Seien  dann  a,  a, 
a\  ß,  ß',  ß"  ganze  Zahlen  von  der  Beschaffenheit,  dass  die 
Determinante 


«> 

• 

ß, 

ß', 

ß" 

ist. 

Setzt  man 

r, 

y', 

V 

. " ._« 


y  <=  ax  -\-  a'x'  +  a'x' 
y'=ßx  +  ß'x'  +  ß"x" 

und  bezeichnet  diese  Beziehungen  als  die  Substitution  5,  so 
verwandelt  sich  die  Form  f(Xy  x\  x")  durch  die  Substitution 
S-i  in  eine  äquivalent-e  Form 

mit  der  Adjungirten 

F  =  /^^^'    ^'    "^^  ^ 

und  da  f  durch  die  Substitution  27  in  sich  selbst  übergeht, 
wird  /i  durch  jede  Substitution  von  der  Form 

(16)  •        T=S.2;./S-i 

ebenfsdls  in  sich  selbst  übergehen.  Zwischen  den  Yariabeln 
Xy  Xy  x"  der  Form  f  und  den  Variabein  X,  X',  X",  in  welche 
die  Substitution  2?  die  letzteren  überführt,  besteht  aber  die 
Gleichung  (68)  des  ersten  Capitels  d.  h.  die  Beziehung 

(17)  yx  +  y'x'  +  y"x"=  yX  +  y'X'  +  y"X". 

Wird  demnach 

aX  +  a'X  +  a"X"=  F 

/jx  +  ß'X'  +  /j"x"=  r 

yX  +  y'X'  +  y"X"=  F' 

•)  S.  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  47,   sur  la  th^rie  des  formes  qua- 
dratiques,  L  memoire. 
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gesetzt,  so  fCLhrt  die  zusammengesetzte  Substitution  (16)  die 
Variabein  y  in  die  Y  über,  und  somit  hat  wegen  (17)  die 
Transformation  T  der  Form  f^  in  sich  selbst  die  besondere 
Eigenthümlichkeit,  dass  bei  ihr  y"=  Y'  ist,  die  dritte  Variable 
nämlich  ungeändert  bleibt. 
Sei  nun 

(18)  y'  =  AT  +  fi'F  +  t/T" 

irgend  eine  solche  Substitution;  dann  ist 

y  =  Ar+^r,    y'  =  A'r+^'F 

offenbar  eine  Substitution,  durch  welche  die  binäre  Form 

(«i>  Ky  <hl 
in  sich  selbst  übergeht.  Die  Determinante  —  Ä^'  der  letzteren 
wird  nach  der  Substitution  S  leicht  dem  Werthe  —  F(yy  y\  y") 
gleich  also  positiv  befunden.  Die  binäre  Form  selbst  aber 
ist  eigentlich  durch  /i  und  folglich  auch  durch  f  darstellbar 
und  deshalb  (s.  die  Bedingungen  der  Darstellbarkeit  in  nr.  3 
vorigen  Capitels)  primitiv.  Wenn  folglich  6  gleich  1  oder  2, 
je  nachdem  sie  eigentlich  oder  uneigentlich  primitiv  ist,  so  muss 

(19)  A  =  l^,    ,t  =  =^,    A'=^,    ^•^l±K^ 

sein,  wenn  unter  r,  v  eine  Lösung  der  Gleichung 

(20)  T*  +  ^/V  =  <y» 

verstanden  wird.     Die  Substitution  (18)  liefert  aber  noch  die 
anderen  Bedingungsgleichungen: 

r         Oiv«  +  a/i/'*  +  2\v'  +  26/1/  +  2h;' vv  =  0 

(21)  Xa^kv  +  o/AV  +  6iA'  +  6/A  +  KiXv'  +  A'v)  =  6/ 
Uifiv  +  a/|[tV  +  \\i  +  6i>  +  i;\^v  +  \iv)  =  6i, 

aus  deren  beiden  letzten  man  mittels  der  Werthe  (19)  zur  Be- 
stimmung von  V  und  v    folgende  Formeln  erschliesst: 


(22) 


<y  •  V    =  —  B/  •  — j-t; \v 


%  —  <F 


<y  •  v'  =  —  B^  •  -T^'-  +  h^v. 
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Wir  bezeichnen  mit  d  den  grössten  gemeinsamen  Theiler 
von  Bj^y  B^y  A^'  und  setzen  A^'=^  d  •  a.  Damit  die  vorstehen- 
den Formeln  ganzzahlige  Werthe  liefern  für  v  und  v',  ist  noth- 
wendig  und  zugleich  auch  ausreichend,  dass  t  =  ö  (mod.  a) 
sei.  Letzteres  leuchtet  för  <f  =  1  von  selber  ein;  wenn  aber 
<y  ac  2  ist,  werden  «j,  a/  gerade,  6/'  und  A^'  also  auch  d  und 
a  ungerade  sein;  waren  alsdann  61,6/  und  somit  auch  B^yBy^ 
gerade,  so  würden  die  Bestandtheile  zur  Rechten  der  Formeln 
(22)  gerade  sein;  ^re  aber  z.  B.  \  und  folglich  auch  B^  un- 
gerade, so  würden  doch,  da  zufolge  (20)  die  Zahlen  r,  v  und 
r  —  6  und  V  gleichartige  Zahlen  sind,  die  beiden  Bestandtheile 
des  Ausdrucks  für  6  •  v  gleichartige  Zahlen,  der  ganze  Aus- 
druck also  wieder  gerade  sein.  Kurz:  die  noth wendige  und 
hinreichende  Bedingung  dafür,  dass  v,v'  ganzzahlig  werden, 
ist  die  Bedingung  t^6  (mod.  a). 

Sei  jetzt  unter  allen  Auflösungen  r,  v  der  Glei- 
chung (20),  deren  r  ^^  <y  (mod.  a)  ist,  T,  U  diejenige  Auf- 
lösung, welche,  ausgedrückt  durch  die  Fundamental- 
auflösung T,  U  dieser  Gleichung: 

den  kleinsten  positiven  Exponenten  hat.  Ist  dann  r,  t; 
irgend  eine  andere  Auflösung  derselben  Gleichimg,  bei  welcher 
r  -:^  <y  (mod.  a)  ist,  und 

r  +  vY^n^'  =  +  (T±uVE^S^^^ 

so  kann  man  m^=^hn  -\-  r  setzen,  wo  h  eine  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  und  0  ^  r  <  «  ist,  und  kann  die  vorige 
Gleichung  folgendermassen  schreiben: 

wo  man  nun  der  linken  Seite,  wie  leicht  zu  erkennen,  die 
Gestalt 

t'  -)-  v'Y —  A^' 
a 

geben  kann,  in  welcher  t'  ^^  <f  (mod.  a);  dies  widerstreitet  aber, 
da   r<w,    offenbar    der   Bedeutung    der   Zeichen   T,  U,    aus- 
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genommen^  wenn  die  rechte  Seite  gleich  1  ist^  und  somit  findet 
man  das  Resultat:  Jede  Auflösung  t,  v  der  Gleichung 
(20),  bei  welcher  T^<y  (mod.  a),  findet  man  aus  der 
Auflösung  T,  U  mittels  der  Formel: 

(23)  t  +  vV^^'  _  /T+jjVE3!)\ 

indem  man  für  h  sämmtliche  (positive  oder  negative) 
ganze  Zahlen  setzt. 

Und  demnach  findet  man  sämmtliche  Transformationen  (18) 
der  Form  /i  in  sich  selbst,  wenn  man  in  den  Gleichungen  (19) 
und  (22)  die  Zahlen  r,  v  der  Gleichung  (23)  gemäss  wählt; 
die  so  erhaltenen  Substitutionen  (18)  sind  aber  auch  wirklich 
Transformationen  der  gedachten  Art,  da  die  entsprechenden 
Werthe  v,  v'  auch  der  ersten  der  Gleichungen  (21)  genügen. 

Man  schreibe  hiemach  die  Substitution  (18),  wie  folgt: 


X  —  c 


X  —  a 


<s  •  y"=.  6  •  Y", 

dann  findet  man  leicht  die  Gleichungen 

=  (6/'r+  a^'Y'  +  6,r')r  +  (Ä,"Y—  Bi'Y")v 

6  .  {Al'y  -  BW) 
=  (A^'Y—  B^'Y")x  —  (6,"r+  a^'Y'  +  ftiF")^,"« 

nnd  hieraus  folgende  Beziehung: 


A,"y  -  B:y"+  (W'y  +  a,'y'  +  b,y")  ]/-  Ä, 


rt 


•  {Al'Y—  5/r"+  (6i"r+  a^Y'  +  \Y")^/^^ÄC) 
d.  i.  wegen  (23) 

eine  Beziehung,  welche  zusammen  mit  der  Gleichung 
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»"=  F' 
die  Formeln  (18)  vertritt.  Bezeichnet  man  nun  mit  Tj  die 
auf  solche  Weise  für  ä  =  1  definirte  Substitution  (18),  so  ist 
offenbar  die  einem  beliebigen  Exponenten  h  entsprechende  Sub- 
stitution (18)  gleich  2\*.  Da  aber  jede  der  Transformationen 
(16)  eine  der  Transformationen  (18)  ist  (und  umgekehrt),  so 
ergiebt  sich  hiemach 

also  auch 

und  folglich  der  Hermite'sche  Satz:  Alle  unter  einander 
vertauschbaren  Transformationen  einer  (eigentlich 
primitiven)  ternären  quadratischen  Form  in  sich  selbst 
(der  angegebenen  Art)  sind  Potenzen  oder  Wieder- 
holungen einer  einzigen  von  ihnen. 


Fünftes  Capitel. 
Vom  Vorhandensein  der  Geschlechter. 

a)  Die  binären  Formen. 

1.  Die  Congruenzbedingung  (20)  des  dritten  Capitels, 
welche  erfüllbar  sein  muss,  wenn  eine  binäre  quadratische  Form 
q)  durch  eine  temäre  Form  von  der  Ordnung  (ß,  ^)  eigent- 
lich darstellbar  sein  soll,  verknüpft  die  Theorie  der  ternären 
Formen  mit  demjenigen  Theile  der  Lehre  von  den  binären, 
welcher  von  ihren  Geschlechtem  handelt.  Wir  sind  dadurch 
genöthigt,  diesen  Abschnitt  der  genannten  Lehre  so  weit  hier 
darzustellen,  als  es  für  unsem  Zweck  erforderlich  ist,  beziehen 
uns  jedoch  dabei  zur  Abkürzung  wie  zur  Ergänzung  auf  den 
gleichnamigen  9.  Abschnitt  unserer  Darstellung  der  analytischen 
Zahlentheorie  (Leipzig,  bei  B.  G.  Teubner,  1894). 

Sei 

ax*  +  2bxy  +  cy* 

eine  primitive  (positive)  binäre  quadratische  Form,  ihre  Deter- 
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minante  D=^b^  —  ac  von  Null  und  von  einer  positiven  Quadrat- 
zahl verschieden.  Ganz  wie  bei  temären  quadratischen  Formen 
überzeugt  man  sich^  dass  durch  eine  eigentlich-primitive  Form 
Zahlen  dargestellt  werden  können  ^  welche  zu  einer  beliebig 
gegebenen  Zahl  prim  sind;  durch  eine  uneigentlich-primitive 
Form  wenigsten^  das  Doppelte  solcher  Zahlen.  Setzt  man  also 
<y  =  1  oder  2,  jenachdem  die  Form  eigentlich-  oder  uneigent- 
Uch-primitiv  ist,  so  kann 

^ ax*  +  2hxy  +  cy* 

zu  jeder  beliebig  gegebenen  Zahl  prim  gemacht  werden. 
Wir  wählen  hier  22)  zu  dieser  Zahl.  Sind  dann  m\  m"  irgend 
zwei  solche  Werthe  von  f\ 


m  = = = — : — =— ,    m  = 


<F  '     "'  a  > 


(1) 


SO  folgt  auf  Grund  der  fundamentalen  Gleichung 

(aa'^  -f  2bay  +  cy'«)  -  (aa"«  +  2ha'Y+  cy"«) 

und  wenn  man 

aa  a  -^^  o{a  y-rf^yj-rcyy^^Xy    a  y  —  €c  y  =  y 
setzt, 
(2)  <fm' .  <fm"  ^x^  —  Dy^, 

Sei  nun  zuerst  <y  =  1. 

Für  jede  ungerade  in  D  aufgehende  Primzahl  q  folgt  hieraus 

(t)  -  (f ) 

d.  h.  für  alle  zu  22)  primen  Werthe  von  /'hat  das  Sym- 
bol (-)  ein-  und  denselben  Werth. 
Ist  2)  E£E  3  (mod.  4),  so  folgt  aus  (2) 

w'  •  m"E^  1  (mod.  4) 

also  hat   für   alle   jene  Werthe   das   Symbol   ( —  1)  * 
gleichen  Werth. 

Ist  2)  ^  2  (mod.  8),  so  ergiebt  sich  aus  (2) 

m' .  m"£=  x'  —  2y    (mod.  8) 
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and  damus  leicht,  daaa  für  alle  jene  Werthe  das  Symbol 

(—  1)  "      gleichen  Werth  hat. 

FDr  2>  =  6  (tQod.  8)  folgt  ebenso,  dass  ffir  alle  ge- 
dachten Werthe  von  f  das  Symbol 

(-1)---      ■ 

gleichen  Wertb  hat 

Pflr  D  B^4  (med.  8)  folgt  wieder  för  alle  jene  Werthe 

von  f  derselbe  Werth  des  Symbols  ( —  1)  '  . 

Endlich  fBr  i)  0  (mod.  8)  folgt  m'  ■  m"=  1  (mod.  8), 
also  hat  dann  fQr  alle  jene  Werthe  von  /'jedes  der  Sym- 

/-i  /•-> 

hole  ( — 1)  *   und  ( — 1)   *    je"  ein- hnd  denselben  Werth. 

Ist  zweitens  0^2  also  a,  e  gerade,  di^egen  b  tmgerade, 
so  miiss  D  ^b*  —  ac  coogruent  1  (mod.  4)  sein.  Ist  dann 
q  ir^nd  eine  in  D  aufgehende  Primzahl,  so  folgt  ans  (2) 

(f)(^f)-(=^)-(f)-' 

also  hat  für   die   sämmtlichen  zu   22)   primen    Werthe 
von  /'das  Symbol  (—1  ein-  und  denselben  Werth. 

Hiernach  giebt  es  also  fQr  jede  Determinante  und  jede  tu 
ihr  gehörige  eigentlich-  oder  nueigeDtlicb-primitiTe  binäre  qua- 
dratische Form  gewisse  Kinheiten,  welche  Rlr  ,die  »mmtlichen 
mit  f  bezeichneten  Zahlen  ein-  und   denselben  Werth   haben. 
Diese,  der  betrachteten  Form  eigentbümlichen  Werthe  können 
als  besondere  Charaktere  der  Form  bezeichnet  werden.     Ihre 
Anzahl  ist,   wie  aus  der   vorstehenden  Ueber^cht   herrorgeht^ 
;,  wenn  &?  die  A""*bl  der  verschiedenen  ungeraden  Prim- 
m   bedeutet,   aus  denen  D  besteht,   und  fSr   eigentlieh- 
ive  Formen 

so  oft  i)  =  1  (mod.  4),  Ä  -=  0 

„     „     D  =  2,  3,  ^  6,  7  (mod.  8),  i  =  1 
„    „     D~0  (mod.  8),  i  =  2 

fSr  nneigentlich  primitive  Formen  X  ^  0 

)ie  Gesammtheit  aller  einer  Form   zukommenden 
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Einzelcharaktere  d.  i.  die  Werthe  der  ihr  entsprechenden 
in  der  üebersicht  angeführten  Symbole  bildet  den  Gesammt- 
charakter  der  Form.  Da  jeder  der  Einzelcharaktere  sowohl 
den  Werth  +1  als  —  1  haben  kann,  wird  die  Anzahl  der 
an  sich  denkbaren  Gesammtcharaktere  gleich  der  An- 
zahl der  Gombinationen  dieser  Werthe  d.  i.  gleich  2*+^  sein. 

Da  darch  äquivalente  Formen  stets  dieselben  Zahlen  dar- 
stellbar sind,  leuchtet  ein,  dass  der  Gesammtcharakter  einer 
Form  immer  auch  der  Gesammtcharakter  jeder  ihr  äquivalenten 
Form  oder  auch  derjenige  ihrer  Classe  ist  Alle  Classen 
von  binären  Formen  derselben  Determinante  nun, 
welche  übereinstimmenden  Gesammtcharakter  haben, 
nennt  man  ein  Geschlecht  binärer  Formen.  Die  Anzahl 
der  verschiedenen  Geschlechter  ist  also  gewiss  nicht  grösser, 
als  die  der  angebbaren  Gesammtcharaktere;  ob  sie  ihr  aber 
gleich,  oder  geringer  als  sie,  suchen  die  folgenden  Betrach- 
tungen festzustellen.  Dabei  beschränken  wir  uns  aber  auf 
eigentlich-primitive  Formen. 

2.  Das  hierzu  anzuwendende  Hilfsmittel  ist  die  Lehre 
von  der  Zusammensetzung  binärer  quadratischer  Formen*). 
Dieser  Lehre  gemäss  lassen  sich,  wenn  C  und  C  —  wo  auch 
C  identisch  sein  darf  mit  C  —  irgend  zwei  Classen  solcher 
Formen  mit  der  Determinante  D  sind,  in  denselben  stets  Formen 
F  und  F'  so  auswählen,  dass  ihr  Produkt  wieder  eine  Form 
F"  der  nämlichen  Determinante  D  ist,  und  die  Classe  C",  zu 
welcher  die  letztere  gehört,  erweist  sich  als  unabhängig  von 
jener  Auswahl,  die  auf  mannigfaltigste  Weise  möglich  ist, 
allein  bestinmit  von  den  gegebenen  Classen  C  und  C\  Die 
so  definirte  Classe  C  heisst  aus  C  und  C  zusammengesetzt 
oder  ihr  Produkt,  in  Zeichen: 

Ist  hierbei  eine  der  Classen  C,  C  gleich  der  Hauptclasse^, 
d.  i.  derjenigen  Classe,  welche  die  Hauptform  a^  —  Dy*  ent- 
hält, so  ist  die  zusammengesetzte  Classe  C"^  gleich  der  andern: 

(3)  H'C=C'H=a 

*)  S.  darüber  des  Verfassers  Elemente  der  Zahlentheorie 
S.  240  u.  ff. 
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Von  dieser  Grundlage  aus  kann  man  zeigen ,  dass  es  für 
jede  Glasse  C  von  Formen  mit  der  Determinante  D  einen 
kleinsten  Exponenten  m  der  Art  giebt^  dass  C"»  mit  der  Haupt- 
classe  H  identisch  wird;  dieser  Exponent  heisst  der  Expo- 
nent, zu  welchem  die  Classe  C  gehört.  Und  femer  lasst 
sich  zeigen,  dass  jede  Classe  C  auf  eine  einzige  Weise  mittels 
gewisser  Fundamentalclassen  0^,  C^, . . ,  Ca  durch  die 
Formel 

(4)  C=Ci**.C4*....C> 

ausgedrückt  werden  kann,  wenn  darin  für  h^,  h^, , , .  h^  alle 
ganzen  Zahlen  gesetzt  werden,  welche  resp.  nicht  grösser  sind 
als  die  Exponenten  m^,  m,, . . .  nio,,  zu  denen  die  Fundamental- 
classen gehören. 

Eine  Classe,  die  aus  einer  anderen  C  hervorgeht,  wenn 
letztere  mit  sich  selbst  zusammengesetzt  wird,  heisst  die 
durch  Duplikation  von  C  entstandene  Classe. 

Entsteht  durch  Duplikation  einer  Classe  C  die  Hauptclasse: 

C'C  =  H, 

so  nennt  man  C  eine  ambige  Classe.  Eine  Classe  C\  welche 
mit  C  zusammengesetzt  die  Hauptclasse  H  hervorbringt^  heisst 
aber  allgemein  die  zu  C  entgegengesetzte  Classe.  Dem- 
nach darf  man  die  ambigen  Classen  auch  als  die- 
jenigen definiren,  die  mit  ihrer  entgegengesetzten 
Classe  identisch  sind.  Die  Formel  (4)  lässt  unschwer  er- 
kennen, dass  die  Anzahl  aller  ambigen  Classen  gleich 
2^  ist,  wenn  fi  von  den  Exponenten  Wj,  tw,, . . .  m«  ge- 
rade sind. 

Bezeichnet  man  nun  mit  (p{f)  jedes  der  Symbole 

(7).     (-1)  '  f    (-1)   '    ,    (-1)  '         '    > 

deren  Werthe  den  Gesammtcharakter  einer  Form  oder  Classe 
bestimmen,  so  leistet  die  so  definirte  Funktion  ersichtlich  der 
Gleichung  Genüge: 

(5)  9(^*0  •  9^(*^")  =  9>(w'm"). 

Sind  aber  w',  w"  durch  je  eine  Form  der  Classe  C  und  C 
darstellbar,  so  ist  es  m'm"  durch  eine  Form  der  Classe 
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Demzufolge  ergiebt  sich  aus  den  Gesammtcharakteren  zweier 
Classen  C  und  C  auf  ganz  bestimmte  Weise  der  Oesammt- 
eharakter  der  aus  ihnen  zusammengesetzten  Glasse. 

Für  die  Hauptclasse  H  werden  aber  sämmtliche  Einzel- 
charaktere -|~  1  sein^  denn  die  Hauptclasse  enthält  die  Haupt- 
form x^  —  Dy^y  durch  welche  die  Zahl  f=l  dargestellt  wird. 
Versteht  man  also  unter  Hauptgeschlecht  dasjenige  Oe- 
schlecht;  welchem  die  Hauptclasse  angehört^  so  hat  auch  für 
jede  Classe  des  Hauptgeschlechts  jeder  Einzelcharakter  den 
Werth  +  1.  Mithin  bleiben,  wenn  man  irgend  eine  Glasse  C 
mit  einer  Glasse  des  Hauptgeschlechts  zusammensetzt,  nach 
Gleichung  (5)  die  Einzelcharaktere  der  Glasse  C  auch  die  der  zu- 
sammengesetzten Glasse,  mit  andern  Worten:  wird  eine  Glasse 
C  mit  einer  Glasse  des  Hauptgeschlechtes  zusammen- 
gesetzt, so  gehört  die  zusammengesetzte  Glasse  dem- 
selben Geschlechte  an,  wie  C. 

Aus  (5)  folgt  femer,  dass  aus  der  Zusammensetzung 
zweier  Glassen,  deren  Einzelcharaktere  übereinstimmen,  eine 
Glasse  entsteht,  deren  Einzelcharaktere  sämmtlich  -j-  1  sind, 
d.  h.:  die  Glasse,  welche  aus  zwei  Glassen  gleichen 
Geschlechtes  zusammengesetzt  ist,  gehört  zum  Haupt- 
geschlechte.  Insbesondere  gehört  demnach  jede  Glasse, 
welche  durch  Duplikation  entsteht,  dem  Hauptge- 
schlecht an. 

Der  erste  dieser  beiden  Sätze  darf  offenbar  auch  umge- 
kehrt werden,  und  daraus  folgt  u.  A.,  dass  die  Glasse,  welche 
einer  anderen  entgegengesetzt  ist,  demselben  Ge- 
schlechte angehört,  wie  diese.  Auch  schliesst  man,  dass 
der  Exponent  m,  zu  welchem  eine  Glasse  C  gehört, 
stets  gerade  ist,  so  oft  C  nicht  eine  Glasse  des  Haupt- 
geschlechts ist*). 

Auf  Grund  dieser  Sätze  zeigt  man  femer  leicht,  dass 
jedes  Geschlecht  gleichviel  Glassen  enthält**).  Nennt 
man  demnach  H(D)  die  Anzahl  aller  Glassen  eigentlich-primi- 


*)  S.  analytische  Zahlentheorie  S.  251. 
**)  Ebendas.  S.  261. 

B«ohin«nn,  Zahlentheorie     IV,  1.  8 
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tiver  Formen  mit  der  Determinante  D,  K{D)  die  Anzahl  dieser 
Formenclassen  im  Hauptgeschlechte^  und  G(I))  die  Anzahl  der 
Geschlechter^  so  geht  unmittelbar  die  Gleichung 

(6)  H(D)  =  K(D)  .  G(D) 

hervor.  Eine  zweite,  ähnliche  Formel  für  H{D)  gewinnt 
man  aus  der  Betrachtung  der  Glassen,  welche  durch  Dupli- 
kation entstehen.  Bedeutet  nämlich  ^(D)  die  Anzahl  der 
ambigen  Glassen,  Q(D)  die  Anzahl  der  Glassen^  welche  durch 
Duplikation  entstehen,  so  findet  die  Beziehung  statt*): 

(7)  H(D)  =  «(D)  •  Q(D). 

Vermittelst   der  Formel  (4)  kann  man   sich   aber  leicht 
überzeugen,  dass 

(8)  G(D)  Z  «(!>) 

ist  Wie  schon  bemerkt,  ist  ä(D)  =  2^,  wenn  (i  von  den 
Exponenten  m^,  m^, . . .  mt^  gerade  sind;  gehören  aber  y  von 
den  Fundamentalclassen  nicht  dem  Hauptgeschlechte  an,  so 
sind  deren  Exponenten,  wie  auch  schon  angeführt,  jedenfedls 
gerade,  also  ist  ft  ^  y  und  2^  ^  2^.  Sei  g  die  Anzahl  der 
verschiedenen  Geschlechter  F^,  F,, . . .,  in  welche  diese  y  Fun- 
damentalclassen sich  vertheilen,  so  wird  y^  g  also  2^  ^  2^ 
sein.  Nun  entsteht  durch  Zusammensetzung  von  Ckssen  des 
Hauptgeschlechts  unter  einander  stets  wieder  eine  solche;  durch 
Zusammensetzung  von  Classen  eines  vom  Hauptgeschlechte 
verschiedenen  Geschlechts  F,  sei  es  unter  einander,  sei  es  mit 
Classen  des  Hauptgeschlechts,  stets  wieder  eine  Classe  des 
letzteren  oder  des  Geschlechts  F;  und  folglich  kann  die  An- 
zahl der  verschiedenen  Geschlechter,  welche  durch  Zusammen- 
setzung aus  den  Fundamentalclassen  entstehen  können,  d.  i.  die 
Anzahl  sämmtlicher  Geschlechter  nicht  grösser  sein,  als  die 
Anzahl  der  Glieder  des  entwickelten  Produkts: 

(i  +  r,)(i  +  r,)...(i  +  r,) 

d.  h. 

Alle  diese  Ungleichheiten  zusammengenommen  bestätigen  aber 
die  Formel  (8)  oder  den  Satz:  Die  Anzahl  aller  wirklich 

*)  S.  analytische  Zahlentheorie  S.  366. 
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vorhandenen  Geschlechter  ist  höchstens  gleich  der 
Anzahl  aller  ambigen  Classen. 

Diese  letztere  Anzahl  lässt  sich  nun^  wie  Gauss  in  den 
art.  257 — 259  der  Disquis.  Arithm.  gezeigt  hat,  ohne  andere 
Hilfsmittel  als  die  Ton  ihm  definirten  reducirten 
Formen  und  die  Sätze  über  ihre  Aequivalenz  allgemein 
bestimmen;  hier  müssen  wir  uns  damit  begnügen,  den  Leser 
auf  seine  Herleitung  zu  verweisen;  es  findet  sich  so,  dass  die 
Anzahl  der  ambigen  Classen  stets  halb  so  gross  ist,  als  die 
Anzahl  aller  angebbaren  Gesammtcharaktere.  Gemäss  der 
Formel  (8)  aber  ist  dann  zu  schliessen,  dass  der  einen 
Hälfte  dieser  Gesammtcharaktere  keine  Geschlechter 
binärer  Formen  mit  der  Determinante  D  wirklich 
entsprechen. 

3.  Eine  Anwendung  dieses  Resultates  auf  gewisse  ein- 
fache Fälle  giebt  Gauss  die  Grundlage  f&r  seinen  zweiten 
Beweis  des  quadratischen  Reciprocitätsgesetzes.  Bei 
der  Bedeutung  dieses  Gesetzes  sowie  des  bezüglichen  Gauss- 
sehen,  von  seinen  übrigen  grundverschiedenen  Beweises  des- 
selben ist  es  wünschenswerth,  nichts  unbewiesen  zu  lassen  und 
deshalb  nicht  auf  die  Gauss'sche  allgemeine  Bestimmung  der 
Anzahl  der  ambigen  Classen  zurückzugreifen.  Es  soll  diese 
Anzahl  vielmehr  fOr  die  in  Frage  kommenden  besonderen 
Falle  direkt  ermittelt  werden,  wo  dann  der  Beweis,  auf  die 
Formel  (8)  gestützt,  sich  folgendermassen  gestaltet. 

Vorweg  sei  daran  erinnert*),  dass  in  jeder  ambigen  Classe 
auch  eine  ambige  Form  d.  i.  eine  Form  (a,  6,  c)  sich  befindet, 
in  welcher  86  ^  0  (mod.  a)  ist,  andererseits  eine  solche  Form 
auch  nur  in  einer  ambigen  Classe  enthalten  sein  kann. 

Demnach  wird  man  alle  ambigen  Classen  repmsentiren, 
wenn  man  sämmtliche  nicht  äquivalente  ambige  Formen  auf- 
stellt.    Wegen 

26*  —  2ac  =  22) 

muss  aber  bei  letzteren  a  noth wendig  ein  Theiler  von  22) 
sein,  und  da  (a,  JB,  C)  mit  (a,  6,  c)  äquivalent  ist,  so  oft  bei 
gleicher  Determinante 

•)  S.  El.  d.  Zahlenth.  S.  236. 

8* 
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B^=^h  (mod.  a) 

ist,  darf  man  sich  von  vornherein  auf  solche  (eigentiich-primi- 
tive)  Formen   beschranken,   bei  welchen  fc  <  a   also  entweder 

fc  =  0  oder  6  =  +  "ö"  ^''^• 

Man  bemerke  femer,  dass,  weil  es  f&r  jede  Determinante 
D  wenigstens  eine  Form,  die  Hauptform  a^  —  /)y*  giebt, 
auch  die  Anzahl  der  Classen  sowie  die  der  Geschlechter  min- 
destens gleich  1  sein  muss. 

Dies  vorausgeschickt,  betrachte  man  nun  folgende  ein- 
fache Falle: 

1)  Ist  /)  =  —  1,  so  giebt  es  überhaupt  nur  eine  Classe, 

die  durch  die  Hauptform  iP*  +  y*  reprasentirte  Hauptdasse*), 

welche  stets  ambige  ist,   also  giebt  es,   wie  nur  eine  ambige 

Classe,  so  auch  nur  ein  Geschlecht,  das  Hauptgeschlecht.    Nach 

der  Uebersicht  in  nr.  1  ist  der  einzige  für  diese  Determinante 

/-i 
vorhandene    Einzelcharakter    ( —  1)   *     und    folglich   für  jede 

ungerade  durch  x^  +  y*  darstellbare  Zahl  f 

(9)  (-  1)^  =  1. 

2)  Ist  2)  =  +  2,  so  kann  a  nur  einen  der  Werthe 

±1,     ±2,     +4 

haben;  in  Rücksicht  auf  die  Bedingung  6*  —  ac  =  2  finden 
sich  also  nur  folgende  eigentlich-primitive  Formen,  die  in  Be- 
tracht kommen: 

x^  —  2y\    —x^  +  2y\    2x^  —  y^,     —2a^  +  y\ 

Von  ihnen  gehören  die  erste  und  vierte,  die  zweite  und  dritte 

derselben  Classe  an;  da  aber  die  zweite  in  die  erste  durch  die 

Substitution 

x  =  x  —  2y',    y  =  x—y 

übergeht,  so  giebt  es  auch  in  diesem  Falle  nur  eine  ambige 
Classe  und  ein  einziges  Geschlecht,  nämlich  das  Hauptgeschlecht. 

Der  einzige  hier  vorhandene  Charakter  ist  ( —  1)    ^     und  dem- 


♦)  El.  der  Zahlentheorie,  S.  222. 
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nach  ist  für  jede  ungerade  durch  eine  Form  mit  der  Deter- 
minante 2  darstellbare  Zahl  f 

(10)  (-  1)^  =  1. 

3)  Ist  /)  =  + 1>  ^  1  (mod.  4),  während  p  eine  Primzahl 
ist,  so  giebt  es  gleichfalls  nur  eine  ambige  Glasse*),  repräsentirt 
durch  die  Hauptform  x^  +  py^,  also  nach  dem  Satze,  auf  den 
wir  uns  stützen,  auch  nur  ein  Geschlecht,  das  Hauptgeschlecht. 

Der  einzige  in   diesem  Falle  vorhandene  Charakter,  (— ),   hat 

demnach  für  jede  durch  p  nicht  theilbare,  durch  die  Formen 
mit  der  Determinante  +  p  darstellbare  Zahl  f  den  Werth 

(11)  ©  -  + 1- 

Aus  diesen  Resultaten  ist  aber  Folgendes  zu  erschliessen. 
Zunächst  gilt   für  jede   ungerade   Primzahl  p  die 
Gleichung 

(12)  (:^)  =  (_  if-T-. 

In  der  That,  ist  ( —  1)  ^  =1;  nämlich  p  von  der  Form 
4n+  1,  so  ist  pa^  —  y*  eine  eigentlich-primitive  Form  mit 
der  Determinante   D  =  p  ^^  1   (mod.  4),   durch   welche   —  l 

darstellbar  ist,  also  nach  (11)  auch  ( — j  =  -|-  1.     Ist  dagegen 

( —  1)  *  =  —  1,  so  muss  auch  ( — )  =  —  1  sein,  denn  sonst 
wäre  p   durch  die  Form  x^  +  y*  mit   der  Determinante  —  1 

darstellbar,  also  nach  (9)  ( —  1)  *  =  -|-  1^  gegen  die  Voraus- 
setzung. Hiermit  ist  die  Gleichung  (12)  für  alle  Fälle  be- 
wiesen. 

Zweitens  besteht  für  jede  ungerade  Primzahl  p 
die  Gleichung 

(13)  (I) = (-  ly 


p»-i 


f    —   l X  / 

p 


Ist   nämlich   zuerst    ( —  1)  ®     =  +  1,    so   ist  |)  ^^  +  1 


*)  El.  der  Zahlentheorie  S.  259. 
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(mod.  8)  oder  +|>=  1  +  8Ä  und,  jenachdem  dann  h  gerade 
oder  ungerade  ist,  ist 

(8,3,5LT-^)      öder  (8,  1,  L£P) 

eine  eigentlich-primitive  Form  der  Determinante 

JD  =  ±p  =  l  (mod.  4) 
und,  da  8  durch  sie  darstellbar  ist,  wegen  (11) 

(})  -  (f)  - + •• 

Ist  aber  ( —  1)   *    =  —  1,    so    muss    auch  ^-— j  =  —  1 

sein,  denn  sonst  wäre  p  darstellbar  durch  eine  Form  mit  der 
Determinante  2  und  folglich  wegen  (10) 

(_  1)     8      =  +  1^ 

gegen  die  Voraussetzung. 

Sind  drittens  jp,  g  zwei  von  einander  verschiedene 
ungerade  Primzahlen,  von  denen  wenigstens  eine, 
etwa  g,  von  der  Form  4n  +  1  ist,  so  ist 

(")  (f )  -  (f )  • 

Denn,   ist  zunächst  (— j  =  -|-  1,   so  ist   nach  (12)   auch 

(~?j  =  -(-  1.     Man  wähle  also  das  Vorzeichen  so,  dass 

+  p  ^  1  (mod.  4) 

wird,  dann  wird  q  darstellbar  sein  durch  eine  Form  mit  der 
Determinante  D  =  +  jp  :^  1  (mod.  4)  imd  folglich  ist  wegen 

(11)  (— j  =  -(-  1.     Ist  aber  umgekehrt  (^ )  =  —  1,  so  muss 

auch  (— j  =  —  1  sein,   denn  sonst  wäre  p   darstellbar  durch 

eine  Form   mit   der  Determinante   D  =  g  ^e  1  (mod.  4)   und 

folglich  nach  (11)  gegen  die  Voraussetzung  (— j  =  +  1, 

Sind  dagegen  Py  q  beides  Primzahlen  von  der  Form 

4n  +  3, 

SO  bedarf  es  noch  der  Betrachtung  eines  neuen  Falles,  nämlich 
der    Determinante  pq       1  (mod.  4).      Um    in    diesem    Falle 
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sammtliche  ambigen  Glossen  zu  finden^  muss  man  ftir  a  die 
Werthe  ±  1,  ±  2,  ±p,  ±  2p,  ±  q,  ±^q,  ±pq,  ±  2pq 
Tersuchen.  Die  geraden  darf  man  aber  sofort  verwerfen^  da, 
wenn  a  gerade,  wegen  6*  —  ac^^pq  noth wendig  b  ungerade, 
dann  aber  c  aus  —  ac  =  pq  —  fc*  ^^  0  (mod.  4)  gerade,  die 
Form  (a,  6,  c)  also  nicht  eigentlich-primitiv  sein  würde.  Ist 
aber  a  ungerade,  so  wird  6  =  0  und  es  kommen  daher  nur 
folgende  Formen  in  Betracht: 

^  —P9y*9   —^  +PQy^  p^*  —^y\   —px^  +gy* 

qx^  —  py\       —  qx*  -f  py^,      pqx^  —  y\       —  pqx^  +  y\ 

von  denen  jedoch  die  vier  letzten,  weil  den  yier  ersten  in  um- 
gekehrter Reihenfolge  äquivalent,  wegzulassen  sind.  Nun  ist 
die  Gleichung 

—  ^  +  PiV^  =  1 

unmöglich,  von  den  beiden  Gleichungen 

*px^  —  qy*  =  1,    —px^'-\'qy^  =  l 

aber  eine  nothwendig  auflösbar'*'),  demnach  ist  eine  der  beiden 
Formen  px*  —  gy*,  —  px*  +  qy^  der  Form  x^  —  pqy^  und 
dann  die  andere  der  Form  —  x^  -{-  pqy^  äquivalent,  dagegen 
die  beiden  letztgenannten  einander  nicht  äquivalent.  Und  so- 
nach giebt  es  in  diesem  Falle  zwei  ambige  Classen,  also 
höchstens  zwei  verschiedene  Geschlechter.  Diese  sind  aber 
auch  in  der  That  vorhanden,  denn  der  Hauptform  x*  —  pqy^ 
kommen  die  Einzelcharaktere 

der  Form  —  a?*  -f-  pqy^  aber,  durch  welche  —  1  darstellbar 
ist,  die  Charaktere 

(i) -(-;)—'.  (i)-(x)— ' 

zu.  Demnach  müssen  die  Charaktere  der  Form  px^  —  qy^ 
entweder  mit  den  ersteren  übereinstimmen,  also 

(i)-(^)-'.  (i)-(j)-'.  "-(D'-d) 

sein,  oder  sie  müssen  mit  den  letzteren  identisch,  also 


*)  £1.  der  Zahlentheorie  S.  266. 
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d.  h.  wieder 

(f  )  -  -  Ü) 

sein,  und  somit  findet  man  den  Satz: 

Sind  viertens  p,q  zwei  Primzahlen  von   der  Form 
4n  +  3,  so  ist 

as)  (f)--(f)- 

Die  Formeln  (14)  and  (15)   fassen   sich   zusammen 
in  die  einzige  Formel  des  Reciprocitätsgesetzes: 

(16)  (f)(j)  =  (-l)'^'^' 

welches  damit  bewiesen  ist. 

4.    Ans  den  Formeln   (12),   (13),   (16)   erhalt   man   nun 
bekanntlich  allgemeiner 

(17)        (^)  =  (-i)^''  (i)  =  (-i)^' 

(1«)  (|)-(l)  =  (-l)^'^5 

P  bedeutet  eine  ungerade  Zahl,  die  in  der  ersten  Formel 
positiv  sein  muss;  in  der  dritten  sind  P,  Q  zwei  ungerade 
relativ-prime  Zahlen,  von  denen  wenigstens  eine  positiv  sein 
muss,  und  die  Symbole  sind  die  verallgemeinerten  Legendre- 
schen, die  sogenannten  Jacobi'schen  Symbole.  Diese  Glei- 
chungen fahren  unmittelbar  zu  einer  Formel,  welche  von 
Dirichlet  gegeben  worden  ist.  Eine  beliebige,  nur  von  einem 
positiven  Quadrate  verschiedene  ganze  Zahl  D  kann  stets  in 
folgende  Form  gesetzt  werden: 

(19)  D  =  +  2^.P.S«, 

wenn   man  unter  S*  das   grösste   in   D   aufgehende   Quadrat, 

unter  c  also  0  oder  1,  unter  P  eine  aus  lauter  verschiedenen 

ungeraden  Primfaktoren  bestehende  ganze  Zahl  versteht.    Setzen 

wir  d  =  -f-  1,   wenn  +  P  l^  1  (mod.  4),   dagegen   d  =  —  1, 

±p—i 
wenn  +P^3  (mod.  4)  ist,   sodass   immer  ( —  1)     *     =  * 
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wird,  'and  setzen  femer  «  =  +  1;  jenachdem  c  gleich  0  oder 
1  ist,  so  folgt  aus  (19)  gemäss  den  Qleichungen  (17)  und  (18) 
fOr  jede  positive  zu  22)  prime  Zahl  f  die  Dirichlet'sche 
Formel 

(»)  (2)-»'-/-^'(i). 

Ist  nun  f  irgend  eine  positive  zu  2D  prime  Zahl,  welche 
durch   eine  Form   der  Determinante  D   eigentlich   darstellbar 

ist,  so  muss  bekanntlich  ( 7 )  =  "h  1  ^^^  oder  die  Gleichung 

stattfinden: 

/ni     /Inl    ffx 

Diese  Gleichung,  in  welcher  die  linke  Seite  ein  Produkt 
von  Einzelcharakteren  der  bezüglichen  Determinante  ist,  be- 
schrankt o£Fenbar  die  willkürliche  Wahl  aller  vorhandenen 
Einzelcharaktere  und  ihre  Gombinationen  in  solcher  Weise, 
dass  nur  die  Hälfte  aller  Gombinationen  zulässig  bleibt.  Sie 
giebt  also,  unabhängig  von  der  Gauss'schen  Bestimmung 
der  Anzahl  ambiger  Classen,  den  mit  Hilfe  dieser  Bestim- 
mung oben  gefundenen  Satz,  dass  der  einen  Hälfte  der  an- 
gebbaren Gesammtcharaktere  keine  Geschlechter  binärer  Formen 
wirklich  entsprechen,  zugleich  aber  dient  sie  dazu,  diese  Hälfte 
genau  zu  charakterisiren:  derjenigen  Hälfte  der  angeb- 
baren Gesammtcharaktere  nämlich,  für  welche  die 
Gleichung  (21)  nicht  erfüllt  ist,  entsprechen  keine 
Geschlechter  binärer  Formen  mit  der  Determinante  D. 

5.  Es  bleibt  nunmehr  zu  erörtern,  ob  jedem  Gesammt- 
charakter  der  anderen  Hälfte,  die  hiemach  allein  noch  zu- 
lässig bleibt,  stets  ein  wirklich  vorhandenes  Geschlecht  binärer 
Formen  entspricht.  Die  Frage  ist,  wie  sich  zeigen  wird,  zu 
bejahen,  und  eben  dieser  Umstand  wird  es  ermöglichen,  die 
weitere  Frage  zu  beantworten,  ob  auch  die  im  zweiten  Capitel 
definirten  Geschlechter  ternärer  quadratischer  Formen  sämmt- 
lich  vorhanden  sind. 

Zu  solchem  Zwecke  wenden  wir  die  im  dritten  Capitel 
entwickelten  Betrachtungen  auf  die  temären  Formen  der  Ord- 
nung ( —  1, 1)  an.     Vorweg  sei  bemerkt,  was  erst  an  späterer 
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Stelle'*')  bewiesen  werden  kann^  dass  sammtliche  Formen  dieser 
Ordnung  nur  eine  einrige  Classe  bUden,  welche  repräsentirt 
werden  kann  durch  die  Form 

(22)  /;  =  _  a^  -f  2x'x'\ 

Das  in  jenem  Capitel  mit  (32)  bezeichnete  Formensystem  re- 
ducirt  sich  demnach  auf  diese  einzige  Form  f^.  Durch  die 
Formen  der  gedachten  Ordnung  können  aber  nach  den  dortigen 
Auseinandersetzungen  nur  negative  oder  unbestimmte  binare 
Formen  dargestellt  werden  ^  und  eine  solche  Form  9  mit  der 
Determinante  D  =  —  M"Si,  ist  auch  wirklich  durch  das  Formen- 
system d.  i.  im  vorliegenden  Falle  durch  die  Form  f^  eigent- 
lich darstellbar,  wenn  fElr  sie  die  dortige  Gongruenz  (20),  die 
hier  wegen  Ä  =  —  1,  ^  =  1  folgender massen  lautet: 

(23)  (Ny  —  ITyy  +  ip  =  0  (moi  D), 
möglich  isi    Nach  (24)  daselbst  wird  dies  f&r  eine  Form 

9>  =  wy*  +  2n"yy'  +  fn'y'^ 
der  Fall  sein,  wenn  die  Form  ( —  w,  +  n",  —  m')  zum  Haupt- 
geschlechte  f&r  die  Determinante  D  gehört. 

Sei  also  (fi,  v",  fi")  eine  binäre  Form  mit  der  Determi- 
nante 2),  welche  zum  Hauptgeschlechte  gehört,  also  eine  eigent- 
lich-primitiTC  und  im  Falle  D  <  0  eine  positive  Form,  und 


ff         ff 


m  =  —  /i,    n=i/,    m=  —  fi, 
so  ist  die  Form  <p  d.  i.  die  Form 

(24)  _^y«  +  2r"yy'-My« 
durch  die  Form  (22)  und  folglich  die  Form 

iiy'-2v'yy'  +  (iy* 

durch  die  Form  x^  —  2x'x"  eigentlich  darstellbar;  es  besteht 
daher  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(25)  (at+ßuy—2(at+ß'u)(a't+ß"u)=iifi—2v'tu+iiu\ 
während  die  drei  Zahlen 

(26)  a  =  aß'  —  aß,    h  =  aß''—a'ß\    c  =  a"ß  —  aß" 

ohne  gemeinsamen  Theiler  sind;  auch  können  a,  25,  c  keinen 
solchen   haben   d.  h.  a  imd  c  nicht   gleichzeitig   gerade   sein, 

**)  Im  dritten  Abschnitte  dieses  Werkes. 
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denn  aas  den  Identitäten 

würden  in  diesem  Falle  ba  und  bß  iind^  da  in  demselben  b 
ungerade  sein  müsste^  a  und  ß  sich  als  gerade  Zahlen  er- 
weisen, wo  dann,  gegen  die  Voraussetzung,  auch  ft,  ft'  wegen 
(25)  gerade  sein  müssten.  Man  nehme  also  etwa  a  als  un- 
gerade an.  Da  nun  die  Form  (24)  durch  die  Form  f^  eigent- 
lich darstellbar  ist,  so  ist  die  Determinante  D  durch  die  Reci- 
proke  von  /i,  das  ist  aber  die  Form  x^  —  2x'x\  mittels  der 

Zahlen 

aß   —  «p,     «p  —  ap,     ccß  —  cc  ß 

darstellbar,  sodass  die  Gleichung  besteht 
(27)  2)  -=  J»  _  2ac; 

folglich  ist  (a,  — -  6,  2c)  eine  eigentlich-primitive  Form  mit 
der  Determinante  D.  Aus  (25)  aber  fliessen  nachstehende 
Gleichungen: 

fflT  t  =  ß\  u  =  ^  a: 

ftir  <  =  /J",  ti  =  —  a": 

för  t  =  ß,  u  =  —  a: 

2ac  =  ^/3*  +  2v'ßa  -f  fi V 
für  <  =  /J  -f  /J',  ti  =  —  a  —  «': 

—  a6  =  ft/3/J'  -f  v\aß'  -f  aß)  +  ft  aa' 
Ot  t  =  ß  +  ß'\  u  =  —  a  —  a": 

—  6c  =  iißß"+  v"(«/*"+  «"Ä  +  f*  ««" 
für  f  —  /J'  +  /J",  u  =  —  a'  —  «": 

6«  —  ac  =  ft/3'/3"+  v"(a'/*"+  «"/*')  +  /*'««" 
also 

26«  =  /i(2/3'/J"+  /3*)+2v"(«'/*"+  «"/*'+  «/3)  +  ft'(2a '«"+  O- 
Dieselben  lassen  unmittelbar  erkennen,  dass 

(ax^  —  2bxy  -f  2cy»)  •  (ax^  —  2bxy  +  2cy'2) 

—  fiX«  +  2v"zr+fi'r* 

ist,  wenn  man 


(28) 
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X  =  ß'xx'  +  ßxy  +  ßxy  +  2ß''yy' 
Y=  axx'  +  «^y'  +  ^^'y  +  2a"yy' 

setzt,  die  Classe,  welcher  die  Fonn  (ft,  v",  ft')  angehört,  ent- 
steht also  durch  Duplikation.  In  der  That,  wählt  man,  was 
möglich  ist,  Xj  y;  x\  y  so,  dass  die  Form  (a,  —  6,  2c)  eine 
gegen  2D  prime  Zahl  M  darstellt,  so  wird  Jf  *  nach  (28) 
durch  (>,  1/",  ^')  dargestellt,  und,  falls  diese  Darstellung  keine 
eigentliche  sein  sollte,  doch  ein  quadratischer  Divisor  von  Jf  * 
durch  jene  Form  eigentlich  dargestellt,  was  (s.  analyt.  Zahlenth. 
S.  258)  die  Behauptung  begründet.  Nun  ist  aber  die  Classe, 
welcher  die  Form  (ft,  v",  ft')  angehört,  eine  beliebige  Classe 
des  Hauptgeschlechtes;  man  erschliesst  mithin  auf  diese  Weise 
aus  der  Theorie  der  temären  quadratischen  Formen  einen  der 
schönsten  Sätze,  die  Gauss  fQr  binäre  quadratische  Formen 
festgestellt  hat: 

Jede  Classe  des  Hauptgeschlechtes  entsteht  durch 
Duplikation. 

Da  auch  jede  Classe,  welche  durch  Duplikation  entsteht, 
umgekehrt  zum  Hauptgeschlechte  gehört,  so  kommt  dieser 
Satz  überein  mit  der  Gleichheit: 

(29)  Kiß)  =  qiß). 

Eine  unmittelbare  Folge  dieser  und  der.  Glei- 
chungen (6)  und  (7)  ist  die  andere: 

(30)  G{Ti)  =  «(D). 

Bedient  man  sich  nun  des  Gauss*schen  Ausdrucks  für 
die  Anzahl  der  ambigen  Classen,  so  ergiebt  sich  hieraus  auch 
der  Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Geschlechter  und  mit  dem- 
selben der  Satz:  Die  Anzahl  der  Geschlechter  binärer 
Formen  einer  gegebenen  Determinante  ist  halb  so 
gross  wie  die  Anzahl  aller  für  letztere  angebbaren 
Gesammtcharaktere.  War  also  bereits  gefunden,  dass  nur 
der  einen  Hälfte  all'  dieser  Gesammtcharaktere  Geschlechter 
entsprechen  können,  so  ersieht  man  jetzt,  dass  auch  wirk- 
lich zu  jedem  Gesammtcharakter  dieser  Hälfte  ein 
Geschlecht  binärer  Formen  vorhanden  ist.  Oder:  die 
Beziehung  (21)  zwischen  den  Einzelcharakteren  eines  Geschlechts 
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ist  för  das  Vorhandensein  dieses  Geschlechts  nicht  nur  er- 
forderlich, sondern  auch  ausreichend. 

Auf  Grund  dieser  letzteren  Bedingungsgleichung,  also  unter 
Voraussetzung  des  Reciprocitätsgesetzes  hat  Dirichlet  die 
Anzahl  der  Geschlechter  ohne  die  allgemeine  Bestimmung  der 
Anzahl  der  ambigen  Classen,  wie  sie  Gauss  gelehrt  hat,  auf 
analytischem  Wege  bestimmt*).  Da  hier  das  Reciprocitäts- 
gesetz  nach  der  Methode  des  zweiten  Gauss 'sehen  Beweises, 
jedoch  imabhängig  von  jener  allgemeinen  Bestimmung  der  An- 
zahl der  Ambigen  begründet  worden  ist,  würde  nichts  im  Wege 
stehen,  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Geschlechter  jetzt  den 
Dirichlet'schen  Weg  zu  beschreiten,  auf  ihm  also  den  zuletzt 
ausgesprochenen  Satz  unabhängig  von  Gauss  und  zugleich 
a  posteriori  vermittelst  der  Gleichung  (30)  den  allgemeinen 
Ausdruck  für  die  Anzahl  der  Ambigen  wieder  zu  gewinnen. 

b)  Die  temären  Formen. 

6.  Aber  wir  wenden  uns  nun  wieder  von  den  binären 
Formen  zu  den  temären  zurück.  Das  für  die  ersteren  erhaltene 
Resultat  lässt  sich  verwenden  zu  dem  Nachweise,  dass  die 
im  zweiten  Capitel  definirten  möglicherweise  vor- 
handenen Geschlechter  ternärer  quadratischer  Formen 
stets  auch  wirklich  vorhanden  sind. 

Bezeichnet  (Ä,  J)  eine  gegebene  Ordnung  ternärer  qua- 
dratischer Formen,  so  ist  die  Frage,  ob  es  eine  Form  f  dieser 
Ordnung  giebt  von  der  Art,  dass,  wenn  5  ^^^  Reciproke  be- 
deutet, die  Symbole 

\W '  W/  * ' '  \T/ '  \r/ '  '  " ' 

in  denen  co,  co',  ...  die  sämmtlichen  verschiedenen  Prim- 
faktoren von  Ä;  d,  8'j  ...  die  sämmtlichen  verschiedenen 
Primfaktoren  von  J  bezeichnen,  vorgeschriebene  Werthe 
haben. 

Sei  nun  M"  eine  positive  zu  2  SU  prime  Zahl,  für  welche 
die  Gleichungen 

*)  S.  Analytische  Zahlentheorie,  Abschnitt  9. 
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sowie  die  Congmenzbedingang 

jr'=  a  (mod.  4) 

erfüllt  sind;  wie  es  solche  Zahlen  stets  giebt;   mit   fi,  in',  ... 

bezeichnen  wir  ihre  verschiedenen  Primfaktoren.     Dann  giebt 

es  dem  in  voriger  nr.  Bewiesenen  zufolge  stets  ein  Geschlecht 

(ev.  positiver)   eigentUch-primitiver    binarer    Formen  mit   der 

Determinante 

2)  =  —  aJJf'=  3  (moA  4), 

deren  Einzelcharaktere,  wenn  9  jede  durch  eine  Form  dieses 
Geschlechts  darstellbare  positive,  zu  2D  prime  Zahl  bedeutet, 
die  folgenden  Bedingungen: 


(32) 


\a)  ~  \a>)'       Km')  °"  L'/» 

(f)-(^.(?)-(^).- 


und 


9-1 


(- 1)^ = («t) 


erfüllen;  denn  die  letzte  dieser  Bedingungen  lasst  sich,  da 

—  SIM''=  3  (mod.  4) 
ist,  auch  so  schreiben: 

i=(-i)— ^.(^) 

und  erweist  sich  als  identisch  mit  der  Dirichlet'schen  Bedin- 
gungsgleichung für  die  Existenz  eines  dem  Gesammtcharakter 
(32)  entsprechenden  Geschlechtes  binärer  Formen  mit  der  Deter- 
minante D.  Als  Repräsentanten  irgend  einer  Glasse  dieses 
Geschlechts  dürfen  wir  eine  Form  (m,  n",  w')  wählen,  deren 
erster  Coefficient  positiv  imd  prim  ist  gegen  2Sl]ir\  Da  als- 
dann die  Gleichungen  stattfinden: 


(33) 


IM  — 1 
(-1)      ^ 


~  \SIM")' 


so  ist  für  jeden  in  M''  aufgehenden  Primfaktor  fi 
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also  —  Jm  quadratisclier  Rest  von  ft^  und  also  auch  yon  M", 
mithin  ist  nach  nr.  4  des  dritten  Capitels  die  Congruenzbe- 
dingong 

iNy  -  N'yy  +  ^{my*  +  2n"yy'  +  m'y'«)  =  0 

(mod.  M") 

erftUlbar  und  somit  die  Form  (m,  n'j  m')  als  Bestandtheil  in 

einer  temären  Form  f' "'/  "I)    mit  der  Determinante  ß«^ 

\n,  n  f  n  / 

/M,  M',  M"\ 
und  mit  der  Reciproken  ( ./  J  ^„A  enthalten,  während  die 

Ordnung  (+  Ä,  J)  ist.  ffiemach  giebt  es  eine  temäre  quadra- 
tische  Form  von  der  Ordnung  (A^  /i\  deren  durch  die  Zahlen 
m  und  jßT'  gelieferten  Einzelcharaktere  nach  (31)  imd  (33)  die 
vorgeschriebenen  Werthe  haben^  und  folglich  gehört  zu  jedem 
der  angebbaren  Gesammtcharaktere  wirklich  ein  Qeschlecht 
temärer  quadratischer  Formen  der  Ordnung  (Ä,  A). 

7.  Wir  können  die  Betrachtung  des  Geschlechts  temärer 
Formen  nicht  verlassen,  ohne  einer  Definition  desselben  Raum 
zu  geben,  die  auf  einer,  von  der  bisherigen  ganz  verschiedenen 
Ghnndlage  ruht.  St.  Smith  hat  zuerst  den  Beweis  geführt*), 
dasS;  wenn  eine  ternäre  quadratische  Form  f  der  Ord- 
nung (iS2,  A)  durch  eine  Substitution  mit  dem  Mo- 
dulus  Eins  und  mit  rationalen  Goefficienten,  deren 
Generalnenner  prim  sei  zu  2SIA,  transformirt  wird, 
die   entstehende  Form,   wenn  sie  ganzzahlig  ist,  dem- 


*)  Man  bemerke  hierzu  jedoch,  was  Her  mite  (J.  f.  Math.  52  S.  2) 
sagt:  J'ai  trouvä  qu'elles  jouissent  de  cette  propri^t^  arithmätique  g6n4- 
rale,  que  pour  nn  Systeme  donn^  de  valeurs  des  invariante  les  formes 
des  diverses  classes  sont  transformables  les  unes  dans  les  autres  par 
des  snbstitntions  lin^aires  au  d^terminant  un,  mais  ä.  coefficiens  frac- 
tionnaires,  c*est<ärdire,  en  adoptant  la  notion  proposde  par  Mr.  Eisen- 
stein, que  les  diverses  classes  ne  forment  qu'un  genre.  Eisenstein 
ist  wohl  der  Erste  gewesen,  welcher  aus  der  rationalen  Transformation 
der  Formen  den  Gesichtspunkt  zur  Eintheilung  der  letzteren  in  Ge- 
schlechter entnommen  hat  (Monatsb.  der  Berl.  Ak.  1852  S.  850). 
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selben  Geschlechte  angehört  wie  /*,  dass  aber  anch 
umgekehrt  zwei  Formen  desselben  Geschlechts  durch 
solche  Substitutionen  in  einander  transformirt  werden 
können. 

Sei,  um  dies  nachzuweisen , 


X   = 


(34) 


n  ^    '     n  ^     '      n   ^ 


tt 


X 


tt 


y  +     y  -T  ~  -y 


ff 


eine  Substitution  vom  Modulus  1,  deren  Coefficienten  rational 
sind  und  den  Generalnenner  n  haben.  Die  umgekehrte  Sub- 
stitution wird,  bei  Anwendung  früherer  Zeichen,  die  folgende 


sein: 


(35) 


X 


fr 


X 


ff 


y 


ff 


A  "  A  "     ,        A  " 


ff 


Geht  nun  durch  die  Substitution  (34)  die  temäre  Form  f 
in  eine  ganzzahlige  Form  /i  über,  so  verwandelt  sich  bekannt- 
lich durch  die  transponirte  Substitution  (35)  die  Adjungirte 
F  von  /*  in  die  ebenfalls  ganzzahlige  Adjungirte  F^  von  /i, 
durch  die  transponirte  Substitution  (34)  aber  umgekehrt  F^ 
in  F,  Aus  dem  ersten  Grunde  sind  die  Coefficienten  von  jF^ 
homogene  lineare   Funktionen   der   Ooefficienten   von   F  und 

A* 
quadratische  Funktionen  der  Grössen     , ;   heissen   also  A,  Sl^ 

resp.  die  grössten  gemeinsamen  Theiler  aller  Goefficienten  von 
jP  und  JF\,  so  muss  nothwendig  Sl^  •  n^  durch  Sl  theilbar  sein, 
und  somit  ist,  falls  n  prim  gegen  2£l/i  angenommen  wird, 
Äj  theilbar  durch  Ä.  Umgekehrt  sind  die  Goefficienten  von 
F  homogene  lineare  Funktionen  derjenigen  von  JF\  imd  qua- 


dratisch in  den  Substitutionscoefficienten 


n 


daher  muss  v?  •  A 


nothwendig  durch  Sl^  theilbar  sein.     Nun  sind,  da  die  Substi- 
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tation  (34)  unimodular  vorausgesetzt  ist,  die  Determinanten  der 
Formen  f  und  f^   einander  gleich;  /^  ist  eine  primitive  Form, 

und  folglich  n  auch  prim  gegen  2Sl^d^y  wenn  es  prim  gegen 
2 SU  vorausgesetzt  wird;  bei  dieser  Voraussetzung  schliesst 
man  daher  aus  dem  Bewiesenen,  dass  Sl  theilbar  sein  muss 
durch  A|.  In  Verbindung  damit,  dass  es  auch  umgekehrt  war, 
findet  sich  also  die  Gleichheit 

i2^  DB  A  und  folglich  auch  z/^  =  J, 

Die  Formen  f  und  f^  gehören  mithin  zur  selbigen 
Ordnung.  Sie  gehören  aber  auch  demselben  Ge- 
schlechte an.  Denn,  da  vermöge  der  Substitution  (34)  die 
Gleichheit 

besteht,  wird  fQr 

y  =  ne^    y  =  nz\    y"  =  m" 
und  ganzzahlige  jgr,  js',  z" 

der  quadratische  Charakter  der  Formen  f  und  f^  in  Bezug  auf 
alle  Faktoren  von  %SU  also  der  gleiche  sein.  Und  dasselbe 
gilt  aus  ähnlichen  Gründen  fElr  die  beiden  reciproken  Formen 

5  und  g,. 

8.  Somit  ist  der  behauptete  Satz  in  seinem  ersten  Theile 
bewiesen.  Der  Nachweis  des  anderen  Theiles  d.  i.  der  Um- 
kehrung des  soeben  Bewiesenen  gründet  sich  auf  folgenden, 
der  Lehre  von  den  binaren  Formen  entnommenen 

Hilfssatz:  Sind  ^>^y  (p^  zwei  binäre  quadratische 
Formen  gleichen  Geschlechts,  so  folgt  aus  der  Auf- 
lösbarkeit der  Gleichung: 

(36)  q)^(x,y)  =  M 
stets  auch  die  der  Gleichung 

(37)  (p^(x,y)  =  Mz^y 

in  welcher  z  als  eine  gegen  die  beliebig  gegebene 
Zahl  N  prime  ganze  Zahl  gedacht  werden  darf.  Um 
dies  zu  zeigen,  darf  man  offenbar  9^,  (p^  durch  jede  ihnen 
äquivalente  Form  ersetzen.     Da  sie  aber  gleichem  Geschlechte 

Bftohmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  9 
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angehören/  giebt  es  in  ihren  Classen  zwei  Formen  ^^^  ^^  und 
im  Hauptgeschlechte  eine  Form  %  so  bescha£Fen^  dass 

oder,  weil  jede  Form  des  Hauptgeschlechtes  durch  Duplikation 
einer  eigentlich-primitiven  Form  ^  entsteht, 

*8  =  **  •  tl 

gesetzt  werden  kann.  Ist  nun  die  Gleichung  (36)  möglich,  so 
lassen  sich  auch  die  Veränderlichen  in  ^^  so  wählen,  dass 
^1  =  Jf,  und  die  Veränderlichen  in  der  Form  ^  so,  dass  f 
einen  zu  j^  primen  Werth  z  erhält;  mithin  findet  sich 

also  für  geeignete  Werthe  von  x,  y  auch  die  Gleichung  (37). 
Nun  seien  f^y  f^  zwei  temäre,  üeJIs  sie  bestimmte  Formen 
sind,  positive  Formen  desselben  Geschlechts,  gi;  5«  ^^^  Reci- 
proken.  Dann  können,  wenn  m^,  m^  zwei  positive  jxi  2SIJ 
prime  Zahlen  bezeichnen,  welche  durch  f^  resp.  f^  eigentlich 
darstellbar  sind  und  so  gedacht  werden  können,  dass 

/Jm^  =E  ^m^  ^  1  (mod.  4) 

ist,  gleichzeitig  mit  ihnen  durch  f^^,  ^^  zwei  ebenfalls  positive 
zu  2SI/J  prime  Zahlen  M^\  M^'  eigentlich  dargestellt  werden. 
Seien 

♦»x=/;(c«.",o,  J»f/'=5i(v,Ax",v) 

die  gleichzeitigen  Darstellungen  von  m^  und  M<^'\  da  fElr  solche 
die  Bedingung 

erfüllt  sein  muss,  lassen  sich  drei  andere  Zahlen  c^',  a^',  o^  so 
angeben,  dass 

Äff  n'  Q     '        K  ff  (%     f  Q     f       A  ff  o     f  n     f 

0  =  «1  «2  —  «2  «^  ;     \  =  «2  «0  —  «0  «2 ;     Aj  =  Oq^Uj^  —  a^^a^ 

ist.  Die  Darstellung  von  M^"  ist  alsdann  der  eigentlichen 
Darstellung  einer  binären  Form  (p^  mit  der  Determinante 
—  SlMi'  durch  die  Form  f^  mittels  der  Formeln 

^  =  «o^y  +  <y' 

'  n        i         f    f 

^  =  «1  y  +  «1  y 
^  =«2  y +  «2y 

zugeordnet;  der  erste  Coefficient  der  Form  ^j  ist  mithin  w,. 
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In  gleicher  Weise  ist  die  Darstellung  von  M^'  der  eigentlichen 
Darstellung  einer  Form  tp^  mit  der  Determinante  —  StM^' 
und  dem  ersten  Goefficienten  m^  durch  die  Form  f^  zugeordnet. 
Die  Formen  y^,  ^>^  sind  eigentlich  primitiv  und,  faUs  /i,  f^ 
bestimmte  Formen  sind,  positiv.  Femer  gelten  bezüglich  jeden 
Primfaktors  g9  von  St  die  Gleichungen 

(:')-(i).fö)-© 

also,  da  f^tf^  gleichen  Geschlechts  sind,  die  Gleichung 

(f)-fö)- 

Ist  femer  \i  ein  in  M^'  und  M^'  gemeinsam  enthaltener  Prim- 
faktor, so  folgt  aus  den  Gleichungen 

die  andere: 

Man  ersieht  hieraus,  dass  die  quadratischen  Charaktere 
der  beiden  Formen  ^j^,  9,  mit  Bezug  auf  die  ihren  Determi- 
nanten gemeinsamen  Primfaktoren,  ebenso  auch  —  zugleich 
mit  denen  ihrer  ersten  Goefficienten  —  mit  Bezug  auf  den 
Modulus  4  übereinstimmen,  also  mit  einander  verträglich  sind. 
Es  giebt  deshalb  gewisse  arithmetische  Reihen  der  Art,  dass 
die  bezüglichen  quadratischen  Gharaktere  der  in  ihnen  ent- 
haltenen Zahlen  den  Gesammtcharakteren  der  einen  wie  der 
anderen  Form  gleich  sind,  und  unter  diesen  Zahlen  befinden 
sich  unendlich  viel  positive  und  negative  Primzahlen,  also 
auch  eine  nicht  in  2  Sl^  enthaltene  Primzahl  p  desselben  Vor- 
zeichens wie  ß,  und  für  diese  ist  jdp  eee  1  (mod.  4).  Sie  kann 
sowohl  durch  eine  Form  des  Geschlechts  von  g>i,  als  auch 
durch  eine  solche  des  Geschlechts  von  (p^  dargestellt  werden 
und  daher  giebt  es  nach  dem  Hilfssatze  zwei  zu  2Sl^  prime 
Zahlen  z^,  z^  so  beschaffen,  dass  pz^  durch  y^,  pz^  durch  tp^ 
selbst  darstellbar  sind;  offenbar  dürfen  zudem  letztere  Dar- 
stellungen als  eigentliche  gedacht  werden.  Die  Zahlen  pz^, 
pz^  sind  mithin  auch  durch  die  Formen  /i,  f^  resp.  eigentlich 

darstellbar. 

9* 
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Man  denke  sich  nun  zwei  ungerade  Zahlen  M^yM^,  welche 
gleichzeitig  mit  jenen  durch  ^u  5«  ^^^p.  eigentlich  dargestellt 
werden.     Da  die  Einheit 

für  je  zwei  gleichzeitig  durch  /i,  5i  ^^^^  /»>  %2  dargestellte 
ungerade  Zahlen  m,  M  einen  gleichen  Werth  hat,  die  Zahlen 
pz^y  pz^  aber  den  Congruenzen 

Jpz^^  +  1=  ^pz^  +  1  EZ  2  (mod.  4) 

genügen ,  werden  JMi^y  M^  (mod.  4)  congruent  sein.  Wendet 
man  daher  das  obige  Rasonnement  statt  auf  die  Formen  f^j  f^ 
jetzt  auf  Si;  t$2  ^^;  ^^  erkennt  man  einerseits  die  Existenz 
zweier  eigentlich-primitiven  binären  Formen  ^i,  ^g,  welche 
eine  eigentliche  Darstellung  durch  ^^y  %^  gestatten,  denen  die- 
jenigen von  pz^y  pz^  durch  /i,  f^  resp.  zugeordnet  sind,  sodass 
z.  B. 

a>,(^,  x')  =  %^{x^x  -f  Kx\  i^x  +  K^'y  v^  +  V^') 

ist,  andererseits  die  Existenz  zweier  durch  0^,  0^  resp.  eigent- 
lich darstellbarer  Zahlen  TZ^yVZ^y  unter  P  eine  Primzahl, 
unter  Zj,  Z^  ganze  Zahlen  verstanden,  die  alle  prim  sind 
gegen  2iföz/. 

Man  hat  also  z.  B.  für  passende  Werthe  von  Xy  x' 

d.  i.  zwei  gleichzeitige  eigentliche  Darstellungen  der  Zahlen 
pz^y  TZ^  durch  /i  und  fj^;  demnach  giebt  es  eine  mit  f^ 
äquivalente  Form 


^\j    ^';.  ^i"/ 


deren  erster  Coefficient  «i  =i>^i^  in  deren  Beciproken  aber 
der  dritte  Coefficient  31/' =  TZ^  ist.  Ebenso  giebt  es  eine 
mit  /g  äquivalente  Form 
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deren  erster  Coeüficient   o,  ^p^g*,   in    deren  Beciproken  aber 
der  dritte  Coefficient  ?tj"=  PZ^*  ist.     Den  Gleichungen 

Oi^i'Vi  =  ^"{aioo  +  W'x'  +  b^'x-y  +  a(«,"a;'  —  fd^x'y 

+  OjÄz/a;"* 
zufolge  geht  dann  die  Form 

mit  rationalen  Goefficienten  durch  die  Substitution 


h  '         ^l  '        ^1 


a; 


/f 


X"=  lo," 

mit  dem  Modulus  |)P  in  die  Form  g^,  durch  die  Substitution 

X  ^'^x^^x'   -\-^x" 

mit  demselben  Modulus  in  die  Form  g^  über,  und  somit  ver- 
wandelt sich  durch  eine  unimodulare  Substitution  mit  rationalen 
Goefficienten,  deren  Generalnenner,  ebenso  wie  z^,  z^y  Z^y  Z^ 
nur  prim  gegen  2Sl^  sein  kann,  g^  in  ^g;  Gleiches  gilt  dann 
offenbar  von  den  mit  g^y  g^  resp.  äquivalenten  Formen  /i,  f^ 
w.  z.  b.  w. 


Sechstes  Capitel. 
Positive  Foraen.     Die  Form  x^  +  rc'*  +  x"^. 

1.    Von  nun  an  beschränken  wir  uns  zunächst  ganz  auf 
positive  Formen  der  Ordnung  (£ly^)y  für  welche  demnach 
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Ä  >  0  ist.  Vor  allem  ist  eine  Betrachtung  anzustellen,  welche 
Eisenstein  zur  Einführung  eines  neuen  sehr  wichtigen  Be- 
griffes veranlasst  hat. 

Wendet  man  auf  eine  positive  temäre  Form  sämmtliche 
Substitutionen  an,  deren  Modulus  1  ist,  so  erhält  man  alle  zu 
ihr  äquivalenten  Formen,  jede  von  ihnen  gleich  oft,  denn 
unter  jenen  Substitutionen  befinden  sich  auch  diejenigen 
Substitutionen  in  endlicher  Anzahl  0,  welche  die  Form 
in  sich  selbst  verwandeln  und  genau  so  oft,  wie  in  sich 
selbst,  verwandelt  sich  (nach  nr.  5  des  ersten  Capitels)  die 
Form  in  jede  ihr  äquivalente.  Nun  fand  man  die  sämmtlichen 
Transformationen  einer  Form  f  in  sich  selbst  mittels  der  ganz- 
zahligen Auflösungen  gewisser  Gleichungen  von  der  Form 

wo  F  die  Adjungirte  von  f  und  0  eine  von  der  Determi- 
nante von  f  abhängige  Zahl  bedeutet.  Demnach  wird  ihre 
Anzahl  0  mit  der  Form  f  selbst  veränderlich  sein,  ganz  ab- 
weichend von  den  binären  Formen,  bei  welchen  die  Transfor- 
mationen in  sich  selbst  mittels  der  Auflösungen  der  Peirschen 
Gleichung  bestimmt  werden,  ihre  Anzahl  also  nur  abhängig 
ist  von  der  Determ]nant.e  und  deshalb  für  alle  Formen  gleicher 
Determinante  gleich  gross.  Da  aber  das  System  aller  unimo- 
dularen  Substitutionen  für  jede  Form  f  dasselbe  ist,  giebt  es 
offenbar  um  so  mehr  mit  f  äquivalente  Formen,  die  Classe, 
welcher  f  angehört,  wird  um   so   dichter   an  Formen  sein, 

je  kleiner  0  oder  je  grösser  --  ist,  oder  die  Anzahl  Formen 

einer  Classe  ist  proportional  mit  diesem  Bruche, 
welcher  deshalb  als  das  Maass  (oder  die  Dichtigkeit, 
nach  Smith:  weight)  dieser  Classe,  sowie  jeder  zu  ihr 
gehörigen  Form  benannt  werden  darf. 

Nennt  man  r  die  Anzahl  der  Transformationen  einer  bi- 
nären Form  in  sich   selbst,   so  würde  in   gleicher  Weise  — 

das  Maass  dieser  Form  oder  ihrer  Classe  sein,  ein  Werth,  der 
nach  dem  Gesagten  für  jede  binäre  Form  derselben  Determi- 
nante derselbe,  für  positive  (primitive)  Formen  im  Allge- 
meinen  -^  ist. 

2 


I 
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Da  jeder  Transformation  einer  Form  f  in  sich  selbst  eine 
solche  ihrer  Beciproken  in  sich  selbst  entspricht  und  umge- 
kehrt,  so  ist  das  Maass  für  zwei  zu  einander  reciproke 
Formen  stets  dasselbe. 

Hat  man  mehrere  Glassen  d^  z.  B.  diejenigen  eines  Ge- 
schlechts  oder  einer  Ordnung,    so    kann    man    die    Summe 

ihrer  Maasse,  ^^  -r-,    als   das   Maass   des   Geschlechts 

resp.  der  Ordnung  bezeichnen. 

Der  Begriff  des  Maasses  einer  Form  übertragt  sich  auch 
auf  jede  durch  sie  dargestellte  Zahl  oder  auf  die  ent- 
sprechende Darstellung  selbst: 'Das  Maass  der  Dar- 
stellung einer  Zahl  ist  das  Maass  der  Form,  durch 
die  sie  geschieht.  Dagegen  nennt  man  Maass  der  Dar- 
stellung einer  binären  Form  durch  eine  ternäre  das 
Produkt   aus   dem  Maasse   der   erstereü   in   das  Maass 

der  letzteren:  -x;  und  wieder  wird  Maass  eines  Systems 

von  Darstellungen,  sei  es  von  Zahlen,  sei  es  von  bi- 
nären Formen,  die  Summe  der  Maasse  aller  jener 
resp.  aller  dieser  sein. 

Nach  Einführung  dieser  wichtigen  Eisenstein'schen  Be- 
griffe stellt  sich  nun  von  selbst  die  Aufgabe  dar,  das  Maass 
eines  gegebenen  Geschlechts  der  Ordnung  {St^  A)  oder  dieser 
Ordnung  selbst  zu  bestimmen,  und  wird  im  nächsten  Gapitel 
gelöst  werden.  An  dieser  Stelle  soll  vorläufig  nur  ein  dahin 
zielender  Satz  hergeleitet  werden,  der  sich  aus  den  bisherigen 
Untersuchungen  leicht  erschliessen  lässt. 

2.  Sei  ein  Geschlecht  positiver  Formen  der  Ordnung 
(i$2,  J)  gegeben  dadurch,  dass  man  den  ihm  entsprechenden 
Symbolen 

bestimmte  Werthe  beilegt.  Versteht  man  unter  M"  eine  posi- 
tive und  zu  2Az/  prime  Zahl,  welche  die  Bedingungen 

und  M"  ^=.  Ä  (mod.  4)  erfüllt,   so   giebt  es,   wie  im  vorigen 
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Capitel  gezeigt  worden  ist^  ein  bestimmtes  Geschlecht  (posi- 
tiver) eigentlich-primitiver  binarer  Formen  mit  der  Determi- 
nante  D  =  —  UM",  dessen  Classenrepräsentanten  g>  so  ge- 
wählt werden  können^  dass  die  f&r  die  Darstellbarkeit  durch 
eine  Form  der  Ordnung  (ä,  J)  erforderliche  Bedingung^  näm- 
lich die  Congruenz 

(2)  {Ny  —  Kyy  +  ^  •  <p  ^  0  (mod.  JT') 
erföUbar  ist.     Seien 

(3)  9^1,  g>,,  ...  tpg 

diese  Repräsentanten  der  verschiedenen  Classen  des  genannten 
Geschlechts.  Um  alle  ihre  eigentlichen  Darstellungen  durch 
die  Ordnung  (Ä,  J)  zu  finden^  muss  man  verfahren,  wie  es 
in  nr.  6  des  dritten  Capitels  auseinandergesetzt  worden  ist 
Man  bilde  also  zunächst  für  die  Form  fp^  die  dort  mit  (34) 
bezeichneten  Formen.  Man  darf  sich  nun  aber  auf  diejenigen 
Formen 

(^)  /i;  hy  /sj  •  •  • 

des  dortigen  Systems  (32)  beschränken,  welche  dem  Ge- 
schlechte temärer  Formen,  das  man  betrachtet,  angehören; 
denn  jede  der  Formen  f-^  kann  nur  einer  Form  dieses  Ge- 
schlechts äquivalent  sein,  da  sie  die  Bedingungen 

und  ihre  Reciproke  5^'^  zugleich  die  Bedingungen 

(¥)-(^}-(f).- 

erftillt.  Ist  wieder  ^  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primfak- 
toren, aus  denen  Jf"  besteht,  also  2^  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Congruenz  (2),  so  ist  die  Anzahl  der  Formen  f^^  ebenso 
gross.  Angenommen  nun,  f^^  sei  äquivalent  mit  f^,  so  giebt 
es  zunächst  so  viel  von  einander  verschiedene  eigentliche  Dar- 
stellungen von  9?i  durch  /i,  als  es  Transformationen  von  f^ 
in  /^'>  oder  auch  in  sich  selbst  giebt,  deren  Anzahl  O^  heisse; 

das  Maass  jeder  einzelnen  dieser  Darstellungen  ist  -^  und  folg- 

1 

lieh  das  Maass   ihrer  Gesammtheit   gleich  —     Um   alle   ver- 
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scliiedenen  Darstellungen  yon  9>i  durch  die  Formen  (4)  zu  er- 
halten, muss  man  diese  Betrachtung  für  jede  der  Formen  /^'^ 

anstellen  und  findet  dann  offenbar  2^*  •  —  für  das  Maass  sämmt- 

t 

licher  Darstellungen  von  (p^  durch  die  Formen  (4)  des  ge- 
gebenen Geschlechts;  und  wenn  dieselbe  Betrachtung  fclr  jede 
der  Formen  (3)  wiederholt  wird,  ergiebt  sich  das  Resultat: 

DasMaass  sämmtlicher  eigentlichen  Darstellungen 
der  Glassenrepr'äsentanten  des  gedachten  Geschlechts 
binärer  Formen  durch  das  Formensystem  des  gege- 
benen ternären  Geschlechts  ist 

(5)  2^.^.- 

3.    Man  bezeichne  mit 

die  Reciproken  zu  den  Formen  (4)  des  gegebenen  Geschlechts. 
Jeder  eigentlichen  Darstellung  einer  der  Formen  (3)  durch 
eine  der  Formen  (4)  ist  bekanntlich  eine  eigentliche  Darstel- 
lung von  M"  durch  die  entsprechende  Reciproke  aus  der 
Reihe  (6)  zugeordnet.  —  Ist  umgekehrt  -3f"  durch  eine  der 
letzteren  Formen,  etwa  durch  $^  eigentlich  darstellbar,  so  ist 
diese  Darstellung  der  eigentlichen  Darstellung  einer  binären 
Form  <p  mit  der  Determinante  —  SIM"  durch  die  Form  f^ 
zugeordnet;  diese  Form  ist  primitiv  (nach  nr.  3  des  dritten 
Capitels)  und  zwar  eigentlich,  da  die  Determinante 

^E  3  (mod.  4) 

ist;  und  weil  sie  durch  f^  eigentlich  darstellbar  ist,  muss  die 
Gongruenz  (2)  auflösbar,  also  die  Gleichungen 

(f)-(^-(j')-(^.- 

ebenso  wie  auch  diese  anderen: 


\a>/  ~  \o>/'   Lv  ""  Lv'  "* 


und  endlich,  da  für  das  Geschlecht  von  tp  die  Dirichlet'sche 
Bedingungsgleichung  statthaben  muss,  auch  die  folgende: 
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erfOUt  seio,  d.  h.  9  mnas  dem  in  voriger  nr.  bezeichneten  Ge- 
scUechte  binärer  Formen  angehörig  und  deshalb  mit  einer 
der  Formen  (3),  etwa  mit  tp^j  äquivalent  sein.  Demnach  ist 
dann  die  Darstellung  von  M''  auch  einer  eigentlichen  Darstel- 
lung dieser  letzteren  Form  durch  /i  zugeordnet,  und  zwar 
nicht  nur  einer,  sondern  (nach  nr.  1,  4)  des  dritten  Capitels) 
genau  r  solchen   DarsteUungen.     Das   Maass   der   DarsteUung 

von  Jtf"  durch  5i  ^  ^^^^  a~>  <^  jeder  einzelnen  Darstellung 
von  ffi  durch  die   entsprechende  Form  f^   ist   — ,    also   das 

Maass  sämmtlicher  Darstellungen  von  9>i  durch  f^^^  denen  die- 

*  i 

jenige   von  -3f"  zugeordnet    ist,   gleich  —  •     Denkt  man  folg- 

lieh  alle  eigentlichen  Darstellungen  von  M"  durch  die  Formen 
(6),  so  ist  die  Summe  ihrer  Maasse  gleich  der  Summe  der 
Maasse  aller  eigentlichen  Darstellungen  der  Formen  (3)  durch 
die  Formen  (4),  denen  solche  Darstellungen  von  Jf "  zugeordnet 
sind,  d.  h.  aber  nach  der  anfänglich  gemachten  Bemerkung 
sämmtlicher  eigentlichen  Darstellungen  der  Formen  (3)  durch 

die  Formen  (4)  überhaupt,   also   gleich   2^*«— •     Oder   wir 

erhalten  den  Satz: 

Ist  M''  eine  positive  zu  2SU  prime  und  mit  ß 
(mod.  4)  congruente  Zahl,  welche  die  Bedingungen  (1) 
erfüllt,  und  ft  die  Anzahl  der  verschiedenen  Prim- 
faktoren, aus  denen  sie  besteht,  so  ist  das  Maass 
ihrer  eigentlichen  Darstellungen  durch  die  Formen 
(6),  welche  den  Repräsentanten  (4)  eines  gegebenen 
Geschlechts  ternärer  Formen  der  Ordnung  (ß,  J)  reci- 

prok   sind,   gleich  2^  mal   dem  Maasse  —   eines  (durch 

die  Gleichungen  (32)  vorigen  Capitels)  bestimmten 
Geschlechts  positiver  eigentlich-primitiver  binärer 
Formen  mit  der  Determinante  —  ßJf". 

Da  jedes  Geschlecht  solcher  Formen  gleichviel  Glassen 
enthält,  darf  hierbei  unter  g  die  Anzahl  Glassen  ihres  Haupt- 
geschlechts verstanden  werden. 
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Die  Form  a:^  +  a;'*  +  x"\ 

4.  Von  den  letztgefiindenen  allgemeinen  Ergebnissen 
machen  wir  jetzt  im  Besonderen  die  Anwendung  auf  die  ter- 
nären  Formen  der  Ordnung  (1, 1).  Vorweg  sei  bemerkt,  was 
erst  an  späterer  Stelle  bewiesen  werden  wird,  dass  alle  diese 
Formen  nur  eine  einzige  Glasse  bilden,  als  deren  Repräsentant 
die  einfachste  Form  derselben,  die  Form 

(7)  f=x^  +  x'^  +  x'^ 

genommen  werden  darf.  Dieser  Form  ist  es  eigenthümlich, 
dass  ihre  Beciproke  mit  ihr  identisch  ist: 

(8)  %  =  x'  +  x''  +  x'^. 

Da  nur  eine  Glasse  vorhanden  ist,  giebt  es  auch  nur  ein 
einziges  Geschlecht,  das  Hauptgeschlecht,  welches  gleichfalls 
durch  die  Form  (7)  repräsentirt  wird.  Auf  diese  einzige  Form 
reducirt  sich  also  das  mit  (4)  bezeichnete  System  von  Formen, 
sowie  das  mit  (6)  bezeichnete  auf  die  einzige  Form  (8).  Die 
im  Vorigen  mit  Jf"  bezeichnete  positive  Zahl,  die  wir  grösser 
als  1  denken,  hat  man  hier  nur  der  einzigen  Bedingung  zu 
unterwerfen,  dass  M"  ^  1  (mod.  4)  sei.  Dem  Schlusssatze 
der  vor.  nr.  gemäss  ist  alsdann  das  Maass  aUer  eigentiichen 
Darstellungen  von  ikf"  durch  die  Form  x^  -\-  x^  -\-  x'^  gleich 

2^*  •  — ,  wenn  g  die  Anzahl  Classen  des  Hauptgeschlechts  bi- 
närer Formen  mit  der  Determinante  —  ikf "  bezeichnet.  Wegen 
Jf">l  ist  T  =  2;    femer   ist   das   Maass  jeder   eigentlichen 

Darstellung   einer  Zahl   durch   die  Form  fj   gleich  ~q,   wenn 

8  die  Anzahl  der  Transformationen  von  ^^  in  sich  selbst,  also 
(nach  nr.  3  des  vierten  Capitels)  die  Zahl  24  bezeichnet.  Ist 
denmach  Ä  die  Anzahl  der  eigentlichen  Darstellungen  von 
-5f"  durch  5>  so  ist 

(9)  ä  =  2^*  •  ?     oder  A  =  d'2^+''g.   . 

Auf  solche  Weise  geht  der  Gauss'sche  Satz*)  hervor: 
Die  Anzahl  der  eigentlichen  Darstellungen  einer 


*)  S.  Disquifl.  Arithm.  art.  291. 
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poBitiven  Zahl  M"  von  der  Form  4n -f-  1  als  Summe 
dreier  Quadrate  ist  3-2''+*. g,  wenn  n  die  Anzahl  der 
Terachiedeneo  Primfaktoren  bezeichnet,  aus  denen  Jlf" 
besteht,  and  g  die  Anzahl  der  Classen  im  Haaptge- 
schlechte  binärer  eigentlich-primitiver  quadratischer 
Formen  von  der  Determinante  — M". 

Für  Zahlen  M"  von  der  Form  8n  +  3  besteht  ein 
ähnlicher  Satz:  Die  Anzahl  der  eigentlichen  Darstel- 
lungen einer  solchen  Zahl  als  Summe  dreier  Quadrate 
ist  2'"+'  -g.  Doch  kann  dieser  Satz,  obwohl  er  auf  gana  ana- 
logen Betrachtungen  beruht,  als  für  den  Beweis  des  ersteren 
verwendet  worden  sind,  aus  unseren  Eniwickelungen  nicht  ohne 
weiteres  abgeleitet  werden,  weil  es  dazu  auch  der  Betrachtung 
uneigeatlich-primitiver  Formen  bedQrfen  würde,  die  wir  ver- 
mieden haben. 

Die  Zahlen  von  der  Form  8n -|- 7  kommen  nicht 
in  Betracht,  da  solche^  durch  die  Form  x^  -\-  x'*  -\-  x"* 
nicht  darstellbar  sind.  In  der  That  besteht  fOr  diese  Form 
(s.  (41)  des  zweiten  Capitels)  die  Gleichung 

E 1 

und  folglich  sind  nur  solche  ungerade  Zahlen  durch  die  Form 
darstellbar,  welche  r^  1,  3,  5,  nicht  aber  solche,  welche  ^^  7 
(mod.  8)  sind.  Dies  leuchtet  auch  ohne  weiteres  ein;  denn  da 
X*  -{■  x'*  +  x"*  nur  dann  von  der  Form  4b  +  3  wird,  wenn 
x,x',x"  ungerade  sind,  in  diesem  Falle  aber  von  der  Form 
8«  +  3  ist,  kann  eine  Zahl  von  der  Form  8«  +  7  nicht 
Summe  dreier  Quadratzahlen  sein. 

In  gleicher  Weise  fiberzeugt  man  sich,  dass  nur 
solche  gerade  Zahlen  als  Summe  dreier  Quadrate 
eigentlich   darstellbar   sind,   welche  die  Form  4n  -\-  2 

>arstellungen  einer  ungeraden  Zahl  als  Summe 
:  sind  ihre  Zerlegungen  in  eine  solche  Summe 
m,  indem  man  bei  den  letzteren  nur  auf  die 
ei  Quadrate,  nicht  aber  auf  ihre  verschiedene 
die  Vorzeichen  ihrer  Grundzahlen  Acht  nimmt- 
e  Zerlegung  in  drei  von  Null  und  von  einander 
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verschiedene  Quadrate  offenbar  je  1  •  2  •  3  •  2'  «=  48,  eine  Zer- 
legung, bei  welcher  ein  Quadrat  Null,  die  anderen  also  ver- 
schieden sind,  je  1  •  2  •  3  •  2*  =  24,  oder  bei  welcher  alle  drei 
Quadrate  von  Null  verschieden  aber  zwei  gleich  sind,  je 

3  .  2»  =  24 

verschiedenen  eigentlichen  Darstellungen  entsprechen.  Fin- 
den sich  demnach  unter  allen  Z  Zerlegungen  in  drei  Quadrate 
resp.  z  und  g  solche  von  den  beiden  letzten  Arten,  so  ist 

A  =  48(Z  —  ^  —  e)  +  24(^  +  g) 
=  48Z— 24(^  +  e).*) 

Eine  eigentliche  Zerlegung  M"=^x^  +  o;'*  ist  aber  nur  dann 
möglich,  wenn  —  1  quadratischer  Rest  von  M"  ist,  und  dann 

giebt  es  deren  — - .  2^*+^  =  2^~^;   ebenso  ist  eine  eigentliche 

Zerlegung  j5f"  =  x^  +  2x'^  nur  möglich,  wenn  —  2  quadra- 
tischer Rest  von  M"  ist,  und  dann  giebt  es  deren 

1.2i«+^  =  2^-i. 

Bezeichnet  demnach  x,  jenachdem 

Jf"  EE  1  (mod.  4)     oder  M'  .r=  3  (mod.  8) 

ist,  Zg  oder  ^,  so  kann  man  sagen: 
es  ist 

wenn  —  1  und  —  2  Nichtreste  von  Jf"; 

wenn  nur  eine  dieser  Zahlen  quadratischer  Rest; 

2  =  2'«-».  (1+2), 

wenn  sie  beide  quadratische  Reste  von  M"  sind. 

Ist  insbesondere  Jlf"«=  8n -|- 3,  so  wird  die  erste  oder 
zweite   dieser  Formeln   gelten,  jenachdem  — 2   quadratischer 

•)  Der  Fall  Jtf"=  8  ist  auszunehmen,  denn  in  ihm  ist  nur  eine 
Zerlegung:  8  =  1*-|-1*  +  1*  vorhanden,  bei  welcher  alle  drei  Qua- 
drate gleich  sind. 


(9a) 
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Nichtrest  oder  Rest  von  M"  ist,  und  da  in  diesem  Falle  «  =  ^, 
so  zeigen  diese  Fonneln,  was  die  Theorie  der  binären  Formen 
bestätigt,  dass  die  Anzahl  der  Classen  im  EJAuptgeschlechte 
binärer  Formen  mit  einer  Determinante  —  M"  ^  5  (mod.  8) 
ein  Vielfaches  von  3  ist. 

Hier  ist  der  Ort,  mit  Dirichlet  (s.  den  Schluss  seiner 
recherches  sur  Tapplication  de  Tanalyse  infinit&imale  ä  la 
theorie  des  nombres,  Crelle's  Journal  21  S.  155)  darauf  hin- 
zuweisen, wie  man  durch  eine  Gombination  seiner  Formeln 
für  die  Glassenanzahl  mit  den  Gauss 'sehen  Sätzen  über  die 
Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  als  Summe  dreier  Qua- 
drate für  diese  letztere  Anzahl  sehr  einfache  Formeln  ge- 
winnen kann,  die  von  jeder  Beziehung  auf  binäre  Formen  be- 
freit sind. 

In  der  That,  wenn  man  sich  der  Kürze  wegen  auf 
den  Fall  M." ^^  1  (mod.  4)  beschränkt,  so  kann  man  u.  A. 
für  die  Anzahl  B.{^ —  Jf ")  der  Classen  eigentlich-primitiver 
binärer  Formen  mit  der  Determinante  —  JT'  folgende  Formeln 
aufstellen: 

1)  ff(_jr')=^^=^ 

2)  J(-  M")  =  4  (St  -  SB), 

in  denen  a,  /J  alle  zu  4Jlf"  primen  Zahlen  <  4j5f"  bedeuten, 
für  welche  resp. 

ist,  während  ?(,  S5  die  Anzahl  dieser  Zahlen  a,  /J  sind,  welche 
2M"  nicht  übersteigen; 

3)  H{—  M')  =  2{A  —  JB), 

wo  -4,  B  die  Anzahl  aller  gegen  M"  primen  Zahlen  a,  h  be- 
zeichnen,  welche  <  -^  sind  und  resp.  die  Gleichungen 

erfüllen,  einfacher: 
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falls  man  dem  Symbole  \jj[A  j  so  oft  5  und  M"  einen  ge- 
meinsamen Theiler  haben^  den  Werth  Null  beilegt.  —  Da  nun 

ist,  findet  man  aus  dem  Gauss' sehen  Satze  entsprechend 
folgende  drei  Formeln  für  die  Anzahl  A  der  eigentlichen  Dar- 
stellungen Yon  M."  als  Summe  von  drei  Quadraten: 


(10) 


1)^  =  3.^^^ 

2)  ^  =  6(«  —  <8) 


Ton  denen  wohl  die  letzte  die  einfachste  zu  nennen  ist. 
Wenn  M"  ez  3  (mod.  8)  ist,  so  findet  man  ähnlich 

(lOa)  ^  =  8  .  ^'"^  (^) . 

1 

5.    Für  die  ausgezeichnete  temäre  Form 

die  wir  soeben  betrachtet,  waren  bereits  vor  Gauss  die  haupt- 
sächlichsten Sätze  seiner  allgemeinen  Darstellungstheorie  von 
Legendre  hergeleitet  worden*),  doch  stellen  sie  sich  bei  ihm 
unter  anderer  Form  dar,  weil  er  sich  einer  den  Mathematikern 
vor  Gauss  eigenthümlichen  Ausdrucksweise  bedient.  So  nennt 
er  jede  eigentliche  Darstellung  einer  Zahl  als  Summe  dreier 
Quadrate  eine  trinäre  Form  dieser  Zahl,  jede  (positive) 
binäre  quadratische  Form  der  Determinante  —  D  heisst  ein 
Theiler  von  ^  +  Dw*,  und,  wenn  sie  einer  eigentlichen  Dar- 
stellung durch  die  Form  /"==  a;^  -|-  ^'^  +  ^''*  fähig  ist,  ein 
trinärer  Theiler  dieses  Ausdrucks.  Hierbei  gelten  äqui- 
valente binäre  Formen  nur  als  ein  einziger  Theiler  desselben. 
Von  den  Methoden  zwar,  welche  Legendre  angewendet,  seine 
Resultate  zu  erreichen,  und  welche  durchweg  elementarer  Art 

*)  Legendre,  throne  des  Nombres. 
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sind^  können  wir  hier  keine  Darstellung  geben^  aber  es  scheint 
zur  Orientirung  über  die  ältere  zahlentheoretische  Literatur 
nicht  unwichtig,  in  Kürze  das  Verhältniss  zu  kennzeichnen,  in 
welchem  seine  Betrachtungen  zu  der  hier  dargestellten  Gauss- 
sehen  Theorie  stehen. 

Vorweg  ist  zu  bemerken,  dass  Legendre  als  ver- 
schiedene trinäre  Formen  einer  Zahl  oder  einer  binären  Form 
9>  nur  die  verschiedenen  Zerlegungen  derselben  in  die  Summe 
dreier  Quadrate  zahlt,   daher  die  r  =  2  Darstellungen  von  9: 

(11)    x=      ay-\-ßy',x'^      a'y  +  ß'y',x"=      a"y -\^ß"y' 

und 

(Ha)  X ay- ßy',  x'=  -  a'y - ß'y',  x" a"y -  ß"y', 

denen  ein-  imd  dieselbe  Darstellung  ihrer  Determinante  ent- 
spricht, nur  eine  einzige  trinäre  Form  des  Theilers  g>  geben. 
Dies  vorausgeschickt,  folgt  zunächst  aus  nr.  1,  1)  und  2)  des 
dritten  Capitels,  wenn  man  daselbst  die  Form  f  und  ihre  Reci- 
proke  g-  mit  a;«  +  x'^  -f  a:"«  identificirt:  Jedem  trinären 
Theiler  von  fi  +  -5f"w*  ist  eine  trinäre  Form  von  M" 
zugeordnet  (Legendre  nr.269)  und  umgekehrt  (L.nr.272); 
auch  kann  (L.  nr.  274)  jede  trinäre  Form  von  M"  nur 
einem  einzigen  trinären  Theiler  von  fi  +  ikf'V  zuge- 
ordnet sein  (nach  Capitel  3  nr.  1,  5)). 

Ist  aber  eine  Form  (^,  g,  r)  eigentlich  durch  f  darstell- 
bar mittels  der  Formeln  (11)  und  A,  A',  A"  die  zugeordnete 
Darstellimg  von  J(f",  so  wird  die  entgegengesetzte  Form  (/?, 
—  g,  r)  durch  f  dargestellt  mittels  der  Formeln 

x  =  ay-ßy\    x' =  a'y  -  ßY,    x'=a''y-ßY 

und  die  zugeordnete  Darstellung  von  Jf"  ist 

Wenn  nun  die  Form  (p,  g,  r)  einer  ambigen  Glasse  angehört, 
also  äquivalent  ist  mit  (p,  —  9,  ^)}  so  ist  die  letztere  Dar- 
stellung (nach  Cap.  3,  nr.  1,  3))  auch  einer  Darstellung  von 
{Pf  Q7  0  zugeordnet,  welche  von  der  Darstellung  (11)  oder 
(IIa)  verschieden  sein  muss.  Die  genannten  beiden  Darstel- 
lungen von  M''  geben  jedoch  nur  eine  trinäre  Form  von  Jlf": 

i(f"=A^  +  A'^-f  A"l 
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Man  findet  also:  Während  im  Allgemeinen  jeder 
trinären  Form  von  M"  nur  eine  einzige  trinäre  Form 
des  zugeordneten  Theilers  von  t^  +  -^'w*  entspricht, 
entsprechen  ihr  zwei  solche  Formen,  sooft  derTheiler 
ambige  (nach  Legendre's  Ausdrucksweise:  bifide)  ist  (L. 
nr.  275—278). 

Wenn  q>  =  (jp,  g,  r)  eine  Form  der  Determinante  —  M'\ 
wenn  femer  p,  M"  relative  Primzahlen  und  —  p  quadratischer 
Rest  ist  von  M'\  P  aber  irgend  eine  durch  (p,q,r)  dar- 
stellbare zu  Jlf"  prime  Zahl,  so  ist  auch  —  P  quadratischer 
Rest  von  M'\  also  Jfcf"  durch  eine  Form  ^  mit  der  Deter- 
minante —  P  darstellbar.     Dies  folgt  sogleich,  wenn  man 

annimmt,  aus  der  Gleichung 

i) .  P  =  (pa  +  qßy  +  M"ßK 

Legendre  nennt  alsdann  die  Form  g)  einen  reciproken 
Theiler  von  i^  -\-  M"v?,  Die  Congruenz  nun,  deren  Auf- 
lösbarkeit die  nothwendige  Bedingung  für  die  eigentliche 
Darstellbarkeit  einer  Form  9?  durch  die  Form 

ist,  lautet  folgendermassen: 

(12)  (2^y  —  KyJ  +  9?  =  0  (mod.  MJ, 

für  diese  besondere  Form  f  ist  sie  nach  nr.  5  und  6  des  dritten 
Gapitels  zugleich  die  ausreichende  Bedingung  der  Darstell- 
barkeit, denn  das  Formensystem  (32)  daselbst  reducirt  sich 
im  gegenwärtigen  Falle  auf  die  einzige  Form  /*.  Aus  der  Con- 
gruenz folgt  aber  für  jede  durch  9?  darstellbare  Zahl  P,  dass 
—  P  quadratischer  Rest  von  M."  ist;  und  umgekehrt  wird 
sie  auflösbar  (nach  nr.  4  daselbst),  wenn  dies  für  irgend  eine 
durch  g>  darstellbare,  gegen  W  prime  Zahl,  z.  B.  für  ihren 
ersten  Coefficienten  p  erfüllt  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  oflFen- 
bar:  Jeder  trinäre  Theiler  von  ^  -\' M^'v?  ist  ein  reci- 
proker  Theiler  dieses  Ausdrucks,  und  umgekehrt  (L. 
nr.  302  und  304).  Für  den  Fall  M"  ez  1  (mod.  4)  wären 
hiemach  die  (nicht  äquivalenten)  reciproken  Theiler  jenes  Aus- 

Bachmaun,  Zahlen thoorie.    IV,  1.  10 
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drucks  mit  den  durch  9i,  92, . .  .  9y  bezeichneten  Formen  in 
nr.  2  identisch. 

Das  Vorhandensein  solcher  Theiler  —  welches  in  dem 
angegebenen  Falle  sich  aus  dem  im  vorigen  Capitel  gegebenen 
Nachweise  ergiebt,  dass  ein  Geschlecht  binärer  Formen  tp 
existirt,  für  welches  die  Congruenz  (12)  auflösbar  ist  —  wird 
von  Legendre  in  den  nr.  293 — 301  allgemeiner  untersucht. 
Aus  den  mitgetheilten  Resultaten  erschliesst  er  dann  neben 
anderen  ähnlichen  Sätzen  den  Satz:  dass  jede  ungerade 
Zahl,  welche  nicht  die  Form  8n  -}-  7  hat,  als  Summe 
dreier  Quadratzahlen  darstellbar  ist  (L.  nr.  317 sqq.). 

6.  Bewiesen  haben  wir  diesen  Satz  bisher  erst  für  die 
Zahlen  von  der  Form  4n  -f- 1,  für  diejenigen  der  Form  8n  +  3 
noch  nicht;  derselbe  Satz  gilt  aber  auch  noch  für  die  geraden 
Zahlen  von  der  Form  4n  +  2,  so  dass  man  aussagen  darf: 

Jede  Zahl,  welche  keine  der  Formen  4n  oder 
8n  -f-  7  hat,  kann  (eigentlich)  in  der  Form 

d.  i.  als  Summe  dreier  Quadratzahlen  (ohne  gemein- 
samen Theiler)  dargestellt  werden.  Da  dieser  Satz  zu- 
gleich den  Ausgangspunkt  für  eine  ganze  Reihe  weiterer,  sehr 
interessanter  Entwickelungen  bildet,  ist  es  nöthig,  ihn  in  seiner 
ganzen  Allgemeinheit  zu  beweisen;  und  wenn  man  dabei  von 
der  Anzahl  der  Darstellungen  ab  und  nur  auf  die  Möglich- 
keit der  Darstellung  sieht,  lässt  sich  dieser  Beweis,  wie 
Dirichlet  gezeigt  hat*),  ohne  die  allgemeine  Oauss'sche 
Theorie  mittels  verhältnissmässig  sehr  einfacher  Betrachtungen 
folgendermassen  erbringen. 

Es  ist  bereits  bemerkt,  dass  alle  temären  Formen  der 
Ordnung  (1,  1)  oder,  was  dasselbe  sagt,  alle  positiven  temären 
Formen  mit  der  Determinante  1  nur  eine  Classe  bilden,  also 
sämmtlich  der  Form  x^  -{-  x'^  -{-  x"^  äquivalent  sind.  Giebt 
es  mithin  eine  positive  Form  mit  dieser  Determinante,  durch 
welche  die   gegebene    positive   Zahl   a    eigentlich    darstellbar 


*)  Dirichlet,  über  die  Zerlegbarkeit  der  Zahlen  in  drei  Qua- 
drate, Joum.  f.  Math.  40  S.  228,  oder  Joom.  des  Math.  v.  Liouville, 
2.  särie,  t.  4. 


zu 
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oder,  noch  bestimmter,  eine  solche  Form,  deren  erster  Coeffi- 

cient   gleich  a  ist,   so    ist  a   auch    eigentlich    darstellbar   als 

Smnme    dreier  Quadratzahlen.     Demnach  ist   nur   erforderlich 

/a,  «',  a\ 
zeigen,  dass  eine  Form  I  ,     ,,    ,„  j  vorhanden  ist,  welche 

folgende  Bedingungen  erfüllt: 
erstens: 

(13)  aa'a'  +  266'6"  —  ab^  —  aV^  —  a"6"«  =  1, 

zweitens,  wodurch  die  Form  bekanntlich  als  eine  posi- 
tive charakterisirt  wird: 

(14)  ^'=aa"  — 6'«>0. 

Wählt  man  zu  diesem  Zwecke  6'=  1,  6"  =  0,  so  wird 
die  Gleichung  (13),  wenn  Ä  =  a'a' —  6*  gesetzt  wird, 

(15)  a=aÄ  —  1. 

Kann  man  nun  eine  positive  Zahl  Ä  nachweisen  von  der  Be- 
schaffenheit, dass  —  Ä  quadratischer  Rest  von  a    ist,  sodass 

die  Congruenz 

z^  E^  —  Ä  (mod.  a) 

auflösbar  oder,  was  dasselbe  ist,  zwei  ganze  Zahlen  b  und  a" 
der  Gleichung 

gemäss  angebbar  sind,  so  wird,  da  a  >  1  gedacht  wird,  a   und 
folglich  nach  Gleichung  (13),  der  man  die  Gestalt 

aÄ'  =  a6«  +  1 

geben  kann,  auch  Ä'  positiv  sein  und  die  Form  (  ,     ^     p.    ) 

allen  Bedingungen  genügen.     Eine  solche  Zahl  A  ist  aber  in 
der  That  nachweisbar. 

Sei  zuerst  a  von  der  Form  4n  -|-  2.  Denkt  man  dann 
Ä  positiv  und  von  der  Form  4n  +  1,  so  wird  auch  a  der 
Gleichung  (15)  zufolge  von  der  Form  4n  +  1  ^^^  prim  zu  Ä 
und  folglich 

{-^  -  (i)  -  (i)  -  (-/) '  '• 

Nun  ist  aber  a'  von  der  Form 

a  =  4an  -■{-  a  —  1, 

10* 
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in  welcher,  dem  Dirichlet*schen  Satze  von  der  arithmetischen 
Progression  gemäss,  jedenfalls  eine  positive  Primzahl  a  ent- 
halten ist,  von  welcher  also  dann,  wie  verlangt,  —  A  quadra- 
tischer Rest  ist. 

Sei  zweitens  a  ungerade,  aber  nicht  von  der  Form 
8n  +  7.  Setzt  man  dann  J.  =  8m  +  ^  ^^^  wählt,  was  auf 
zwiefache  Weise  möglich  sein  wird,  £  aus  der  Reihe  1,  3,  5,  7 
so,  dass  aAzr.?>  (mod.  4)  wird,  so  wird 

a  =  aA  —  1 

gerade,  jedoch  nicht  theilbar  durch  4.     Wird  demgemäss 

a  =  2a' 

gesetzt,  wo  a  ungerade,  so  folgt  aus  vorstehender  Gleichung 
ohne  Schwierigkeit 

o'-f  1  ^+J  ,  ^*  — 1 


(^-)  =  -(-l)    *     "* 


8 


und   indem  man  nun  nach    einander   für   a  die  verschiedenen 
Formen  8n  +  1;  3,  5  wählt,  findet  man  folgende  Combinationen: 


a  =  8n-f  1 


a  =  8n  +  3 


a  =  8«  +  5 


^  =  8m  +  3,  « 

A  =  8m  +  7,  a 

^  =  8m-f-l,  « 

A  =  8w  +  5,  a 

^  =  8m  +  3,  a 


=  4Ä  +  3,     (:^) 1 

=  4Ä  +  l,     (^)  =  +  l 
=  4A  +  3,     (:^)  =  +l 

=  4A  +  3,     (^)  =  +  l 

^  =  8»j  +  7,    «'  =  4A  +  l,     (=1-^)  =  —  1. 

Man  sieht   demnach,   dass  in  allen  Fällen  A  so  wählbar 
ist,  dass  die  Bedingung: 

(- ^)  - 1 

tM'fUllt  wird.     Aus  Gleichung  (15)  folgt  aber 

a'  =  2  l^'^  —  1)  =  4rtm  +      (af  —  1), 
W<>  /nj<loi(*h  mit  «'  auch    ^  (^«f  —  1)    zu  4a  prim   sein   muss. 
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In  dieser  arithmetisclien  Progression  findet  sich  somit  auch 
eine  positive  Primzahl  a  und  in  Bezug  auf  diese^  ebenso  aber 
dann  auch  in  Bezug  auf  a'  =  2a'  wird  —  Ay  wie  es  sein 
soll,  quadratischer  Rest  sein*). 

7.    Aus   dem   solcherweise   bewiesenen  Satze   ziehen   wir 
sogleich  noch  ein  paar  weitere  Folgerungen. 

Ist  zunächst 

4n4-2  =  x*  +  n;'«  +  a;"^ 

so  müssen  noth wendig  zwei  der  Zahlen  x^  x\  x\  etwa  die 
beiden  ersten  ungerade,  die  dritte  gerade  sein;  setzen  wir  dem- 
gemäss 

x='y  +  y,    x=y  —  y,    X   =2y  , 

so  ergiebt  sich  unmittelbar 

d.  h.  der  Satz:  Jede  ungerade  Zahl  ist  als  Summe  von 
zwei  einfachen  und  einem  doppelten  Quadrate  dar- 
stellbar. 

Ist  femer 

Sn  +  S  =  x^  +  x^  +  x'\ 

so  müssen  alle  drei  Zahlen  Xy  x\  x*  ungerade,  also 

x  =  2y  +  l,    a;'  =  2y'  +  l,    x'=2f^\ 
sein,  woraus  dann  sofort  die  Gleichung 

„ ^^ — H 2 \ ~i 

d.  i.  folgender  Satz  hervorgeht:  Jede  ganze  Zahl  lässt  sich 
als  Summe  von  drei  Trigonalzahlen  darstellen**). 


*)  Dirichlet  zeigt  a.  a.  0.,  dass  dasselbe  Verfahren  auch  noch 
in  anderen  Fällen,  z.  B.  anwendbar  ist,  um  nachzuweisen,  dass  jede 
durch  8  nicht  theilbare  Zahl  in  der  Form  o;*  +  a;'*  +  3^"' 
eigentlich  darstellbar  ist.  Nach  derselben  Methode  hat  Leb esgue 
(in  Liouv.  Journal  des  Math^m.  2.  s^rie,  t.  2  p.  149)  bewiesen,  dass  jede 
ungerade  Zahl  als  Summe  von  vier  Quadraten,  deren  zwei  einander 
gleich  sind,  d.  h.  in  der  Form  a;*  +  ^'*  +  2a;"*  eigentlich  dar- 
stellbar ist. 

••)  Bezeichnet  man  Trigonalzahlen  zur  Abkürzung  mit  zf,  d\  J'\ 
so  ist  dem  Satze  zufolge  jede  ganze  Zahl  in  der  Form 

.  n  =  J  +  zi'  +  z/" 
darstellbar.     Aus 
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Von  diesem  Satze,  der,  wie  der  vorhergehende,  in  einem 
allgemeineren,  von  Fermat  angegebenen  Theoreme  enthalten 
ist,  gab  Lagrange  den  ersten  Beweis,  der  dann  von  Euler 
sehr  vereinfacht  worden  ist*).  Derselbe  ruht  auf  ganz  anderer 
Grundlage,  als  der  hier  gegebene,  und  stützt  sich  auf  folgende 
drei  Momente:  erstens  wird  gezeigt,  dass  es  für  jede  gegebene 
Primzahl  p  eine  Simime  von  vier  Quadraten  giebt,  welche 
theilbar  ist  durch  j>;  zweitens  wird  hieraus  gefolgert,  dass 
p  als  Summe  von  vier  Quadraten  darstellbar  ist,  und  drittens, 
dass  dasselbe  dann  auch  von  jeder  beliebigen  Zahl  gelten  muss. 

Den  ersten,  wichtigsten  Punkt  erledigen  wir,  indem  wir, 
uns  zum  Theil  auf  Euler 's  Betrachtungen  stützend,  einen 
Satz  beweisen,  den  Lagrange  zum  Ausgangspunkte  nimmt. 
Er  lautet  folgendermassen:  Ist  p  eine  ungerade  Primzahl, 
durch  welche  Ä  und  B  nicht  theilbar  sind,  so  können 
drei  ganze,  nicht  sämmtlich  durch  p  theilbare  Zahlen 
x^yyZ  so  gewählt  werden,  dass  der  Ausdruck 

(16)  x^  +  Ay^  +  Bz^ 

durch  p  aufgeht.  Denn,  wäre  dies  unrichtig,  so  würde  — A 
nothwendig  ein  quadratischer  Nichtrest  von  p  sein,  weil  sonst 
für  ein  passendes  x 

x'  +  A-V-^B-O'^-^O  (mod.  p) 

wäre;   dasselbe   gilt  von  —  B,     Nun    sei    zuerst  p   von   der 

Form  4w  -|-  1  und  6  ein  beliebiger  Nichtrest  von  p,  dann  darf 

man 

—  Ah  =  a\     —Bb  =  ß^ 
setzen,  wodurch 

b(x^  +  Ay^  +  Bz^)  =  bx^  —  (ayf  —  {ßzf 

also  durch  p  theilbar  wird,  wenn  man  x  ^3  0  und,  was  be- 
kanntlich für  eine  Primzahl  p  von  der  Form  4n  +  1  möglich 

ist, 

{ayf  +  {ßzf  -  0  (mod.  p) 

wählt;   also   wird   dann   auch,   gegen   die  Voraussetzung,    der 


*)  Lagrange  in  den  M^m.  de  TAcad^mie  de  Berlin  1770;  Euler 
in  den  Acta  Petrop.  I,  II  1775;  s.  auch  Commentationes  Arithmeticae 
collectae  I  S.  688 :  novae  demonstrationes  circa  resolutionem  numerorum 
in  quadrata. 
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Ausdruck  (16)  durch  p  aufgehen.  —  Ist  aber  zweitens  p  von 

der  Form   4w  +  3,   so   werden  A  und  B  quadratische  Reste 

von  p  also  etwa 

jB  IE  y*,     ÄE^  3^  (mod.  p) 
sein,  woraus 

Äy^  +  Bz^  =  2  AB 

folgt;  mithin  muss  2 AB  und  folglich  2A  ein  quadratischer 
Rest  sein,  denn  sonst  wäre  —  2 AB  ein  solcher,  also 

x^ .  .  —2 AB 
und 

x^  +  Ay^  +  Bz^  1-  0  (mod.  p) 

gegen  die  Annahme.  Ist  aber  2A  ein  quadratischer  Rest,  so 
hätte  man  Congruenzen  von  der  Form 

B  =  y\     2Az2z% 
woraus 

Ay^  +  Bz^  =  ^AB 

imd  weiter  auf  gleiche  Weise  wie  vorher  ^A  als  ein  quadra- 
tischer Rest  hervorgehen  würde,  u.  s.  w.  Aber  die  Zahlen  A^ 
2Ay  SA,  .  . .  geben  sämmtliche  Reste  (mod.  p),  unter  denen 
es  nicht  nur  quadratische  Reste  giebt,  und  man  kommt  also 
auch  im  jetzigen  Falle  auf  einen  Widerspruch. 

Setzt  man  nun  insbesondere  A  =  B=1,  so  erkennt  man, 
dass  es  stets  Zahlen  x,  y,  z  giebt,  die  nicht  sämmtlich  durch 
p  aufgehen  und  für  welche  x^  -f-  y*  -|-  ^**)  o^i^r  a^ch  allge- 
meiner eine  Summe  von  vier  Quadratzahlen: 

X'  -{-  y^  -\-  z^  -\-  w* 

durch  p  theilbar  ist.     Nachdem  dieser  erste  Punkt  festgestellt 


*)  Diese  Thatsache  lässt  sich  nach  Hermite  (Grelle 's  Journal 
Bd.  47  S.343)  einfach  folgendermassen  erharten:  Setzt  man  p-s  (mod.  4), 
wo  also  s  gleich  -|- 1  oder  —  1  ist,  so  enthält  die  arithmetische  Progression 

Apz  -j-  2€p  —  1 

offenbar  nur  Zahlen  von  der  Form  4n  +  l;  ausserdem  aber  ist  2sp —  1 
prim  zu  4|>,  und  demnach  enthält  sie  auch  eine  Primzahl  q  jener 
Form,  welche  dann  bekanntlich  als  Summe  zweier  Quadratzahlen  dar- 
stellbar ist,  also 

Ipz  +  2fp  —  1  =  x*  +  y' 
oder 

X*  +  y*  +  1'  -  -  0  (mod.  p). 
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worden,  begründet  sich  der  zweite  folgendermassen.  In  der 
Gleichung 

(17)  rr«  +  y«  +  0«  +  M»  =|> .  P 

darf  man  P  <Cp  voraussetzen.  Denn,  wäre  dies  noch  nicht 
der  Fall,  so  zieht  man  für  irgend  welche  ganze  Zahlen  5?  V7 
S,  t;  aus  derselben  die  andere: 

(^  -  lp)'  +  (y  -  vpY  +  (^  -  tpy  +  («  -  vpY =pP', 

in  welcher  nun,  da  Xy  y,  ^,  u  nicht  sämmtlich  durch  p  aufgehen, 
S,  rj,  g,  V  so  gewählt  werden  können,  dass  die  Quadrate,  ohne 

sämmtlich  zu  verschwinden,  kleiner  als  ^  ,  P'  also  eine  posi- 

tive  ganze  Zahl  <  p  wird.  Indem  also  von  vornherein  P  <Cp 
vorausgesetzt  wird,  liefert  die  Gleichung  (17),  falls  P  =  1  ist, 
eine  Darstellung  von  p  als  Summe  von  vier  Quadratzahlen, 
entgegengesetzten  Falls  darf  man  weiter  annehmen,  dass  nicht 
sämmtliche  Quadrate  durch  P  theilbar  sind,  denn  sonst  er- 
hielte man,  falls  P  eine  Quadratzahl  ist,  sogleich  wieder  eine 
Darstellung  von  p  als  Summe  von  vier  Quadraten,  andernfalls 
müsste  p  theilbar  sein  durch  einen  Faktor  von  P,  was  der 
Annahme,  dass  P<,p,  widerspricht.  Nunmehr  aber  liefert 
die  Gleichung  (17)  für  irgend  welche  ganze  Zahlen  g,  iy,  g,  v 
die  andere: 

(X  -  PI)»  +  (y  -  Prjy  +  (;?  -  Pty  +  (M  ~Pvy  =  PQ 

und  man  kann  über  jene  Zahlen  so  verfügen,    dass  jedes  der 

Quadrate,   ohne  dass  sie   sämmtlich  verschwinden,   kleiner  als 

P* 

—   und  somit  Q  <  P  wird.     Multiplicirt   man  nun  mit  Hilfe 

der  Formel  (22)  des  ersten  Capitels,  indem  man  in  derselben 

^7   —  y>    —  ^>   —  *♦      8*^**   S;  ^7  ^'7  ^"; 

x  —  P%,  y  —  Pri,  z  —  Pl,  u  —  Pv     statt  rj,  y,  y',  y" 

setzt,  die  vorige  Gleichung  mit  der  Gleichung  (17),  so  findet 
man  sogleich,  dass  die  vier  Quadrate,  aus  denen  die  linke  Seite 
sich  zusammensetzt,  durch  P*  theilbar  werden,  und  somit 
folgende  Gleichung: 

ijp  —  xl  —  yri  —  zi  —  uvf  -f-  {xri  —  yi  —  ul-\'  zvf 

+  (-^5  —  z%  —  yv^  uy\f  +  ixv  —  wg  +  yg  —  zr\f  =  p  -  Q. 
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Dies  ist  eine  Gleichung  von  der  Gestalt  der  Gleichung  (17), 
aber  es  ist  Q  <C  P,  Da  hiemach  Q  auch  <  p  ist,  können 
wieder  nicht  sämmtliche  Quadrate  durch  Q  theilbar  sein,  und 
folglich  kann  man  auf  ähnliche  Weise  weiter  fortgehen  u.  s.  w. 
und  muss  so  endlich  zu  einer  Gleichung  derselben  Form  ge- 
langen, deren  rechte  Seite  p  selbst  ist,  d.  i.  zu  einer  Darstel- 
lung der  ungeraden  Primzahl  p  als  Summe  von  vier  Quadrat- 
zahlen. 

Dass  die  einzige  gerade  Primzahl  2  gleichfalls  so  dar- 
stellbar ist,  bedarf  keines  Beweises,  es  ist 

1»  +  12  _|_  0«  +  0«  =  2. 

Ist  aber  jede  Primzahl  so  darstellbar,  so  folgt  drittens 
ohne  weiteres  aus  der  angezogenen  Formel  des  ersten  Capitels, 
dass  auch  jede  beliebige  Zahl  als  eine  Summe  von  vier 
Quadratzahlen  dargestellt  werden  kann*). 

Wie  gross  die  Anzahl  solcher  Darstellungen  ist,  wird 
später  ermittelt  werden  (zweiter  Abschnitt,  zehntes  Capitel). 

8.  Wir  wenden  ims  nunmehr  zu  dem  allgemeinen 
Fermat'schen  Theoreme,  dessen  wir  bereits  gedachten  und 
von  welchem  die  beiden  Sätze  von  den  Trigonalzahlen  und 
den  vier  Quadrätzahlen  nur  die  beiden  einfskchsten  Fälle  sind. 
Dieses  schöne  Theorem  behauptet:  Jede  positive  ganze 
Zahl  kann  als  Summe  von.n  (oder  weniger)  Polygonal- 
zahlen n*®"^  Ordnung  dargestellt  werden.  Fermat  hat 
leider  seinen  Satz  nur  ausgesprochen,  ohne  von  seiner  Beweis- 


•)  Vgl.  hierzu  noch  die  Sätze  von  Lionnet,  welche  Lebesgue 
(Nouv.  Ann.  2.  sör.  11,  p.  616)  aas  der  Zerlegung  der  Zahlen  in  die 
Summe  dreier  Quadrate  hergeleitet  hat,  sowie  auch  Realis  (ebendas. 
2.  s^r.  12  p.  212),  wo  Darstellungen  von  Zahlen  als  Summe  von  vier 
Quadraten  nachgewiesen  werden,  bei  denen  die  Grundzahlen  der  Qua- 
drate gewisse  Bedingungen  erfüllen.  Femer  sei  auf  Liouville's  Notiz 
in  s.  Journal  2.  sdr.  1  p.  230  über  die  Darstellbarkeit  der  Zahlen  durch 
die  Form 

sowie  auf  die  Unmenge  von  Sätzen,  die  er  in  späteren  Bänden  des- 
selben Journals  über  die  Darstellbarkeit  durch  besondere  quadratische 
Formen  mit  vier  Veränderlichen  (ohne  Beweis)  gegeben  hat,  hier  ver- 
wiesen. 
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methode  irgend  welche  Andeutung  zu  geben.  Erst  Cauchy*) 
gelang  es,  einen  aus  sehr  einfachen  Betrachtungen  geschöpften, 
wenn  auch  umständlichen  Beweis  dafür  zu  erbringen,  welchen 
Legendre  mit  mancherlei  Modifikationen,  die  zu  seiner  Ver- 
einfachung dienen  sollen,  in  der  dritten  Ausgabe  seiner  theorie 
des  nombres  (t.  2,  sixi^me  partie)  wiederholt  hat;  auch  gab 
Cauchy  dem  Satze  eine  noch  bestimmtere  Fassung,  indem  er 
ihn  in  folgender  Form  aufetellte: 

Jede  positive  ganze  Zahl  kann  als  Summe  von 
m  -f-  2  Polygonalzahlen  m  +  2**^  Ordnung  dargestellt 
werden,  von  welchen  m  —  2  gleich  0  oder  1  sind. 

Wir  wollen  versuchen,  seinen  Beweis  hier  möglichst  ein- 
fach darzustellen. 

Zunächst  sei  an  die  Definition  der  Polygonalzahlen 
erinnert.     Sind 

1,  w  +  1;  2m  +  1,  • ' '  (ji  —  l)^w  -|-  1 

die  ersten  ^  Glieder  einer  arithmetischen  Reihe  mit  dem  An- 
fangsgliede  1  und  der  Differenz  m,  so  heisst  die  Summe  der- 
selben, nämlich 
(18)  ^  .  ?iOi_li)  +  ^, 

eine  Polygonalzahl  m  -{-  2**'  Ordnung.  Für  w  ==  1  erhält 
man  die  Trigonalzahlen  ^~^~^,  für  m  =  2  die  Quadrat- 
zahlen fi^.  Der  Definition  gemäss  wird  ft  als  eine  nicht- 
negative ganze  Zahl  vorausgesetzt  werden,  obwohl  man  das 
in  der  Formel  (18)  enthaltene  Bildungsgesetz  auch  auf  die 
negativen  Werthe  von  /t  ausdehnen  darf,  wodurch,  wenigstens 
wenn  w  >  2,  zwei  verschiedene  Reihen  von  Polygonalzahlen 
hervorgehen  werden.  Im  Ferma tischen  Satze  sind  jedoch 
nur  Zahlen  derjenigen  Reihe  gemeint,  welche  nicht-negativen 
Werthen  von  /t  entspringen.  In  jeder  Ordnung  dieser 
Polygonalzahlen  kommen  dann  die  beiden  Zahlen  0 
und  1  vor,  welche  in  der  Tbat  aus  (18)  entstehen,  wenn 
man  ^  ==  0  resp.  fi  =  1  wählt. 


*)  Cauchy 's  Abhandlung  wurde  der  Pariser  Akademie  am  13.  Novb. 
1816  vorgelegt. 
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Xach  diesen  Vorbemerkungen  wird  daher  der  Fermat'sche 
Satz  in  der  Fassung  von  Cauchj  auch  folgendermassen  aus- 
gedrückt werden  können:  Ist  N  eine  positire  ganze  Zahl^ 
so  kann  man 

setzen,  während  r  eine  bestimmte  Zahl  der  Reihe 

0,  1,  2, ...  w  —  2, 

tj  Uy  Vy  w  aber  nicht-negative  ganze  Zahlen  sind. 
Es  gilt  also  zu  zeigen,  dass  N  in  der  Oestalt 

(20)  i^=~(x_5)  +  s  +  r 

dargestellt  werden  kann,  wo  r  eine  Zahl  der  Reihe  0,  1,  2, . .  . 
w  —  2;  X  und  8  aber  nicht-negative  ganze  Zahlen  sind,  welche 
eine  gleichzeitige  Darstellung  mittels  nicht-negativer  ganzer 
Zahlen  t,  u,  i;,  w  gemäss  den  Gleichungen 

X  =  <*  -f-  u*  -f- 1;*  +  ir* 

s  =  t   -\-  U    -{-  V   -^  tv 

gestatten.     Man  sieht  sogleich  aus  dem  Umstände,  dass 

x^  -^  X  =  x(x  +  1) 

stets  eine  gerade  Zahl  ist,  dass  auch  x  '\-  s  eine  solche  und 
folglich  X  und  s  gleichartige  Zahlen,  beide  gerade  oder 
beide  ungerade  sein  müssen.     Auch  folgt  aus  der  Identität 

4(^2  ^  ^2  _|_  ^2  ^  ^2) 

=  (t  +  u  +  V  +  wy  +  {t  -{-U—V  —  wy+  (t—u  +  v—wy 

+  (t  —  u  —  t;  +  «^)^ 
dass 

4x  —  s^  >  0 

sein  muss,  also  s  <C.Y4x,  Diese  beiden  Bedingungen,  welche 
die  Zahlen  x  und  s  erfüllen  müssen,  reichen  nun  zwar  zur 
Möglichkeit  ihrer  Darstellung  gemäss  den  Gleichungen  (21) 
nicht  aus.  Aber  man  kann  folgenden  Satz  beweisen:  Ist  x 
eine    ungerade  und  s  eine    zwischen  Y^x  —  2 — 1    und 


(21) 
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yix  enthaltene  gleichfalls  ungerade  Zahl^  so  giebt  es 
nicht-negative  ganze  Zahlen  tjUjV^w,  welche  die  Glei- 
chungen (21)  erfüllen. 

1)  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  bemerken  wir  erstens, 
dass,  so  oft  X,  y,  z  nicht-negative  Zahlen  sind,  zufolge  der 
Ungleichheiten 

{x  +  y  +  zfS  ^^  +  y'^  +  ^* 

{x  +  y-\-zy^{x  +  y  +  zf  +  {y-zf  +  {z-xf  +  {x-yf 

aus  einer  Gleichheit 

x^  -{-  y^  -^  z^  =  a 

sogleich  die  Ungleichheiten 

(22)  |/ö^a;-f-y-f;ef^  j/Sä 

sich  ergeben. 

2)  Sei  nun  x  eine   ungerade  Zahl   und  s   eine    zwischen 

ySx  —  2  —  1  und  ya  enthaltene  gleichfalls  ungerade  Zahl. 

Da  alsdann  4x  —  5*  von  der  Form  8n  -f-  3  ist,  giebt  es  nach 

dem  Satze  in  nr.  6  positive  ungerade  Zahlen  x,  y,  z  von  der 

Beschaffenheit,  dass 

4x  —  s^  =  x^  '\-  y^  -\-  z^ 
oder 

(23)  4:K  =  x^  +  y^  +  z^  +  s^ 

ist.  Da  femer  ySx  —  2  —  1<  5,  also  3x  <  s*  +  25  +  3 
ist,  folgt  nach  (22),  wenn  man  a  =  4x  —  5^  wählt, 

«  +  y  +  ^  < y«^  +  8«  +  12  <s+4. 

Bildet  man  daher  die  acht  Zahlen 

»±^±y±z 

4  ^ 

entsprechend  den  verschiedenen  möglichen  Combinationen  der 
Vorzeichen,  so  ist  die  algebraisch  kleinste  von  ihnen, 

B  —  X  —  y  —  z 
4      \      ' 

noch  algebraisch  >  —  1,  und  demnach  werden  sie,  falls  sie 
ganze  Zahlen  sind.  Null  oder  positiv  sein  müssen.  Nun  sind 
die  beiden  Zahlen 

s  +  oj  +  y-f^,    S'-x  —  y  —  Zy 

da  5,  Xy  yj  z    ungerade   sind,    gerade   Zahlen    und   ihr   Unter- 
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schied  congrueDt  2  (mod.  4)^  also  ist  eine  von  ihnen  theilbar 
durch  4,  mithin  entweder 

eine  ganze  Zahl  und  dann  sind  auch 

8  4-  X  —  y  —  z                s  —  X  4-  y  —  z                 8  —  x  —  v4-jp 
^=  4     y     ^  = T"^ ;    ^  = 4 

ganze  Zahlen;  oder 

,       8  —  X  —  y  —  z 

ist  eine  ganze  Zahl^  und  dann  sind  auch 

8  —  X  4-  y  4-  z                 8  4-  X  —  y  +  z                  8  4-  x  4-  V  —  z 
u= ^^-^—y     v=-^ — i  >    ^=  I     

ganze  Zahlen.     In  beiden  Fällen  aber  findet  man 

und 

fi^u'^  +  v^-^w^^  ^(s^  +  a;«  +  y^  +  z^)  =  x. 

Man   erkennt   hieraus   die  Richtigkeit  des   ausge- 
sprochenen Satzes. 

3)  Vor  Allem  ist  nun  weiter  zu  bemerken,  dass  zwischen 
den  Grenzen 

)/3x  — 2  —  1     und  ya 

stets  eine  mit  x  gleichartige  Zahl  s  vorhanden  ist.  Man  be- 
stätigt dies  leipht  durch  den  Versuch  für  die  Zahlen  x  ^  9, 
für  X  >  9  folgt  es  allgemein  aus  dem  Umstände ,  dass  dann, 
wie  sehr  einfach  zu  erkennen,  die  Differenz 

yj^  _  (|/3x  —  2  —  l)  >  2 

ist,  zwischen  diesen  Grenzen  also  mindestens  zwei  aufeinander- 
folgende ganze  Zahlen  enthalten  sind.  Für  x  =  121  wird  die 
Differenz  sogar  gleich  4  und  bleibt  für  alle  x  >  121  grösser 
als  4;  für  diese  Werthe  von  x  liegen  also  zwischen  den  an- 
gegebenen Grenzen  mindestens  vier  aufeinanderfolgende,  gewiss 
also  mindestens  zwei  mit  x  gleichartige  ganze  Zahlen  und 
ebenso  mindestens  zwei  mit  x  ungleichartige.  Gesetzt  daher, 
für  eine  ungerade  Zahl  x  fände  sich  zwischen  den  Grenzen 

}/3~(x +T)  — ~2  —  1      und  yi(x'+i) 


__4 
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nur  eine  ungerade  Zahl  s,  so  muss  x  +  1  <  121  sein.  Solcher 
Zahlen  x  giebt  es  mithin  nur  eine  massig  grosse  endliche 
Anzahl^  und  man  kann  —  wovon  Cauchy  durch  eine  ganze 
Reihe  von  Sätzen  den  strengen  Nachweis  bringt  —  sich  durch 
den  Versuch  davon  überzeugen,  dass  man  für  jede  dieser 
ungeraden  Zahlen  x  und  die  zugehörige  ungerade  Zahl 
s  einem  der  beiden  folgenden  Systeme  von  Gleichungen 
durch  nicht-negative  ganze  Zahlen  t,  u,  v,  w  Genüge 
leisten  kann: 

entweder: 

X  +  1  =  ^2  ^  t^2  _|_  ^2  _|.  ^2 

s  —  1  =  ^  -\-  u  -f-v  -^  w 
oder 

X  -f  l  =  ^«  -f.  w«  +  r«  +  w« 

s  +  l  =  ^  -f-w   -{-  V   -\-  w, 

4)  Nachdem  auch  dieser  Punkt  festgestellt  worden,  denke 
man  sich  für  eine  ungerade  Zahl  x  sämmtliche  verschiedene 
ungerade  Zahlen,  die  zwischen  den  Grenzen 


(24) 


y3x  —  2  —  1     und  /4x 

enthalten  sind,  und  nenne  s^  die  kleinste,  s^  die  grösste  von 
ihnen,  indem  man  s^  =  s^  setzt,  sobald  etwa  nur  eine  solche 
Zahl  dazwischen  enthalten  ist.     Indem  man  in  dem  Ausdrucke 

(25)  X  =  m~-  +  5  +  r 

sowohl  für  r  alle  seine  zulassigen  Werthe 

0,  1,  2,  ...  w  —  2, 
als  auch  für  8  die  Werthe 

8„  5i  +  2,  s,  +  4,  . . .  5, 

einsetzt,  erkennt  man  leicht,  dass  der  kleinste  aller  so  ent- 
stehenden Werthe  der  Werth 

(26)  B^^m-  ^-^  +  s„ 
der  grösste  aber  der  Werth 

(27)  0,  =  m  ■  ^^^  ^s,+m  —  2 
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ist;  denn  man  findet  nach  den  Voraussetzungen 
^x-5x=(-2-l)-(s,-s)  +  r50 

C7«  -  A  =g-  l)  •  (s  -  Si)  +  m-  2  -  r  ^0, 

da  m  >  2  angenommen  werden  darf.  Die  verschiedenen 
Werthe  des  Ausdrucks  Ä^  bilden  aber  die  gesammte 
Reihe  aller  ganzen  Zahlen  von  B^  bis  Cx,  sodass  jede 
Zahl  N  dieser  Reihe  in  die  Oestalt 

gesetzt  werden  kann.  In  der  That,  jene  Werthe  sind  der 
Reihe  nach  die  folgenden: 

~(X  —  S^)  +  S^,  ^(X  —  5g)  +  5j  +  1,    .  . 


2 
m 


(x Si)+S2  +  »^  —  2 


^  (x  -  s,  +  2)  +  5.  -  2 ,  ^  (x  -  5,  +  2)  +  s,  ~  1 , 


2 

m 


•  • 


(x  —  5^  +  2)  +  5i  +  m  —  4 


^  (x  —  5,  +  4)  +  Sj  —  4,  -^(x  —  s,  +  4)  +  5,  —  3, 


2 

m 
2 


(x  —  «2  +  4)  -+-  Sg  +  w  —  6 


2  («  ~  ^i)  +  ^iy  fC^  —  O  +  «1  +  1>  •  • 

••  y(^-«i)  +  «i  +  »w  -  2, 

und  man  sieht,  wie  jedes  erste  Glied  einer  Reihe  dem  letzten 
der  vorangehenden  gleich  ist,  mithin  die  Glieder  vom  ersten 
an,  welches.  J5x  ist,  die  aufeinanderfolgenden  ganzen  Zahlen 
darstellen  bis  zum  letzten,  welches  Cx  ist.  —  Verbindet  man 
dies  Resultat  nun  mit  dem  zuvor  bewiesenen  Satze,  (unter  2)), 
so  darf  man  sogleich  schliessen:  Jede  Zahl  zwischen  den 
Grenzen  B^  und  Cx  inclusive  lässt  sich  als  Summe 
von  m  +  2  Polygonalzahlen  m  -f-  2*®'  Ordnung  dar- 
stellen, von  denen  m  —  2  gleich  0  oder  1  sind. 
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5)  Hierdurch  ist  der  Satz  von  Fermat  für  alle  Zahlen 
des  Intervalls  von  B^  bis  C^  bewiesen.  Aber  x  ist  jede  be- 
liebige ungerade  Zahl;  demnach  wird  der  Satz  auch  Geltung 
haben  für  das  Intervall  von  J?x4-2  bis  (7x4-2;  wenn  man 

(26  8)         B,+,  =  f  (x  +  2  -  s,')  +  V 

(278)  C«+,  =  -2(x  +  2-0  +  V  +  »»-2 

setzt  und  dabei  unter  Sj^y  s^'  die  kleinste  und  die  grösste  der 
ungeraden  Zahlen  versteht,  welche  zwischen  den  Grenzen 

y3(x  +  2)  — 2  -  1     und  |/4(x  +  2) 
enthalten  sind.    Nun  ist  sowohl  der  Unterschied 

(y3(x  +  2)  -  2  —  i)  —  (ysx  —  2  —  1) 

als  auch  der  Unterschied 

V4ÖH="2)-l/4;c, 

wie  leicht  ersichtlich,  kleiner  als  2,  und  folglich  kann  s^  nur 
entweder  gleich  5^  oder  gleich  5^  +  2  und  ebenso  s^  nur  ent- 
weder gleich  5j  oder  gleich  «2  +  2  sein.  Aus  (27  a)  folgt 
hiemach  sogleich  Cjt^i^  Cx  +  2;  da  aber  dasselbe  Basonnement 
beliebig  oft  wiederholt  werden  kann,  sieht  man,  dass  die 
Reihe  der  analog  gebildeten  Zahlen  Cx,  Cjt^2,  Cie-j-4,  . . . 
mit  wachsendem  Index  über  jede  Grenze  hinauswächst. 

6)  Ist  nun  erstens  s^'  —  Si^2,  so  folgt  leicht  aus  (26a) 

-Bx+i^Cx  +  l; 

weil  aber  der  Satz  von  Fermat  für  jede  zwischen  fx+s  ^^^ 
Ox-f.8  inclusive  enthaltene  ganze  Zahl  schon  erwiesen  ist,  so 
gilt  er  a  fortiori  für  jede  zwischen  Cx  -f-  1  und  Cx-j-2  inclusive, 
und,  weil  er  auch  für  Cx  richtig  ist,  für  jede  zwischen  Cx  und 
Cx.f  3  enthaltene  Zahl.  Mit  Beachtung  des  in  4)  Bewiesenen 
folgt  hieraus  offenbar:  Der  Fermat'sche  Satz  gilt  für 
jede  ganze  Zahl  zwischen  Bx  und  Cx-f-s* 

Ist   zweitens   aber   5/  —  s^  =  0   d.  h.  nur   eine   einzige 
ungerade  Zahl  zwischen  den  Grenzen 

ySx  — 2  —  1     und  y4(x  +  2) 
also  auch  nur  zwischen  den  engeren  Grenzen 

Bachmann,  Zahlentheorie.    IV,  J.  11 
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}/3(x  +  1)  —  2  —  1     und  }/4(x  +  1) 

enthalten^  so  besteht  für  s  =  5^  nach  3)  eins  der  beiden  Glei- 
chungssysteme (24)  und  gleichzeitig  wird 

Bx-\-i  =  Cx  +  2. 
Da  nun  der  Satz   von  Fermat   im  Intervalle   von  JBx-f  i 
bis  Cx+i,  jedoch  auch  für   Cx  schon    erwiesen    ist,   so  ist  er 
im  Intervalle  von  Cx  bis  C^^fi   för   die   einzige  Zahl  Cx  +  1 
noch  fraglich.     Diese  Zahl  jedoch,  nämlich  die  Zahl 

m-'^^^  +  Si  -f  w  —  1, 

nimmt,  je  nachdem  von  den  beiden  Gleichungssystemen  (24) 
das  erste  oder  das  zweite  gilt,  entweder  die  Form 

+  (^  *^^~i~^  +  ^)  +  (^  '^"i^  +  ^) 

oder  dieselbe  Form  +  m  —  2  an  und  gehorcht  somit  dem 
Fermat'schen  Satze.  Man  findet  also  auch  im  gegenwärtigen 
Falle,  dass  dieser  Satz  für  jede  ganze  Zahl  zwischen 
Bx  und  Cx4-2  besteht. 

Wegen  5)  schliesst  man  nun  offenbar:  derselbe  Satz 
gilt  für  jede  ganze  Zahl,  welche  gleich  oder  grösser 
ist  als  Bx.  Nimmt  man  endlich  für  x  die  ungerade  Zahl  1, 
für  welche  Bx  ebenfalls  gleich  1  wird,  so  erschliesst  man 
aus  dem  Bewiesenen  die  Giltigkeit  des  Fermat'schen 
Satzes  von  den  Polygonalzahlen  genau  in  der  Fassung, 
welche  Cauchy  ihm  gegeben,  für  jede  positive  ganze 
Zahl.  — 

Legendre  hat  diesem  Satze  noch  eine  Reihe  von  spe- 
cielleren  Sätzen  hinzugefügt,  aus  welchen  hervorgeht,  dass 
über  eine  gewisse,  für  jede  Ordnung  der  Polygonalzahlen  leicht 
angebbare  Grenze  hinaus  jede  Zahl  sich  in  vier,  höchstens 
fünf  Polygonalzahlen  zerlegen  lässt.  Hier  mag  es  genügen, 
auf  diese  weiteren  Sätze  über  Polygonalzahlen  noch  hinge- 
wiesen zu  haben*). 

*)  Legendre,  throne  des  nombres  8.  4d. 
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Siebentes  Capitel. 

Bestimmang  des  Haasses  eines  Oesclilechts  and  einer 

Ordnung  positiver  Formen. 

1.  Von  der  besonderen  Form  x^  +  x"^  +  ^''*  wenden 
wir  uns  zur  Betrachtung  der  positiven  Formen  überhaupt 
wieder  zurück^  um  jetzt  allgemein  das  Maass  zunächst  eines 
Geschlechts  solcher  Formen  zu  ermitteln.  Eisenstein^ 
dem  man  die  Einführung  dieses  Begriffs  verdankt^  hat  auch 
bereits  eine  Reihe  von  Formeln  angegeben*),  die  zur  Be- 
stimmung des  Maasses  eines  Geschlechts  oder  einer  Ordnung 
dienen.  In  seiner  vortrefflichen  Arbeit  „Vergleichung  von 
solchen  temären  quadratischen  Formen,  welche  verschiedene 
Determinanten  haben^^  in  den  Monatsber.  der  Berl.  Akad.  v. 
J.  1852  berichtet  er,  dass  er  zu  seinen  Resultaten  geführt 
worden  sei,  als  er  sich  vergeblich  bemüht  habe,  die  scheinbar 
weit  näher  liegende  Aufgabe:  die  Bestimmung  der  Classenan- 
zahl,  zu  lösen. 

Inwieweit  er  dabei  der  Dirichlet'schen  Methoden  sich 
bedient  haben  mag,  geht  aus  seinen  Angaben  nicht  klar  her- 
vor**), und  so  kann  man  auf  seine  Herleitung  der  erwähnten 
Formeln  nur  aus  der  Methode  schliessen,  die  er  in  der  eben 
angefahrten  Arbeit  v.  J.  1852  ausführlich  dargestellt  hat,  eine 
Methode,  welche  ausser  dem  Interesse,  das  sie  an  sich  gewährt, 
darum  Aufmerksamkeit  verdient,  weil  sie  nur  ganz  elemen- 
tarer Hilfsmittel  bedarf. 

Ihrer  Darstellung  müssen  einige  allgemeine  Betrachtungen 
über  lineare  Substitutionen  voraufgeschickt  werden,  die  eben- 
falls  zuerst   Eisenstein    verwendet   hat***);   es   genüge,    sie 


•)  S.  seine  Arbeit  „Neue  Theoreme  der  höheren  Arithmetik"  in 
Grelle 's  Journal  f.  a.  r.  u.  a.  Math.  Bd.  35,  sowie  die  Abhandlung 
„Tabelle  der  reducirten  pos.  temären  quadrat.  Formen  u.  s.  w."  ebendas. 
Bd.  41;  die  letztere  ist  auch  als  ein  besonderes  Werkchen  1851  bei 
Beim  er,  Berlin,  erschienen. 

•*)  S.  den  Schluss  seiner  Arbeit  „Neue  Theoreme  u.  s.  w," 
•*•)  Im  §  6    seiner  Abhandlung   „Allgemeine  Untersuchungen  über 
die  Formen   dritten   Grades   mit   drei  Variabein  u.  s.  w."  in    Grelle 's 
Journal  Bd.  28  S.  328  und  330. 

11* 


liier  für  den  Fall  dreier  Yrnriabeln  za  entwickeln,  dodi  gelten 
sie^   wie  leicht  zn    übenehen,   for  jede  Atw^M    derselben.  — 
Sei 


eine  Sobstitation   £>   mit    dem    posidren    Modnlns  M  und  T 
irgend  eine  Sabstitntion 

1.2;  f=iÄ+(»z   +»^ 


mit  dem  Hodolns  1^  so  wird  der  Hodolus  der  zusammen- 
gesetzten Substitution  U=  S -  T  gleich  M  sein.  Die  ^mmt- 
liehen,  aus  8  durch  Zusammensetzung  mit  den  ^Lmmtlichen 
unimodularen  Substitutionen  T  entstehenden  Substitutionen  U 
nennt  Eisenstein  die  Glasse  der  mit  S  aquiTalenten 
Substitutionen,  wobei  sogleich  einleuchtet,  dass  diese  Glasse 
unverändert  bleibt,  wenn  man  8  durch  irgend  eine  andere 
Substitution  ihrer  Glasse  ersetzt.  Es  soll  nun  gezeigt  werden, 
dass  es  für  jede  gegebene  Substitution  S  eine  einzige,  völlig 
bestimmte  Substitution  T  giebt  von  der  Beschaffenheit,  dass 
die  zusammengesetzte  Substitution  U  die  Form  hat: 

0 
(3)  U=\a\      d\ 

e- 

wo  djd'yd''  positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  Produkt  gleich 
M  ist,  wahrend  «',  iy",  9''  den  Bedingungen  genügen,  dass 


<» 


(4)  0^a'<d\    0^1^ 

Nennt  man  eine  solche  Substitution  mit  Eisenstein 
eine  reducirte  Substitution  vom  Modulus  M^  so  kann 
man  die  Behauptung  auch  so  aussprechen:  in  jeder  Glasse 
äquivalenter  Substitutionen  giebt  es  stets  eine  einzige 
reducirte  Substitution. 


(5) 
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Um  dies  nachzuweisen,  stellen  wir  vor  allem  die  zusammen- 
gesetzte Substitution  auf: 

x  =  {ak    +  /JA'   +  yk")z   +  («ft    +  ß^'  +  yiL")z' 

+  {av   +  ßv'   +  'yv")z" 

x'=  (a'A  +  ß'V  +  y'l")z  +  (a>   +  /}>'  +  yV")-^' 

+  (a'v  +  /5'v'  4"  y'v")z" 

x"=  (a"k  +  /5"A'  +  y'k")z  +  (a'>  +  /3'>'  +  y  V')-^' 

(av-f-pi/  4"y^)^  • 

Bezeichnet  nun  S  den  (positiven)  grössten  gemeinsamen  Theiler 
von  a,  ßj  Yy  so  lassen  sich  ganze  Zahlen  A,  A',  k"  so  wählen, 
dass 

wird,  und,  wenn  k^,  Aq',  k^'  eine  Auflösung  dieser  Gleichung 
bedeutet,  so  ist  ihre  allgemeine  Auflösung  folgende: 


(6) 


8 


A"=V'-A-|  +  »--T, 


wenn  A,  e,  k  unbestimmte  ganze  Zahlen  bedeuten.     Sollen  nun 

zuerst 

«ft  +  /5ft'  +  y/*  '  =0,     av  +  ßv'  +  yv"  =  0 

werden,  so  müssen 

(7)  fti/— fti/=y,     /ii/  — ^1/  =  ^-,     ^v   _^v  =  ^ 

sein,  Gleichungen,  denen  man  nach  dem  Gauss 'sehen  Hilfs- 
satze stets  genügen  kann,  und  zwar  ist,  wenn  /Iq,  ^Iq',  /Iq'',  i/q, 
Vq^Vq'  eine  Lösung  derselben  bilden,  ihre  allgemeine  Auf- 
lösung durch  die  Formehi 

V  =  «f^o  +  «n>     v'  =  wf^o'  +  ^  V;     ^"  =  w/^o"  +  «V 
gegeben,  wenn  die  ganzen  Zahlen  m,  n,  r,  5  der  Gleichung 

(8)  ms  —  7ii'  =  1 

gemäss  gewählt  werden.     Hieraus  fliessen  die  Beziehungen 
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«>  +  ß'p  +  y>" 
—  »i(«'ft,  +  ß'ih  +  y  W)  +  '■(«'»'o  +  ^'"o'  +  y'O 

«V  +  ^V  +  yV" 

=  "(«X  +  ^W  +  yW)  +  «(«'n  +  /S'vo'  +  y\")- 

Bedeutet  nun  d'  den  (positiren)  gröasten  gemeinsamen  Theiler 
von 

«X  +  ß'ft^  +  yX"     «nd  a'i-o  +  (3'»o'  +  y\", 

eine  Zalü,  welche  den  Torsa%ehenden  Beziehungen  gemäss 
von  der  besonderen  Wahl  der  Lösung  ji^,  f^\  ^„",  v^,  v^,',  v^' 
unAl>briugig  ist,  so  wird  man 

a-p  +  ßV +  /"'■-<> 
machen,  wenn  man 

«■r.  +  ;J'r,'  -f-  r'','        .  _  «•.".  +  ß'H  +  y'ft." 

M=—  -  ^.  -      ,        S  —  -  ^i 

witlilt,  und,  bedeutet  dann  »o.  r,  eine  Lösung  der  Gleichung 
^S\  so  ist  ihr«  allgemeine  Lösung 

m  ="  Ht^ -\-  t  •  n .     r'=r^-^-is, 
itiid  mau  titMet  einerseits 

«iidorersoits 

."-  +  ßv  +  ( -,■- 

-  "(,«'>o  +  (i>.'  +  ?  V)  +  ••(■<■■■•.  +  ß""^  +  c'V) 

-  j.  [    («"(^  +  ^"c'  +  ?'W)  (■>'••„  +  ß\-  +  rV) 

+  {«'cd  +  Cc'  +  rV)  («"•■.  +  (>■'••.'  +  y'V)] 

+  (C>"  -  O')  (c.V  -  ft"n') 


r  Aimdruck  zur  Linken  aber  eine  ganze  Zahl  ist,  welche 
UM!,  SO  ergiebt  sich  M  als  das  Produkt  der  drei  Zahlen 

a"v+ß"p'+y"v"  ^  d". 
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//  i      äff     f      I  rr     ff 

cc  (i,-\-ß  (i  -{-y  (i 
=  m(a"(i^   -\-  /?'>„'  +  y"fto")  +  r(a"vo  +  ß'\'  +  y'V) 
=  m„(a  V  +  ß"lh  +  y'>o")  +  ro(<^"vo  +  ß"Vo  +  J-'V) 

wo  nun  über  die  ganze  Zahl  t  in  eindeutiger  Weise  so  ver- 
fügt werden  kann,  dass 

ff  I       /»//      /      I  ff      ff 

zwischen  0  inclusive  und  d"  exclusive  zu  liegen  kommt.  End- 
lich nehmen  die  Ausdrücke  (6)  für  A,  A',  A",  wenn  man 

h(i  -f-  i/i'  +  Jc^"=  V 
hv  +  iv'  -f-  ^v  '  =  ^" 
setzt ^  nachstehende  Gestalt  an: 

k  =  Xq  —  V'(i  -f-  l'v,    A'  =  Xq  —  r'ft'  -f-  ^'v'; 

1  /'  1    //  7//      //       I        1f      ff 

in  Folge  wovon  man  findet: 

a'A  +  ^'r  +  yk"  =  a'Ao  +  ^'V  +  T^'V  -  «"•  «', 

a"A  +  /5"A'  +  y"A" 

Hier  kann  aber  zunächst  die  ganze  Zahl  V  auf  eindeutige 
Weise  so  gewählt  werden,  dass  der  erstere  dieser  Ausdrücke, 
und  sodann  auf  eindeutige  Weise  auch  die  ganze  Zahl  V  so, 
dass  der  zweite  derselben  zwischen  die  bei  (4)  angegebenen 
Grenzen  zu  liegen  kommt,  imd  somit  ist  das  Behauptete  voll- 
standig  erwiesen.  — 

Da  andererseits  die  Substitution  (3)  für  jedes  der  Werth- 
systeme  d,  d',  d",  «',  iy",  0",  welches  die  angegebenen  Bedin- 
gungen erftlllt,  eine  Substitution  vom  Modulus  M  ist,  so  giebt 
es  so  viel  reducirte  Substitutionen  mithin  auch  soviel  Classen 
nicht  äquivalenter  Substitutionen  vom  Modulus  Jf,  als  die 
Anzahl  jener  Werthsysteme  beträgt,  d.  i.  für  jede  Zerlegung 
Jf  =  a  .  (J' .  (J"  genau  i'8"\  im  Ganzen  also 

die   Summe   auf   alle   Lösungen   der   Gleichung   (9)   bezogen. 
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Besteht  z.  B.  M  aus  lauter  verschiedenen  Primfiäktoren 

P7  Pf  P\  •  •  •; 
so  ergiebt  sich  die  gedachte  Anzahl  gleich 

2.  Der  Ausgangspunkt  der  Eisenstein'schen  Be- 
trachtung ist  nun  der  folgende:  Transformirt  man  eine 
temare  quadratische  Form,  z.  B.  die  Form 

9,  =  ;r«  +  a;'«  +  Ä:"^ 

mittels  einer  Substitution,  deren  Modulus  ilf  ist,  so  geht  sie 
bekanntlich  in  eine  andere  quadratische  Form  ^  über,  deren 
Determinante  gleich  derjenigen  der  ersteren  mal  Jf  ^  ist;  wenn 
also  M  =  D*,  so  wird  die  Determinante  von  V  gleich  D*  sein. 
Kann  man  aber  die  Substitution  so  wählen,  dass  die  sammt- 
lichen  Coefficienten  von  V  durch  D  theilbar  sind  also 

gesetzt  werden  kann,  wo  f  eine  ganzzahlige  temare  Form,  so 
wird  diese  letztere  die  Determinante  D  haben.  Auf  solche 
Weise  lässt  sich  demnach  durch  eine  ganzzahlige 
lineare  Transformation  aus  der  Form  9  mit  der  Deter- 
minante 1  eine  ternäre  Form  f  mit  beliebig  vorge- 
schriebener Determinante  D  herleiten.  Diese  Betrach- 
tung, welche  in  gleicher  Weise  auf  quadratische  Formen  mit 
einer  beliebigen  ungeraden  Anzahl  2w-|-  1  von  Unbestimmten 
übertragen  werden  kann,  wenn  man  Substitutionen  vom  Mo- 
dulus 2)"+^  verwendet,  fordert  zu  der  Aufgabe  heraus,  die 
sämmtlichen  Substitutionen  8  zu  ermitteln,  welche 
das  Gesagte  leisten,  nämlich  die  Form  ^>  in  das  D-fache 
einer  Form  mit  der  Determinante  D  verwandeln.  Der 
in  voriger  nr.  gemachten  Vorbemerkung  zufolge  kommt  es 
nur  darauf  an,  die  nicht-äquivalenten  oder  auch  die  redu- 
cirten  Substitutionen  von  der  geforderten  Beschaffenheit  zu 
finden,  und  diese  Aufgabe  soll  hier,  jedoch  unter  Be- 
schränkung auf  solche  Werthe  von  D,  welche  ungerade 
und  ohne  quadratischenTheiler  sind,  behandelt  werden. 


^)  Vgl.  zu  dieser  Nummer  Cap.  3,  nr.  10  des  zweiten  Abschnitts. 
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Sie   fordert   offenbar,   die  Elemente  der  Substitution  (3) 
80  zu  bestimmen,  dass  die  Congruenz 

(dy)'  +  («'y  +  d'yy  +  (.,"y  +  0"y'  +  d'YY  -  0  (mod.  D) 

für  alle  Werthe  von  y,  y',  y"  erföUt  wird,  d.  h.  dass  sie  den 
Congruenzen 

a«  +  a'2  +  iy"«  =  0,     *'«  +  e"*  =  0,        *"«  =  Ol 

€'d'  +  i?"e"  =  0,  i?"(J"  =  0,     e"d"  =  or""^  *   ^ 

genügen.  Die  dritte  derselben  erheischt,  dass  d"  theilbar  ist 
durch  D,  wodurch  dann  die  beiden  letzten  ebenfalls  erfüllt 
werden,  sodass  nur  noch  den  dreien: 

(10)     *«  +  a'*  +  fi"^  rE^  0,   (J'2  +  e"«  =  0,  f'd'  +  rj'V'E^  0 

zu  genügen  bleibt.  Die  zweite  der  letzteren  kann  aber  nur 
bestehen,  wenn  d\  9"  durch  jeden  Primfaktor  von  D,  welcher 
die  Form  4A  +  3  hat,  theübar  sind,  und  da  Äd'd"=  D«  und 
d''  schon  durch  D  theilbar  ist,  so  kann  d  keinen  jener  Prim- 
faktoren enthalten.  Dagegen  vertheilen  sich  die  Primfaktoren 
von  D,  welche  die  Form  4^+1  haben,  auf  d  und  d'  so,  dass 
jeder,  der  nicht  in  d'  aufgeht,  in  d  enthalten  und  dass  folg- 
lich d"=  D  ist;  denn,  ist  p  ein  solcher  Primfaktor,  so  folgt 
aus  den  Congruenzen  (10) 

£'M'«  =  i?"^e"»  zZE  -  i7"M'*  (mod.  p) 
d.  i. 

und  folglich  auch  d^  sowie  d  selbst  theilbar  durch  p. 
Hieraus  findet  sich 


wenn  man 

setzt,  und  unter  Q  das  Produkt  aller  Primfaktoren  von  D  von 
der  Form  4ä  +  3,  unter  P^  •  Pg  irgend  eine  Zerlegung  des 
Produktes  P  aller  Primfaktoren  von  D  von  der  Form  4ä  +  1 
in  zwei  Faktoren  versteht.  In  Folge  dieses  Resultats  lassen 
sich  aber  die  Congruenzen  (10),  wenn  man  den  Modulus  in 
seine  Faktoren  auflöst,  durch  die  andern  ersetzen: 


(moA  P,Q). 
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P,'Q'  +  Q"*  =  0\  (moAP,), 

P,^«'  +  ij"6."  =  0l 
P,»  +  t*  +  ij"»  =  0 

e"»  =  0 

r/'Q"  =  0 

Ans  Urnen  folgt  mnächst 

e "  =  P,Q   l, 

WO  A  eine  ganze  Zahl  ist,  welche  nicht- negativ  nnd  <  P^  an- 
zunehmen isty  damit  der  Toi^eschriebenen  Bedingung 

0  5  e"  <  d" 

genügt  werde.  Die  beiden  letzten  Congruenzen  (mod.  Pj) 
gehen  hierdurch  in  die  anderen: 

^11)  1+Jl^ZEO,     £'  +  ij"A=0  .moA  Pi) 

über  und  zeigen,  dass  die  erste  jener  Congruenzen  eine  Folge 
Ton  ihnen  ist,  sodass  man  nur  noch  den  eben  geschriebenen 
Congruenzen,   sowie  der   ersten  der  Congruenzen  (mod.  P2Q)' 

n2\  Pj-  +  £*.+  ij"*  EE  0  i^mod.  P^Q) 

zu  genügen  hat.  —  Sei  p,  jeder  Primfaktor  Ton  P,  und  ö^ 
ihre  Anzahl,  q  jeder  Primfiaktor  tou  Q:  die  Anzahl  der  (mod.  ä") 
d.  i.  mod-  P^V  incongruenten  Systeme  «',  ij",  welche  die 
letzte  Congruenz  erfüllen,  ist  dann 

ij  =  i7.  jx,  - 1 .  -  n-q  + 1)*> 

Ist  nun  £\  r^  irgend  eins  dieser  Systeme  und  k  irgend  eine 
Wurzel  der  ersten  der  Congruenzen  i^ll\  so  kann  man  eine 
Zahl  ij"  so  wählen,  dass  tj^EE  ij  (mod.  P^Qi  und  zugleich 
auch  f'  -(-  f;"jl  e:z  0  (mod.  P^\  wird,  sodass  s'  und  diese  ein- 
deutig imod.  Pj^  '  P^Q '  ^  ^^mod.  d"'  detinirte  Zahl  iy"  die  Con- 
gruenzen iir  und  ^12  ertullen.  Für  jede  Wurzel  l  der  ersten 
dieser  Congruenzen  —  und  deren  Anzahl  betragt  2^,  wenn 
Pj  aus  cT'j  Prim&ktoren  besteht  —  erhält  man  also  77,  und 
somit  im  Ganzen 


*,  i>les  folgt  leicht  aus  den  Formeln  für  die  Anzahl  Wurxehi  qua- 
dratischer Congruenzen  im  &iel»enten  Capitel  des  zweiten  Abschnitts. 
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(13)  2^'* .  il  =  2--  i7(ft  —  1)  .  n{q  +  1) 

Systeme  a\  rj'\  welche  zugleich  mit  den  Congruenzen  (11)  und 
(12)  die  Bedingungen  (4)  erfüllen.  Ebenso  gross  ist  demnach 
auch  die  Menge  der  reducirten  Substitutionen^  die  wir  suchen 
und  welche  der  bestimmten  Zerlegung 

entsprechen.  Um  ihre  6esammtmenge  zu  finden^  sind  die 
Ausdrücke  (13),  die  allen  möglichen  solchen  Zerlegungen  von 
D  zugehören,  zu  summiren.  Nun  kann  man  den  Ausdruck 
(13),  indem  man  o5j  +  ^2?  ^'  ^-  ^^  Gesammtanzahl  der  ver- 
schiedenen Primfaktoren,  aus  denen  P  =  P^P^  besteht,  mit 
S)  bezeichnet,  folgendermassen  schreiben: 

WO  die  zwei  ersten  Faktoren  von  der  Zerlegung  von  P  in 
zwei  Faktoren  unabhängig  sind;  die  auf  alle  diese  Zerlegungen 
bezügliche  Summe  der  Ausdrücke  ist  also 

doch  ist  die  Summe  offenbar  nichts  anderes  als  das  folgende 
Produkt,  das  auf  sämmtliche  Primfaktoren  p  von  P  erstreckt 
gedacht  wird, 

J7(i+'-^^)-/7(^)> 

mithin  findet  man  endlich  die  Oesammtanzahl  der  ver- 
langten reducirten  Substitutionen  gleich 

n(q  +  1)  .  i7(^  +  1) 
d.  i.  einfacher  gleich 

n{d  + 1), 

wenn  man  das  Produkt  auf  sämmtliche  Primfaktoren 
d  von  D  erstreckt;  sie  ist  also  ebenso  gross,  wie  die 
Summe  aller  Theiler  von  D. 

3.  Bei  der  soeben  angestellten  Betrachtung  handelte  es 
sich  um  die  Transformationen  vom  Modulus  D^,  welche  (p  in 
das  D- fache  einer  temären  Form  mit  der  Determinante  D 
überhaupt  verwandeln;  verschieden  davon  ist  die  Aufgabe, 
diejenigen   Transformationen    der    angegebenen   Art   zu   er- 
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mittein  d.  i.  aus  den  gefundenen  auszuscheiden,  welche  9  in 
das  D-fache  einer  gegebenen  temären  Form  mit  der  Deter- 
minante D  überfahren.  Man  kann  jedoch  durch  eine  einfache 
Bemerkung  die  neue  Aufgabe  auf  eine  andere  zurückfahren, 
welche  der  bereits  gelosten  ganz  analog  ist.     Seien 

die  gegebene  temäre  Form  mit  der  Determinante  D  und  ihre 
Adjungirte.  Bezeichnet  man  mit  S  irgend  eine  Substitution, 
durch  welche  die  Form  tp  in  D  •  f  übergeht,  so  folgt  aus  den 
Sätzen  in  nr.  4  des  ersten  Capitels,  dass  die  Substitution  2J, 
welche  durch  Transposition  von  S  entsteht  und  daher  den- 
selben Modulus  D*  hat  wie  S,  die  Form  F  überführt  in  D^ .  9. 
Jede  solche  Substitution  £  kann  man  aber  gleich  2Jq  •  T 
setzen,  wo  2Jq  eine  reducirte  Substitution  vom  Modulus  J)* 
und  T  eine  unimodulare  Substitution  ist;  und,  weil  U  die 
Form  i^  in  D^  -  (p  verwandelt,  und  eine  unimodulare  Substi- 
tution T  den  gemeinsamen  Faktor  aller  Coefficienten  einer 
Form  nicht  verändert,  muss  die  Form,  in  welche  F  durch  U^ 
übergeht,  gleichfalls  von  der  Gestalt  D^  •  ^  und  ^  mit  (p  äqui- 
valent sein,  nämlich  durch  die  Substitution  T  in  9  übergehen. 
Andererseits  ergiebt  sich  aus  der  Beziehung  zwischen  den 
Determinanten  der  ursprünglichen  und  der  transformirten  Form, 
dass  F  durch  eine  Substitution  vom  Modulus  D*  nur  in  das 
D^- fache  einer  solchen  Form  V  verwandelt  werden  kann, 
welche  mit  (p  äquivalent  ist.  Somit  kann  die  Aufgabe,  alle 
gedachten  Substitutionen  U  zu  finden,  auf  die  andere  zurück- 
geführt werden,  sämmtliche  reducirte  Substitutionen  2Jq  vom 
Modulus  D*  zu  ermitteln,  welche  F  in  das  D^-fache  einer 
ternären  Form  überhaupt  verwandeln.  Hat  man  diese  näm- 
lich gefunden  und  ist  Tq  eine  Substitution,  durch  welche  die 
der  Substitution  2Jq  entsprechende  Form  if  in  (p  übergeht, 
0  aber  jede  Substitution,  welche  (p  in  sich  selbst  verwandelt, 
so  haben  die  sämmtlichen  Substitutionen  2J  den  Ausdruck 

Hieraus  entstehen  aber  endlich,*  wie  leicht  zu  erkennen,  die 
gesuchten  Substitutionen  S,  wenn  man 
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setzt  und  unter  Sq,  d"  die  durch  Transposition  von  27qTq,  © 
resp.  hervorgehenden  Substitutionen  versteht,  wo  zu  bemerken 
ist,  dass  dann  d^  ebenso  wie  0  die  sämmtlichen  Substitutionen 
der  Form  g>  in  sich  selbst  bedeutet. 

Bei  dieser  Untersuchung  darf  man  nun  (vgl.  nr.  11  des 
zweiten  Capitels)  zur  Vereinfachung  voraussetzen,  dass  der 
dritte  Coefficient  Ä"  in  F,  sowie  der  erste  Coefficient  a  in  f^ 
prim  sei  zu  D,  sodass  die  Aufgabe  dann  so  gefasst  werden 
kann:  alle  reducirten  Substitutionen  2Jq  vom  Modulus  D*  zu 
finden,  welche,  in  Ä"  •  F  eingeführt,  den  Ausdruck  theilbar 
machen  durch  D*.  Der  algebraische  Ausdruck  dieses  Um- 
Standes  ist  das  Stattfinden  der  Congruenz 

(B'x  +  Bx'  +  Ä"x"y  +  B  .  (aV  —  2b"xx'  +  ax'^)  =  0 

(mod.  D*) 
far 

x  =  dy,    x'=e'y  +  dy,    x"=  ri"y +  B'y  +  S"y", 

eine  Congruenz,  welche  offenbar  dem  Systeme  der  beiden  andern : 

B'x  +  Bx'  +  Ä"x''  =  0,    a'x^  -  2b''xx'  +  ax'^  =  0 

(mod.  D) 

äquivalent  ist,  und  diese  erfordern  die  folgenden  sechs: 

B'd  +  Bs'  +  Ä'Y  =  0;     -B*'  +  ^"ö"  =  0,     Ä''ä"  =  0 
a'd*  —  26"*a'  +  a«'«  =  0,  —  b"dö'  +  ae'S'  =  0,  a<J'*  he  0. 

Aus  ihnen  folgt  zunächst  nach  der  über  a,  J."  gemachten  An- 
nahme, dass  d',  d"  theilbar  sind  durch  D  oder  vielmehr  wegen 
der  Gleichung 

dass 

*'  =  d"  =  D    und  *  =  1 

sind.  In  Folge  davon  ist  die  vorletzte  Congruenz  von  selbst 
erfOllt,  die  zweite  ergiebt  —  mit  Rücksicht  auf  die  vorge- 
schriebene Bedingung  (4)  — 

e"  =  0, 

and  die  noch  übrigen  nehmen  die  Form  an: 

(14)     B'  +  Bs'  -\-Ä"f)"^0,    a' —  26V  +  o£'«  =£  0, 
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deren  letzte  auch  so  gestaltet  werden  kann: 

(14a)      (a«'  -  Vf  =  6"«  —  aa=  —  A"  (mod.  D). 

Hieraus  ersieht  man,  dass  es  Substitutionen  der 
verlangten  Beschaffenheit  nur  giebt,  wenn  - — A"  qua- 
dratischer Rest  von  D  ist,  d.  h.  wenn  die  Form  /*  einem 
durch  diese  Bedingung  (da  ß  ==  1  ist)  vollständig  be- 
stimmten Geschlechte  G  von  Formen  angehörig  ist. 
Setzt  man  also  f  als  eine  Form  dieses  Geschlechtes  voraus, 
so  hat  die  Congruenz  (14a)  2*  verschiedene  Wurzeln,  wenn  x 
die  Anzahl  der  Primfaktoren  bezeichnet,  aus  denen  D  sich  zu- 
sammensetzt, und  zu  jeder  dieser  Wurzeln  gehört  eine  be- 
stimmte Zahl  «'  <  D  d.  h.  <  d',  welche  die  Congruenz  erfüllt, 
und  sodann  auch  nur  eine  bestimmte  Zahl  ri''<D  d.i.  <  d", 
für  welche  die  andere  der  Congruenzen  (14)  erfüllt  ist.  So- 
mit giebt  es  2*  Systeme  £',  i^"  d.  i.  2*  reducirte  Sub- 
stitutionen 

1,      0, 

^0  =  I   *',      A 


wie  sie  gesucht  werden. 

Ebenso  viel  Substitutionen  S^  sind  aber  vorhanden,  und 
da  die  Anzahl  der  Substitutionen  <&,  welche  (p  in  sich  selbst 
verwandeln,  nach  nr.  3  des  vierten  Capitels  gleich  24  ist,  so 
ist  24  •  2*  die  Anzahl  der  Substitutionen  S,  um  die  es  sich 
hier  handelt:  Für  jede  Form  f  des  Geschlechts  G  giebt 
es  24  •  2^^  Substitutionen,  durch  welche  <p  in  D  -  f  ver- 
wandelt wird. 

Ist  aber  S  eine  solche  Substitution,  so  ist  ersichtlich 
jede  Substitution  S  •  T  auch  eine  solche,  wenn  T  jede  der 
Substitutionen  bezeichnet,  durch  welche  f  in  sich  selbst  über- 
geht und  deren  Anzahl  6  heissen  mag;  diese  sind  sämmtlich 
äquivalent;  aber  auch  umgekehrt  ergiebt  die  Formel  S  •  T 
offenbar  alle  mit  S  äquivalenten  unter  den  24  •  2*  Substi- 
tutionen, wenn  man  für  T  jene  0  Substitutionen  einsetzt,  und 

24  •  2* 

somit   vertheilen  sich  die   24  •  2*  Substitutionen   auf  — - — 

ö 

C lassen  äquivalenter  Substitutionen  der  gedachten  Art,  oder: 
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es  giebt  — ^ —  nicht-äquivalente  Substitutionen,  durch 

welche  9?  übergeht  in  Df. 

4.  Da  jede  Substitution  vom  Modulus  D^  durch  Zusammen- 
setzung mit  einer  bestimmten  unimodularen  Substitution  T  in 
eine  reducirte  Substitution  vom  Modulus  D*  übergeht,  die 
Substitution  T  aber  die  Form  f  in  eine  äquivalente  ver- 
wandelt,   kann   man   dies   Resultat   auch   so   aussprechen:    es 

giebt  — ^ — -  reducirte  Substitutionen  vom  Modulus  2)^, 

welche  9  in  das  D-fache  einer  Form  der  Classe  ver- 
wandeln, der  f  angehört.  Den  so  gewonnenen  Satz  ver- 
binden wir  nun  mit  demjenigen  der  nr.  2.  Denkt  man  sich 
die  verschiedenen  Classen  C,  C\  C'\  . . .  des  Geschlechts  G 
und  bezeichnet  mit  9,  9',  9", ...  die  diesen  Classen  zugehörigen 
Transformationszahlen  d.  h.  die  Anzahl  der  Substitutionen, 
durch  welche  resp.  jede  ihrer  Formen  in  sich  selbst  übergeht, 
so  giebt  es  beziehungsweise 

nFi\  24  ■  2*       24  ■  2*       24     2* 

\^^)  e     '   ~e'~"'      e"    '*** 

reducirte  Substitutionen  vom  Modulus  D^,  welche  9  in  das 
2) -fache  einer  Form  jener  Classen  verwandeln.  Da  aber  die 
Anzahl  solcher  Substitutionen,  welche  tp  überhaupt  in  das 
D- fache  einer  ternären  Form  mit  der  Determinante  D  ver- 
wandeln, gleich  n{d  +  1)  ist,  und  die  temäre  Form  dann  nur 
dem  Geschlechte  G  angehören  kann,  muss  die  Summe  der 
Zahlen  (15)  dieser  Zahl  n(d  +1)  gleich,  oder 

e    •  e'  ^  e"  ^ 
d.  i.  das  Maass  des  Geschlechts  G  gleich 

sein.  Dies  ist  die  Formel,  welche  Eisenstein  an  der  ange- 
gebenen Stelle  der  Berl.  Monatsberichte  abgeleitet  hat;  sie  ist 
als  besonders  einfacher  Fall  in  einer  anderen  enthalten,  die 
von  ihm  ohne  Beweis  im  35.  Band  des  Crelle^schen  Journals 
mitgetheilt  worden  ist  und  durch  eine  Verallgemeinerung  der 
voraufgehenden   Untersuchung   gewonnen    werden   kann.     Zur 
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Herleitung  der  letzteren  bedienen  wir  uns  aber  nunmehr  nach 
dem  Vorgange  von  Smith  und  Minkowski*)  allgemeinerer 
Principien^  nämlich  der  analytischen  Methoden  von  Dirichlet. 

5.  Betrachtet  man  zu  diesem  Zwecke  ein  gegebenes  Ge- 
schlecht temarer  Formen  der  Ordnung  (Sl^  d)  und  bezeichnet 
mit 

(17)  f,  r,  r, . . . 

irgend  welche  Reprasentanten  der  Glassen^  welche  es  bilden, 
sowie  mit 

(18)  %,  %',  r,  ■■• 

ihre  bezüglichen  Reciproken.  Man  verstehe  weiter  unter  JtT' 
jede  positive  zu  2Sl^  prime  Zahl,  welche  der  Bedingung 

ÄJT'  =  1  (mod.  4) 

Genüge  leistet.  Soll  eine  Zahl  dieser  Art  durch  eine  der 
Formen  (18),  etwa  durch  ^,  darstellbar  sein,  so  muss  sie  die 
quadratischen  Charaktere  des  Geschlechts  aufweisen,  d.  h.  es 
muss 

(4-)-(l).  (^)-©.- 

sein,  wenn  wieder  d,  d',  d", . . .  die  verschiedenen  Primfaktoren 
von  J  bedeuten.  Umgekehrt  folgt  aber  aus  nr.  6  des  fünften 
Capitels,  dass  jede  der  Zahlen  M'\  welcher  diese  quadratischen 
Charaktere  eignen,  durch  die  Reciproke  einer  der  Formen  des 
Geschlechts  also  durch  eine  der  Formen  (18)  darstellbar  ist. 
Indem  man  nun  die  Gesammtheit  aller  so  bestimmten 
Zahlen  Jtf"  oder  vielmehr  die  ihrer  Darstellungen 
durch  das  System  der  Formen  (18)  ins  Auge  fasst, 
wird  eine  doppelte  Abzahlung  ihrer  Maasse  zu  einer 
Gleichung  führen,  aus  welcher  das  Maass  des  Ge- 
schlechts sich  unmittelbar  ausdrücken  lässt. 

Oflfenbar  werden  alle  jene  Darstellungen  erhalten,  wenn 
in  den  sämmtlichen  Formen  (18)  die  ganzzahligen  Unbe- 
stimmten Xy  x\  x"  auf  alle  Weise  so  gewählt  werden,  dass 
die  Werthe  der  Formen,  welche,  da  es  sich  um  positive  Formen 


*)  S.  die  im   zweiten  Capitel    angeführten  Abhandlungen   der  ge- 
nannten beiden  Mathematiker. 
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handelt,  von  selbst  positiv  sein  werden,  auch  prim  zu  2ß^ 
werden  und  für  fj  der  Congruenz  Sl  -^  ^  l  (mod.  4),  für  die 
anderen  Formen  den  analogen  Gongruenzen  genügen.  Bezeichnet 
man  durch  6(5)  die  Anzahl  der  Transformationen  von  fj  in 
sich  selbst,  so  ist  9  (5)  "^  das  Ma^  jeder  DarsteUung,  welche 
durch  die  Form  $  geschieht.     Dieses  Maass  soll  mit 


%(x,  x\  a;")'^*^^+^) 


multiplicirt  werden,  wo  q  eine  positive  Veränderliche  bedeute, 
das  so  definirte  Produkt  für  die  Gesammtheit  der  zuvor  ange- 
gebenen Systeme  x,  x\  x"  und  damit  die  folgende  Summe  ge- 
bildet werden: 

wo  die  äussere  Summation  sich  auf  alle  Formen  (18),  die 
innere  aber  auf  alle  ganzzahligen  a;,  Xy  x"  bezieht,  für  welche 
die  jedesmalige  Form  %  prim  zu  2Sl^  und 

ß  .  f5  =  1  (mod.  4) 

wird.  Diese  Summe  ist  für  ein  positives  q  absolut  convergent, 
also  von  der  Reihenfolge  ihrer  Glieder  unabhängig.  Denkt 
man  daher  diejenigen  ihrer  Glieder  zusammengefasst,  in  denen 
^(oc,x\x'')  die  gleiche  der  oben  definirten  Zahlen  Jlf"  dar- 
stellt, so  erhält  man  offenbar  für  jede  dieser  Zahlen  M"  den 

Bruch        ,^^^_rTj  multiplicirt  in   die  Summe  der  Maasse   ihrer 

einzelnen  Darstellungen  durch  die  Formen  (18)  d.  i.  multiplicirt 
in  „das  Maass''  ihrer  Darstellungen  durch  dieselben.  Nennt 
man  letzteres  einfach  (-äf "),  so  wird  hiemach  die  vorige  Summe, 
passend  geordnet,  auch  folgendermassen  geschrieben  werden 
können: 

und  man  gewinnt  nachstehende,  für  die  fernere  Betrachtung 
grundlegende  Beziehung: 

(IQ)     y(s^  _ö(5r'__\     y   (Ml 

BAchmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  12 
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in   welcher  die  Summation   rechts   über   alle   oben    definirten 
Zahlen  M"  erstreckt  werden  muss. 

6.  Man  beginne  dagegen  nun  die  Ausfahrung  der  doppelten 
Summation  mit  der  auf  eine  bestimmte  Form  $  bezflglichen 
Summe,  bei  welcher  deir  für  alle  Glieder  gemeinsame  Zähler 
vor  das  Summenzeichen  gesetzt  werden  kann,  sodass  zu  be- 
stimmen bleibt 

üeberblicken  wir  vor  allem  das  Oebiet  der  zulässigen 
Werthsysteme  x,x\x".  Wählt  man  in  dem  Smith 'sehen 
Satze  in  nr.  7  des  zweiten  Capitels  ^=  4.0^  und  vertauscht, 
was  erlaubt  ist,  wenn  man  gleichzeitig  SL  und  ^  mit  einander 
vertauscht,  die  reciproken  Formen,  so  darf  man  für  die  in 
ihren  Glassen  beliebig  zu  nehmenden  Repi^entanten  f  und  ^ 
folgende  Congruenzen  ansetzen: 


f=  ßySlJx^  +  yccSlx^  + 


lite".j  ("»^  ^^^)' 


(21) 

während 

aßy  ^  1  (mod.  4ßzi)  und  aß  ^  1  (mod.  4) 

ist.  Man  nenne  nun  wieder  r  die  Primfaktoren,  welche  Ä,  ^ 
gemeinsam  sind,  d  diejenigen,  die  nur  in  ^,  o  diejenigen,  die 
nur  in  £1  aufgehen,  und  setze 

(22)  n  =  4iZ(r)  .  n(d) .  n(a>). 

Aus  der  Congruenz  (21)  folgt  dann  zunächst,  dass,  damit 
5  durch  r  nicht  theilbar  werde,  x  prim  zu  r  gewählt  werden 
muss,  während  x\  x"  beliebig  bleiben,  es  giebt  also 

(r  —  1)  •  T^  (mod.  r) 

incongruente  zulässige  Werthsysteme  a;,  x\  x"\  aus  gleicher 
Erwägung  giebt  es 

(tf  _  1)  .  tf«  (mod.  S) 

incongruente   zulässige   Werthsysteme.     Damit   aber  fj    durch 
(ö  nicht  theilbar  werde,  darf  es  aoi?"  +  ßAx'^  nicht  sein;  giebt 
man  nun  x   einen  durch  o  theilbaren  Werth,  so  muss  x  nicht 
theilbar   durch  co  gewählt  werden,   was  co  —  1  Systeme  a:,  x 
liefert;  für  einen  durch  co  nicht  theilbaren  Werth  x'  dagegen 


(D 
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darf  man  x  jeden  Werth  beilegen,  falls  —  aß^  oder,  was 
wegen  der  zweiten  der  Congruenzen  (21)  hierfür  gesetzt  werden 
darf,  —  J '  f  quadratischer  Nichtrest  (mod.  cö)  ist,  dagegen 
nur  (0  —  2  (mod.  cö)  incongruente  Werthe  im  entgegengesetzten 
Falle.     So  findet  man,  da  x'  beliebig  bleibt, 

.[l.(a,-l)  +  (a,-l)(a,-l-(=^^)] 

=  0,(0,  _  1)  (o,  -  (=--^9) 

(mod.  co)  incongruente  zulässige  Werthsysteme  x,  x\  x" .  End- 
lich nimmt  die  Bedingung   Ä^  =^  1  (mod.  4)   die  Gestalt  an: 

x?  +  ifiSix'^  +  yx"')^  i^  1  (mod.  4), 

während  aus  den  Congruenzen 

aßy  ^  1     und  aß  ^  1  (mod.  4) 
sich 

ßSl^y  (mod.  4) 

ergiebt.     Ertheilt  man  nun  zuerst  x  einen  geraden  Werth,  so 

muss 

ßSlx^  +  yx"^  =  J  (mod.  4) 

werden,  was,  wie  man  leicht  einsieht, 

4(1  +  (-  1)  «   ^     O 
Lösungen  a:,  x\  x"  verstattet;   für  ein  ungerades  x  aber  muss 

ßSLx^-\-yx'^  =  ^  (mod.  4) 

werden,  was  mit  ip'^  +  ^'^^O  gleichbedeutend  ist,  also 
4  Lösungen  gestattet.     Somit  findet  man  im  Gbnzen 

8(2  +  (— 1)   «   ^    2    j 

Lösungen  x^  x'y  x".  Führt  man  aber  die  durch  die  Formel 
(40)  des  zweiten  Capitels  definirte  Einheit  E  ein,  so  findet 
sich  diese  hier  gleich 

E={—\)      »       '        » 

d.  i.  nach  einfachen  Umformungen  mit  Rücksicht  auf  die  Con- 
gruenz  aß  ^  1  (mod.  4): 

E={—\)   t   ^     ^     ^  , 

12* 
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Demnach  ist  die  Anzahl  der  (mod.  4)  incongruenten  zulässigen 
Systeme  x^  x\  x"  gleich 

8(2  — £). 

Durch  Combination  der  nach  den  einzelnen  Moduln  4,  r, 
d,  (ö  zulässigen  Werthsysteme  x^  x\  x"  findet  man  nun  so- 
gleich die  Anzahl  der  zulässigen^  nach  dem  (mod.  77)  incon- 
gruenten Systeme  gleich 

f  8(2  —  E) .  77r*(r  —  1)  •  77*^*  -  1) 
.  770,(0, -l)(o,-(=l^/)), 


(23) 


wo  die  einzelnen  Multiplikationen  auf  die  sämmtlichen  Prim- 
faktoren der  bezeichneten  Categorieen  bezogen  werden  müssen. 
Nennt  man  S,  S',  S"  jedes  dieser  Systeme,  so  erhält  man 
sämmtliche  in  der  Summe  (20)  zu  berücksichtigenden  Werth- 
systeme x^  x\  x"  durch  die  Formeln 

(24)  rc  =  7J.y  +  |,    a;'=iT.y'  +  r,    x"=n-y"+%\ 

wenn  man  in  ihnen  y,  y',  y"  für  jedes  System  |,  %\  \"  sämmt- 
liche ganzzahligen  Werthe  durchlaufen  lässt.  Es  soll  nun  zu- 
nächst derjenige  Bestandtheil  der  Summe  untersucht  werden, 
welcher  einem  einzigen  der  Systeme  S,  S,  S"  entspricht. 

Betrachtet  man  in  dieser  Partialsumme  zunächst  nur  die- 
jenigen Xy  x'y  x'  von  der  Form  (24),  für  welche  der  Werth 
der  Form  %  den  Werth  ^*/»  nicht  überschreitet,  und  nennt  T 
die  Anzahl  dieser  Systeme,  so  hat  nach  dem  Dirichlet'schen 
Reihensatze,  auf  welchen  seine  analytischen  Methoden  wesent- 
lich begründet  sind*),  die  Partialsumme 

bei  einem  positiv  gegen  Null  convergirenden  q  denselben  Grenz- 

werth,  gegen  welchen  bei  unendlich  wachsendem  t  der  Quotient 

T 

—  convergirt: 

(25)  lim.  p  ^  „,,  .   >  =  lim.  —  • 


*)  S.  Analyt.  Zahlentheorie  S.  67. 
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Andererseits  ist^  wenn  man 

setzt  und  z,  e\  e"  als  rechtwinklige  Coordinaten  eines  Punktes 
betrachtet,  T  die  Anzahl  der  Netzpunkte 

welche  in  das  Innere  des  durch  die  Ungleichheit 

definirten  ellipsoidischen  Raumes  fallen^  und  folglich  ist  nach 
einem  allgemeinen  Satze*) 

"8     ,.       T 


(=SOO 

dem  über  jenen  Raum  erstreckten  dreifachen  Integrale 

d^  dz'  dz" 


/ 


d.  i.  dem  Inhalte  des  EUipsoides  gleich,  der  bekanntlich  durch 
den  Ausdruck 

i.       ^ 

gemessen  wird.     Also  nimmt  die  Formel  (25)  die  Gestalt  an: 

(26)        ^-  9  2'  g(^_  ^.^  V,)V,a+,)  =  T  ■  y#l  •  if.- 

Da  der  gefundene  Werth  unabhängig  ist  von  dem  be- 
sonderen Systeme  |,  |',  |",  auf  welches  die  Partialsumme  sich 
bezog,  so  findet  sich  nun  ohne  Weiteres  für  die  Gesammt- 
summe  (20)  die  Bestimmung: 

^^^)  ^i  «•  2  5(^.  :.',  ^")"/.(»+*)  =  4-  •  ^  •  n-" 

wo  A  zur  Abkürzung  steht  für  den  Ausdruck  (23).  Dieser 
Werth  zeigt  sich  nun  aber  wieder  ganz  unabhängig  von  der 
besonderen  Form  5;  ^^  welche  die  Summe  sich  bezieht. 
Wird  demnach  die  Gleichung  (19)  beiderseits  mit  q 
multiplicirt,  so  findet  sich  bei  unendlicher  Abnahme 

•)  S.  Analyt.  Zahlentheorie  S.  437. 
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von  Q  für  den  Grenzwerth  ihrer  linJcen  Seite  der  Aus- 
druck: 


4        n        A_     y    1 


(S) 

d.  i. 

«A       M 


(28) 


»    äV«z/    n»> 


wenn  unter  M  das  Maass  des  betrachteten  Geschlechts 
ternärer  Formen  verstanden  wird. 

7.  Es  handelt  sich  nun  weiter  um  die  Ermittlung  des 
Grenzwerthes  der  mit  q  multiplicirten  rechten  Seite  der  Glei- 
chung (19): 

für  9  =  0.  Hier  erinnere  man  sich  vor  allem  des  Satzes  in 
nr.  3  des  sechsten  Capitels.  Handelte  es  sich  nur  um  eigent- 
liche Darstellungen  der  Zahlen  M"  durch  die  Formen  (18), 

so  würde  statt  (M")  -der  Ausdruck  2^  •  —  zu  setzen  sein,  wo 

fi  die  Anzahl  der  Primfaktoren  von  M"  und  g  die  Anzahl 
der  Glassen  eines  gewissen  Geschlechts  positiver  eigentlich 
primitiver  binärer  Formen  mit  der  Determinante  —  SIM"  ist, 
eine  Anzahl,  für  welche  die  Anzahl  der  Classen  des  Haupt- 
geschlechts oder,  wenn  H{ — ßJf")  die  Anzahl  aller  eigent- 
lich primitiven  Formen  jener  Determinante,  X  die  Anzahl  der 
Primfaktoren  von  Ä,  also  2^+^  die  Anzahl  der  Geschlechter 
für  die  Determinante  —  Ä-äf'E^f  3  (mod.  4)  bezeichnet,  der 
Ausdruck 

gesetzt  werden  kann.  Das  Maass  der  eigentlichen  Darstel- 
lungen durch  die  Formen  (18)  ist  also 

1     H{—  SlM") 

^.^^   •   ■■  ■         ■  ■      i.-i  ■  —  ■  ■» -  • 

2^  T 

Nun  entspricht  jeder  uneigentlichen  Darstellung  von  M" 
durch  eine  Form  §>  bei  welcher  die  darstellenden  Zahlen  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  d  haben,  eine  eigentliche  Dar- 

Stellung  von  -rr  durch  diese  Form  und   umgekehrt,   und  das 
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Maass  beider  Darstellungen  ist  dasselbe;  die  Zahl  —^  gehört 

aber  ebenfalls  zur  Categorie  der  Zahlen,  welche  wir  M"  ge- 
nannt haben.  Hiemach  wird  offenbar  das  Maass  solcher  un- 
eigentlichen Darstellungen  von  M"  durch  die  Formen  (18) 
gleich 


2^  *. 


d 


wenn  r^  die  Anzahl  der  Transformationen  einer  binären  Form 

der   Determinante   "~   ,, —   in   sich   selbst   bezeichnet;   dieser 

Ausdruck  enthält  den  vorigen  als  den  besonderen,  d=\  ent- 
sprechenden Fall  und  r  ist  identisch  mit  r^.  Demnach  wird 
schliesslich 

(30)  (^'0=^-2-^-^ 

d» 

sein,  wenn  die  Summation  sich  auf  sämmtliche  quadratische 
Theiler  e?  von  M"  erstreckt. 

Nachdem  so  ein  Ausdruck  för  (Jf ")  ermittelt  worden,  be- 
merke man  weiter,  dass  die  sämmtlichen  Zahlen  W  in  einer 
Anzahl  arithmetischer  Reihen  enthalten  sind  von  der  Form 

wo 

0  <  m^  <  mj  •  •  •  <  Wx  <  ^Sl^ 

ist;  zwei,  der  Grösse  nach  aufeinanderfolgende  dieser  Zahlen, 
M  und  Jfj,  werden  also  eins  der  beiden  Verhältnisse 

ISldz  +  tn.^^^     4:SlJz  +  4ÄZ/  +  Wi 

ZU  einander  haben  und  demnach  wird  bei  unendlich  wachsen- 
den M,  Ml 

lim.  r=7-  =  1 

sein.  Hiemach  schliesst  man  aus  einem  allgemeinen,  von  den 
Dirichlet'schen  Reihen  geltenden  Satze*),  dass,  wenn 

*)  S.  analytische  Zahlentheorie  S.  66. 
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(31) 


M'^^   ' 


wo  die  Summe  sich  über  alle  Zahlen  Jf"  der  gedachten  Cate- 
gorie  bis  zur  bestimmten  Zahl  M  derselben  hin  erstreckt, 
bei  unendlich  wachsendem  M  gegen  einen  Grenzwerth  L  con- 
vergirt,  folgende  Gleichung  besteht: 

(32)  lim.  9    y-^—=L. 

Es  wird  also  darauf  ankommen,  den  Ausdruck  (31)  in  dieser 
Hinsicht  näher  zu  untersuchen. 
Nun  ist 

das  Maass  aller  nicht   äquivalenten   positiven   und   eigentlich- 

primitiven  binären  Formen  mit  der  Determinante -jf-  oder 

auch  aller  nicht  äquivalenten  abgeleiteten  Formen  mit  der 
Determinante  —  SlM"y  deren  Coefficienten  x,  y,  e  den  grössten 
gemeinsamen  Theiler  d  haben.  Die  Summe,  welche  in  der 
Formel  (30)  auftritt,  ist  also  das  Maass  aller  nicht  äquivalenten 
primitiven  und  nicht  primitiven  Formen  (x,  y,  je?),  deren  Deter- 
minante —  ßJf"  ist  und  deren  Coefficienten  keinen  gemein- 
samen Theiler  mit  Ä  haben.  Um  aber  die  nicht  äquivalenten 
Formen  (o:,  y,  z)  dieser  Art  zu  umfassen,  sind,  der  Lehre  von 
den  reducirten  binären  Formen  gemäss,  ihre  Coefficienten  den 
Beschränkungen  zu  unterwerfen,  dass 

(33)  x>0,    i?>0,    z>Oy     2ri<x<z 

sind,  wo  ri  den  numerischen  Werth  von  y  bedeutet.  Aus  diesen 
Ungleichheiten  folgt  

(34)  n  <  ]/yßi»f". 

Es  ist  zulässig,  dass  eine  der  Gleichheiten 

(35)  ^  =  0,     2ri  =  x,    x  =  z 

oder  auch  gleichzeitig  die  erste  und  letzte  derselben  statt- 
findet. —  Jedem  zulässigen  Werthsysteme  x,  ly,  Zy  för  welches 
keine  dieser  Gleichheiten  stattfindet,  gehören  zwei  nicht  äqui- 
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Talente  Formen  (x,  rj,  z)  und  (a:,  —  ij,  z)  zu,  für  welche  die 
Determinante  —  SIM"  wegen  (34)  nicht  —  1  sein  kann,  deren 

Maass  also  gleich  —  ist;  die  Summe  der  Maasse  dieser  Formen 

ist  also  1.  Findet  eine  jener  Gleichheiten  statt,  so  entspricht 
dem  Werthsysteme  x,ri,  z  nur  eine  Classe,  welche  durch  die 
Form   (x,  i^,  z)   reprasentirt   wird   und  für   welche  das  Maass 

gleich  -s-  gefunden  wird.     Die  beiden  Gleichheiten 

1^  =  0,    x^=  z 

aber  können  nur  stattfinden,  wenn  Ä  =  1  imd  Jf "  eine  Qua- 
dratzahl ist,  und  in  diesem  Falle  wäre  die  entsprechende  Form 
(a?,  0,  x)   abgeleitet  aus  der  Form  (1,  0,  1)  und   folglich  ihr 

Maass  gleich  -^ '     Versteht  man  denmach  unter  x^ri^z  jedes 

ganzzahlige  Werthsjstem   ohne   gemeinsamen  Theiler   mit  Sl, 

fttr  welches 

(36)  xz  —  ri^  =  ß  Jf" 

ist  und  die  Ungleichheiten  (33)  resp.  die  Gleichheiten  (35), 
soweit  diese  zulässig  sind,  erfüllt  werden,  und  unter  dem  Sym- 
bole 

\xz  —  ri^siM' 

den  Werth  1,  —  oder  — ,  jenachdem  x^ri^z  resp.  keine,  eine 

oder  die  beiden  zulässigen  der  Gleichheiten  (35)  erfüllen,  so 
leuchtet  aus  dem  Vorbemerkten  ein,  dass  die  in  (30)  auf- 
tretende Summe  der  über  alle  diese  ganzzahligen  Systeme 
Xy  riy  z  erstreckten  Summe 

^  \xz  —  iff^nM" 
gleich  und  folglich 

also 

M" 

sein  muss,  wo  die  äussere  der  beiden  Summationen  sich  über 
alle  solche  Zahlen  M"  erstreckt,  welche  ^  M  sind. 
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8.  Es  gilt  nun,  die  Gesammtheit  der  bei  dieser  Doppel- 
summe  in  Frage   kommenden  Werthsysteme  x,ri,z  zu   über- 

schauen.     Nach  (36)  soll  die  Zahl  — ^— ^  eine  Zahl  -Jf "  wer- 
den; aus  diesem  Umstände  fliessen  folgende  Forderungen: 
erstens  muss 

xz  —  ri^  ^1  (mod.  4) 
sein; 

zweitens  muss  xis  —  rj^  durch  Ä,  also  durch  jeden  der 

Primfaktoren  o,   oder  genauer,   wenn  o'  die   höchste   Potenz 

desselben  bedeutet,  welche  in  o  aufgeht,  durch  ©'  aber,  weil 

M"  prim  ist  zu  Ä,  nicht  durch  0*+^  aufgehen,  auch  dürfen 

X,  rj,  z  nicht  gleichzeitig  durch  <o  theilbar  sein; 

xz  —~'  Tl' 

drittens  muss  — ^— ^  in  Bezug  auf  jeden  Primfaktor  d 
von  J  einen  vorgeschriebenen  quadratischen  Charakter,  näm- 
lich den  Charakter  (yj  haben. 

Für  die  Primfaktoren,  welche  mit  r  bezeichnet  wurden, 
muss,  weU  sie  in  Ä  und  ^  aufgehen,  sowohl  der  zweite  als 
der  dritte  dieser  Punkte  erfüllt  sein. 

Erstens.  Damit  xz  —  ij^  e^  1  (mod.  4)  sei,  darf  man 
entweder  1^  ^  0,  2  (mod.  4)  und  dann 

x^E^  z^l     oder  x^  zetiS 

wählen,  oder  1^  f^  1,  3  und  dann 

xzE2y  z^l,  S     oder  z  ~=^2,  x  :3E  1,  3, 

was  im  Ganzen  zwölf  (mod.  4)  zulässige  Restsysteme  x^ri,z  giebt. 
Zweitens.     Sei  m  eine  gegebene  Zahl,  p  eine  ungerade 
Primzahl  imd  Ä  die   Anzahl   derjenigen,  nicht  durch  p  theil- 
baren  Restsysteme  x,riyZ  (moA.,  p%  ^  welche 

xz  Ei  ri^  (mod.  pf) 

ist.     Setzt  man  alsdann 

X'    =     UP^     +     ^,  '*?'     =     ^P*     +     ^?  Z'     =     WP^     -f-     Zy 

so  folgt 

xz'  —  1^'*  '~  {xw  -\-  zu  —  2vri)p'  -\-  xz  —  1?^  (mod.  pf'^^) 
also 

—  —.^^  _:  xw  -\-  zu  —  2riv  -\-^   ~—  (mod.  p). 
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Da  wenigstens  eine  der  Zahlen  x^  rj,  z  nicht  theilbar  ist 
durch  p,  kann  man  der  Congruenz 

(38)  x'z'^^n''  =  ^  (j^^i  ^) 

P 
stets  auf  eindeutige  Weise  genügen^  nachdem  man  zwei  der 
Zahlen  u,  v,  w  beliebig  gewählt  hat,  was  für  jedes  der  A  Rest- 
sjsteme  3C,z,rj  demnach  p^  nach  dem  Modulus  j/+*  incon- 
gruente  und  nicht  gleichzeitig  durch  p  theilbare  Bestsysteme 
^';  v\^'  giöbt,  welche  der  Congruenz  (38)  genügen.  Diese 
Congruenz  hat  also  A'p^  (mod.  j)*+^)  incongruente  Lösungen. 
Nun  hat  die  Congruenz 

xa  —  1/^  E^  0  (mod.  p)^ 

wie  man  sich  leicht  überzeugt,  p^  —  1  (mod.  p)  incongruente, 
nicht  durch  p  aufgehende  Lösungen.  Wählt  man  daher  w  =  0, 
i  =  1,  so  ergeben  sich  dem  eben  Bewiesenen  zufolge 

(jf  —  l)p^  (mod.  p^) 

incongruente  Lösungen  der  bezeichneten  Art  für  die  Congruenz 

xz  —  1^*  ^  0  (mod.  p^ 
und  allgemeiner  (p* —  1)   p^C— i)  für  die  Congruenz 

xz  —  1?*  ^  0  (mod.  |/), 

sodass  für  jedes  m  die  Anzahl  der  (mod.  |>'+^)  incongruenten 
Lösungen  gleicher  Art  für  die  Congruenz 

xz  —  rj^  ^m  '  p*  (mod.  j)*+^) 

gleich  (ji^  —  1)  *  P^'  wird. 

Ist  nun  p  eine  der  mit  ©    bezeichneten  Primzahlen,   die 

nicht  auch  in  ^  aufgehen,  so  darf  man  unter  m  jeden  nicht 

durch  CO  aufgehenden  Rest  (mod.  csj)  verstehen.     Demnach  wird 

die  Anzahl  der  (mod.  a}*+^)  zulässigen  Bestsysteme  x^rj^z  als- 

dann  gleich 

(a»»  —  1)  (o)  —  l)©«' 

sein.  —  Ist  dagegen  p  einer  der  Primfaktoren  r,  so  mnss  — ^-^ 

also  auch  r—  einen   vorgeschriebenen    quadratischen  Cha- 

rakter  (mod.  r)  haben;  in  diesem  Falle  darf  daher  m  nur  als 
einer  derjenigen      ~     Beste  (mod.  r)  gewählt  werden,  denen 
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dieser  Charakter  zukommt,  und  demnach  giebt  es  nur 

i-(r»-l)(r-l)r»' 

(mod.  1^+^)  zulässige  Restsysteme  x,  rj,  z. 

Drittens,  damit  — ^— ^  in  Bezug  auf  einen  der  mit  Ö 
bezeichneten  Primfaktoren  von  J  den  vorgeschriebenen  qua- 
dratischen  Charakter   (|)   erhält,    muss   xz  - 1,«   selbst    den 

Charakter  (-^)  erhalten.     Ist    demnach   m   irgend   einer   der 

^ -t 

— r —  Reste  (mod.  d),  welchen  dieser  Charakter  zukommt,  so 

muss 

xg  —  if^m  (mod.  S) 

sein.  Hier  darf  i^  ^  0  und  dann  xz^^lYh  gesetzt  werden,  was 
8  —  1  Systeme  Xy  i^,  z  giebt;   wird  aber  i^  ^  1,  2,  •  •  •  8  —  1 

gesetzt  und  ist  zuerst  (— *— )  =  —  1;  so  wird  für  keinen  dieser 

Werthe  ij*  +  ^*  theilbar  durch  d,  weshalb  jedem  von  ihnen 
8  —  1,  ihnen  allen  also  {8  —  1)^  Systeme  x^  i^,  z  entsprechen; 

ist  aber  (--*—)  =  +  1;  so  wird  für  d  —  3  jener  Werthe  ij*  +  m 

nicht  theilbar  durch  d,  was  {8  —  3)  (<J  —  1)  Systeme  x^  rij  z 
ergiebt,  während  if  -{-  m  für  zwei  Werthe  von  ri  durch  8 
theilbar  wird  und  jedem  von  ihnen  28  —  1  Systeme  x,  z  ent- 
sprechen, sodass  es  in  diesem  Falle 

2(2*— 1)  +  (<J  — 3)(*— 1) 

Systeme  x^rj^z  giebt.     Im  Gbnzen  findet  man  demnach 

wenn  (— r— )  =  —  1  ist, 

8  —  l  +  (8—iy  =  8{8  —  1), 
wenn  (— *— )  =  +  1  ist, 

d  —  1  +  2(2*  —  1)  +  (tf  —  3)  (<J  —  1)  =  8(8  +  1) 
oder  jederzeit 

<> + (=*"-))  -  *(* + (^-^)) 

der  Zahl  m   entsprechende  Restsysteme  x^  rj,  z   (mod.  8).     Da 
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m  aber  — - —  verschiedene  Reste   bedeuten   darf,    findet   sich 
eine  Anzahl 


m^.{,+ (=:»»)) 


(mod.  d)  zulässiger  Restsysteme  x^  rj,  z.  — 

Wenn  man  nun  nach  jedem  der  in  Frage  kommenden 
Moduln  eins  der  zulässigen  Restsysteme  wählt,  lässt  sich  ein 
entsprechendes  Restsystem  nach  dem  Modulus 

aufstellen,  welches  allen  drei  gestellten  Anforderungen  genügt. 
Demnach  giebt  es 

12    JJ  {(o^-  l)(o  —  l)ü^*  'Tllif—^Kr-  l)r*' 


niH'-^i'+{^)) 


d.  h.  wenn  x  die  Anzahl  der  verschiedenen  Primfaktoren  von 
^  bezeichnet 


(39) 


^■s-n('-i)('-i)/7('-^)('-7.) 

nach  dem  Modulus  IT  incongruente  und  jenen  drei  Anforde- 
rungen genügende  Restsysteme  x^riyZ,  Heisst  «, /S,  y  jedes 
dieser  Resisysteme,  so  werden  sämmtliche  den  genannten 
Anforderungen  genügende  x^rj^z  durch  folgende  For- 
meln gegeben: 

(40)  a:  =  77'  •  ti  -f  a,    i?  =  7T'  •  t;  +  /?,    0  =  77'  •  w  -f  y. 

Doch  müssen  sie  bei  der  Summation  (37)  noch  der  Be- 
schränkung 

(41)  xz  —  ri^^  UM 

unterworfen  werden  und  den  Ungleichheiten  (33)  bezw. 
den  Gleichheiten  (35)  genügen. 

9.  Um  dem  entsprechend  die  Doppelsumme  in  der  Formel 
(37)  zu  ermitteln,  zerlegen  wir  sie  in  Partialsummen,  indem 
wir    zunächst   nur    diejenigen    ihrer   Glieder   zusammenfassen. 
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welche  einem  bestimmten  der  zulässigen  Restsysteme  (mod.  77') 
entsprechen. 

Sei  dann  T  die  Anzahl  derjenigen  zulässigen  Werthsysteme 
XytiyZy  ^T  welche  keine  der  Gleichheiten  (35),  T'  die  Anzahl 
derjenigen,  für  welche  eine  derselben,  T"  die  Anzahl  derer, 
für  welche  zwei  von  ihnen  stattfinden,  so  hat  die  gedachte 
Partialsumme  den  Werth 

Setzt  man  aber 


(42) 


a 


ri   =     -! =     '  V  -f-      ^ 


z  =    .       =  -- —  •  w  + 


und  betrachtet  rc',  t^',  z'  als  rechtwinklige  Goordinaten  eines 
Punktes,  so  ist  offenbar  T  die  Anzahl  der  Gitterpunkte  des 
durch  die  Gleichungen  (42)  bestimmten  parallelepipedischen 
Systems,  welche  im  Innern  des  durch  die  Ungleichheiten 

a;V  — V'  ^1 
x>0,    t?'>0,    0'>O,    27i'<x'<z' 

begrenzten  Baumes  liegen,  T'  die  Anzahl  derjenigen,  die  auf 
einer  der  ebenen  Grenzflächen  desselben,  T"  die  Anzahl  derer, 
die  auf  eine  Kante  der  letzteren  fallen.  Nach  dem  schon  in 
nr.  6  benutzten  geometrischen  Hilfssatze  wird  T  bei  unendlich 
wachsendem  M  unendlich  werden  wie  Jtf'/»,  T  und  T"  da- 
gegen höchstens  wie  M  selbst,  daher  werden  für  Jlf  =  oo 


dagegen 


rpt  rpt» 

lim.  — i7  =  lim.  — =7  =  0 
-  lim. 


a>A 3fV. 

gleich  dem  Inhalte  jenes  Raumes  sein,  dessen  Werth  sich  gleich 
^  findet*). 


9 


•)  Vgl.  Analytische  Zahlentheorie  S.  464  u.  ff. 
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Auf  solche  Weise   ergiebt   sich  der  Grenzwerth   der  be- 
trachteten Partialsumme  gleich 

1     Ä*^     n^ 

und,  weil  dieser  Werth  nichts  an  sich  hat,  was  auf  das  be- 
sondere, die  Partialsumme  bestimmende  Restsystem  a,  /5,  y 
hinweist,  so  findet  sich  endlich 

wenn  zur  Abkürzung  der  Ausdruck  (39)  mit  B  bezeichnet  wird. 
Nach  (32)  giebt  der  gefundene  Ausdruck  zugleich  auch  den 
Grenzwerth  der  mit  q  multiplicirten  rechten  Seite  der  Funda- 
mentalgleichung (19),  und  somit  gewinnt  man  durch  Verglei- 
chung  mit  dem  Grenzwerthe  (28)  ihrer  linken  Seite  folgendes 

Resultat: 

4«       A       M^ «^      ift'/«      p 

und  hieraus  nach  Einsetzung  der  Werthe  fQr  A,  B  und  ein- 
fachen Reduktionen  nachstehenden  allgemeinen  Ausdruck 
für  das  Maass  eines  Geschlechts  ternärer  Formen  mit 
ungeraden  Invarianten  Sl,  ^: 

•n(>+(=^0i)-z7('+(=^)i). 

bis  auf  die  Bezeichnung  derselbe  Ausdruck,  welchen  Eisen- 
stein im  Journal  f  d.  r.  u.  a.  Math.  35  S.  128  ohne  Beweis 
mitgetheilt  hat.  Die  Formel  (16)  ist  als  besonderer  Fall  hierin 
enthalten;  denn,  da  dort  die  Determinante  D  der  temären 
Formen  ohne  quadratischen  Theiler  angenommen  worden  ist, 
hat  man  ß=  1,  ^  =  1),  die  Primfaktoren  o  und  r  fallen 
aus,  also  wird  A  =  0,  und,  da  —  -4."  dort  als  quadratischer 
Rest  (mod.  D)  angenommen  wurde,  hat  man 

(=#^)  -  (=^)  - '. 

in  Folge   davon  nach  der  Formel   (41)   des   zweiten   Gapitels 
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E  =^  —  1,  und  die  Formel  (44)  geht,  wenn  man  die  Prim- 
faktoren ö  wieder  d  nennt,  in  die  folgende,  mit  (16)  überein- 
stimmende über: 

Stephen  Smith,  dem  wir  bei  dieser  Darstellung  im 
wesentUchen  gefolgt  sind,  giebt  in  seiner  mehrfach  erwähnten 
Arbeit  noch  eine  zweite  Methode  zur  Bestimmung  der  rechten 
Seite  der  Gleichung  (19),  die  ims  jedoch  wegen  der  ümkehrung 
einer  gewissen  Doppelsummation  nicht  ganz  unbedenklich  er- 
scheint. Einer  anderen  Methode,  welche  in  mehrfacher  Hin- 
sicht bemerkenswerth  ist,  bedient  sich  Minkowski  in  seiner 
oben  angeführten  Preisarbeit,  doch  mag  es  genügen,  hier  auf 
diese  Herleitung  nur  hinzuweisen,  da  die  trotz  mancher  Ab- 
weichimgen  analoge  Herleitung  des  Maasses  für  Formen  mit 
einer  beliebigen  Anzahl  von  Unbestimmten,  welche  im  zweiten 
Abschnitte  ausführlich  dargestellt  wird,  auch  jene  Methode 
in  ihrer  Orundlage  ausreichend  charakterisirt. 

10.  Aus  der  Formel  (44)  für  das  Maass  eines  Geschlechts 
temärer  Formen  der  Ordnung  (Ä,  ^)  lässt  sich  ohne  weitere 
Schwierigkeit  das  Maass  der  Ordnung  (Ä,  -^)  selbst  ermitteln, 
welches  der  Summe  der  Maasse  sämmtlicher  ihrer  Geschlechter 
gleich  ist.  Nennt  man  das  Maass  der  Ordnung  STO,  so  er- 
hält man  zunächst  die  Formel 

•  17  i  (' + (=#-0  i) 

•ni(i+(=#2)^)]- 

Der  Beziehung 


zufolge  lässt  sie  sich  folgendermassen  schreiben: 

24 

wenn  man  mit  R  und  2Z'  die  nachstehenden,  über  sämmtliche 


(45)  aW  =  ^(2E-f(-l)    ^       ^     .U'), 
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Werthcombinationen  der  Symbole 

\t)'   \T)'  W'   \T/ 
auszudehnenden  Summenausdrücke 


(46) 


(47) 


■m('+(=#^)T)] 

(B--^[(S(!)-/7T("-;i) 

■m('+{=^)i) 
•mo+(=#-^T)] 


bezeichnet.  Der  Werth  der  letzteren  ist  unschwer  anzugeben. 
Denn  schreibt  man  zunächst  in  R  das  allgemeine  Glied  der 
Summe^  indem  man  einen  der  Faktoren 

lO+(=^)i) 

herausgreift  und  das  Produkt  aller  übrigen  kurz  77'  nennt, 
folgendermassen : 

SO  entspricht  diesem  Gliede  ein  zweiter  Summande 


n'-H^-i^m- 


und  beide  zusammen  geben  77';  man  darf  also  im  Ausdruck 
(46)  von  R  den  betrachteten  Faktor 

l('+(-^Oi) 

unterdrücken^  wenn  man  dann  nur  noch  über  die  verschiedenen 
Werthcombinationen  der  übrigen  Symbole  summirt.  Da  ähn- 
liches  bezüglich  der  anderen  Symbole  (— ),    sowie   bezuglich 

der  Symbole  l~j  gilt,  erhält  man  zunächst 

Bach  mann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  13 
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wo  diese  Summe  nur  noch  über  alle  Werthcombinationen  der 

Symbole  f— j ,  (—)  ausgedehnt  werden  muss,  und  da  jedem  r 

vier  solcher  Combinationen  entsprechen,  überzeugt  man  sich 
durch  die  gleiche  Betrachtung,  dass  schliesslich 

(48)         ^-m^-h) 

ist. 

Man  betrachte  zweitens  R\  Wenn  man  mit  ß,,  ^^  die- 
jenigen Quotienten  bezeichnet,  welche  aus  Sl,  A  durch  Division 
mit  den  grössten  darin  aufgehenden  Quadratzahlen  entstehen, 
so  kann 

(i)  ■  (!)  a-h  (i) .  (I) 

ersetzt  werden.  Ist  dann  oj  ein  Primfaktor  von  Ä,  der  nicht 
in  ßj,  oder  8  ein  Primfaktor  von  ^,  der  nicht  in  A^  aufgeht, 
so  lehrt  die  bei  J2  angewandte  Schlussweise  offenbar,  dass  der 
betreffende  Faktor 

i(i+(=^oi)  -p•l('+(=^')T) 

im  Ausdrucke  von  K  unterdrückt  werden  darf,  wenn  dann 
die  Summation  nur  noch  auf  die  übrigen  Symbole  erstreckt 
wird.  Ist  jedoch  o  ein  Primfaktor  von  Ä^,  so  kann  das  all- 
gemeine Glied  der  noch  auszuführenden  Summation  in  der 
Form 

n'4((i)+(^)i) 

geschrieben  werden,  wo  77'  unabhängig  ist  von  o,  und  es  ent- 
spricht ihm  ein  zweites  Glied 

n'4(-(3+(^)i). 

welches,  mit  ihm  vereint,  einfach 

n  (^)v 

giebt.     Der  bezügliche  Faktor 


t((Ö  +  (=^)v) 
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darf  demnach  im  Ausdrucke  von  ü'  unterdrückt  werden,  wenn 
die  Summation  dann  nur  noch  auf  die  übrigen  Symbole  be- 
zogen  und   vor   der   Summe   mit  (^)-^   multipHcirt  wird. 

Bezüglich  der  anderen  Primfaktoren  von  ß^  sowie  der  Prim- 
faktoren von  Jy  lässt  sich  ähnliches  bemerken,  sodass  die 
alsdann  verbleibende  Summation  sich  nur  noch  auf  die  ver- 
schiedenen Werthcombinationen  der  Symbole  (— ) ,  (— j  bezieht. 

Bedeutet  aber  r  einen  in  Ä^  aufgehenden  Primfaktor,  so  würde 
dem  allgemeinen  Gliede  jener  Summe,  das  sich  in  der  Gestalt 

n'4(f)('-^) 

schreiben  lässt,  während  77'  von  f  — j  unabhängig  ist,  ein  zweites 

entsprechen,  das  jenes  aufhebt,  und  K  würde  Null.     Dasselbe 

würde  der  Fall  sein,  wenn  r  in  ^^  aufginge,  und  man  findet 

folglich 

(49  a)  R'  =  0, 

so  oft  eine  im  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  Ä,  d  auf- 
gehende Primzahl  auch  in  Sl^^  /l^  aufgeht,  d.  i  so  oii  Sl^^*  /l^ 
nicht  prim  ist  gegen  den  grössten  gemeinsamen  Theiler 
von  Ä,  J, 

Falls  aber  kein  r  in  <$2^  •  d^  aufgeht,  so  ergiebt  sich,  ganz 
wie  bei  22, 

WO  die  letzteren  beiden  Produkte  über  alle  Primfaktoren  von 
Sl^y^i  auszudehnen  sind;  in  dem,  dem  vorigen  entgegen- 
gesetzten Falle  ist  also 

oder  auch 

(49b)  ;,-._(:^i^.J7(.-i). 
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Führt   man  die  so   gefundenen  Werthe   von  R  und  R' 
in  die  Formel  (45)  ein  und  setzt 

1 


A  = 


ÄiA 


oder  il  =  0, 


jenachdem  Sli^i  prim  ist  gegen  den  grossten  gemein- 
samen Theiler  von  Sl  und  ^  oder  nicht;  so  erhält  man 
folgenden  Ausdruck  für  das  Maass  der  Ordnung  (Ä,  /J): 


(60) 


^-^(^-')m-^)- 


Smith  hat  in  seiner  Arbeit  auch  den  allgemeinen  Aus- 
druck dieses  Maasses  mitgetheilt,  wie  er  irgendwelchen  Werthen 
der  Invarianten  H,  A  und  nicht  nur  eigentlich-  sondern  auch 
uneigentlich-primitiven  Formen  entspricht.  Diese  allgemeine 
Formel  lautet: 

ä,_?L-.^.J7(i_.). 

Zur  Bestimmung  des  Faktors  Z  je  nach  den  verschiedenen 
möglichen  Fällen  dienen  die  nachstehenden  Tabellen  ^  welche 
jener  Arbeit  entnommen  sind;  J^  und  J^  bedeuten  darin  die 
Exponenten  der  höchsten  Potenzen  von  2,  welche  resp.  in  St 
und  ^  enthalten  sind. 

L  Wenn  f  und  ^  eigentlich-primitiv  sind: 


Ji  =0 

Jj  gerade 

Jj  ungerade 

J,  =  0 

^-5(2        X) 

A(2_X) 

1 

2 

J,  gerade 

-1(2  -X) 

|(2-^) 

1 
2 

J,  ungerade 

1 
2 

1 
2 

1 

2 

IL 


Wenn  f  uneigentlich-,  5  eigentlich-primitiv  sind: 

,      J^  =  0,    J2>0 

J^  gerade:       Z  =  t^  (2  —  A) 
Jg  ungerade:  Z  =  -g-  (1  —  A) 
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ni.  Wenn  f  eigentlich-,  fj  uneigentlich-primitiv  sind: 

Ji  >  0,   j;  =  0. 

j;  gerade:       Z=~(2-A) 

J^  ungerade:  Z  =  -^{1  —  A).  — 

Die  Formel  (50)  findet  sich  bereits  richtig  angegeben  bei 
Eisenstein  (Neue  Theoreme  der  höheren  Arithmetik,  J.  f.  d. 
r.  u.  a.  Math.  35),  jedoch,  wie  Smith  angemerkt  hat,  mit  einer 
näheren  Erklärung,  welche  nicht  ganz  richtig  ist.  Nennt  man 
nämlich  B  den  grössten  gemeinsamen  TheUer  von 

a  =  Äi .  loa*    und  ^  =  ^1 .  ^j«, 
und  Q  das  grösste  in  J2^  aufgehende  Quadrat,   so  soll  nach 
Eisenstein  A  =  0  sein,  wenn  R  keine  Quadratzahl,  dagegen 

l  =  -~2j  wenn  U  Quadratzahl  ist.     Dies  ist  aber  etwas  anderes, 

als  was  nach  obiger  Herleitung  för  k  gilt.     Denn,  heisst 

Dl  der  grösste  gem.  Theiler  von  Ä^,  z/^ 

d 


77  ;;  ;;  w 


»         »  »  »  »     D, '  D,» 

so  findet  sich,  wie  leicht  zu  übersehen, 

B,  =  dSDi  ■  D* 
Q  _  A* 


Demnach  ist  R  dann  und  nur  dann  ein  Quadrat,  wenn  es 

d.  h.,  wenn 

d  =  tf  =  Dj  =  1 

ist.    Dagegen  ist  Sii^i   prim  gegen  R  dann   und  nur   dann, 

wenn  ausser 

d  =  ,J  =  2)j  =  1 

noch    Sli^i   prim   zu   D,   ist.     Folglich   ist  zwar   R,   so   oft 
letzteres  der  Fall  ist,   ein  Quadrat  und  dann  stimmt  ^  mit 
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dem  nach  Smith  angegebenen  Werthe  von  A  überein,  aber 
nicht  umgekehrt.  In  Wahrheit  ist  A  nur  dann  nicht  Null, 
wenn  der  Exponent  jedes  gemeinsamen  Primfaktors  von  Ä 
und  jd  sowohl  in  Sl  als  in  ^  gerade  ist. 


Achtes  Capitel. 
Unbestimmte  Formen.     Die  Oleicbnng 

1.  Wir  wenden  uns  nunmehr  von  den  positiven  (be- 
stimmten) zu  den  unbestimmten  temären  Formen,  müssen 
jedoch  von  vornherein  bemerken,  dass  deren  Theorie  vielfach 
grössere  Schwierigkeiten  darbietet  und  deshalb  auch  noch  nicht 
mit  gleichem  Erfolge  bearbeitet  worden  ist,  wie  jene.  Nur 
von  einzelnen  sie  betreflFenden  Fragen  werden  wir  berichten 
können,  die  man  bereits  erledigt  oder  doch  wenigstens  nicht 
ohne  Erfolg  in  Angriff  genommen  hat.  Zu  diesen  gehört 
die  ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichung 

(1)  aa?«  +  aV2  +  aV2  =  0, 

und  wir  wollen  zunächst  die  Bedingungen  feststellen, 
unter  denen  diese  Gleichung  mittels  ganzer  Zahlen 
auflösbar  ist. 

Jedenfalls  dürfen  die  Coefficienten  a,a\a'  nicht 
sämmtlich  dasselbe  Vorzeichen  haben,  denn  andernfalls 
könnte  die  Gleichung  keine  Lösung  haben  ausser  der  selbst- 
verständlichen Lösung 

x=-0,    ä'  =  0,    x'  =  0, 

von  welcher  hinfort  stets  abgesehen  werden  soll. 

Bevor  wir  weiter  auf  diese  Frage  eingehen,  mag 
bemerkt  werden,  dass  auf  die  Gleichung  (1)  die  all- 
gemeinere: 

(2)  f=  ax^  4-  aV^  +  a":r"*  +  2bx'x'+2bY'x+2rxx'=  0 

zurückkommt.  In  der  That,  durch  f  können  keine  anderen 
Zahlen  dargestellt  werden,   als  durch  irgend  eine  mit  f  äqui- 
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Talente  Form  f,  und  die  Darstellungen  einer  bestimmten  Zahl 
z.  B.  der  Null,  durch  die  eine  von  ihnen  ergeben  sich  stets 
auf  einfache  Weise  aus  ihren  Daratellungen  durch  die  andere, 
man  kann  daher  die  Auflösung  der  Gleichung  (2)  auf  die  der 
Gleichung  /*'  =  0  zurückführen.  Nun  lässt  sich  (vgl.  nr.  11 
des  zweiten  Capitels)  eine  zu  f  äquivalente  Form  f  finden,  in 
welcher  der  erste  Coefficient  ebenso  wie  der  dritte  Coefficient 
in  ihrer  Adjungirten  von  Null  verschieden  ist,  d.  h.  bei  Auf- 
lösung der  Gleichung  (2)  darf  man  sich  auf  den  Fall  be- 
schränken, wo  a  und  A"  von  Null  verschieden  sind.  In  ihm 
ist  aber  die  aufzulösende  Gleichung  gleichbedeutend  mit  der 
anderen: 

(3)  A"  {ax  +  Vx'  +  Vxy  +  {A"x  —  Bxy  +  aDx"^  =  0, 

welche  aus  ihr  durch  Multiplikation  mit  aA"  entsteht.  Sie 
würde  mithin,  sobald  die  Form  f  eine  bestimmte  ist,  AI'  und 
aD  also  positiv  sind,  nur  erfüllt  werden  können,  indem  man 

setzt,  d.  i.  durch  die  evidente  Lösung 

x=^  X  =^  x  =0. 

Nimmt  man  daher  die  Form  f  als  eine  unbestimmte  an,  so 
erhält  die  Gleichung  (3)  die  Gestalt 

(4)  ^Y  +  y'«  +  oi)y">  =  0, 

in  welcher  die  Coefficienten  nicht  alle  gleiches  Vorzeichen 
haben,  d.  h.  man  kommt  auf  eine  Gleichung  von  der  Gestalt 
(1)  zurück,  wenn  man 

a;p  +  6'V  +  6  V  =  y,    A"x  —Bx"  =  y',    x'  =  y' 

setzt;  und  offenbar  erhält  man  aus  allen  rationalen  Lösungen 
y,  y\  y"  der  Gleichung  (4)  sämmtliche  rationale  Lösungen 
X,  x\  x"  der  Gleichung  (1)  und  umgekehrt.  Kennt  man  aber 
alle  rationalen  Lösungen  einer  homogenen  Gleichung,  so 
kennt  man  damit  implicite  auch  ihre  ganzzahligen  Lösungen. 

Nach  dieser  Vorbemerkung  dürfen  wir  uns  fortan 
auf  die  einfachere  Gleichung  (1)  beschränken. 

2.  Diese  Gleichung  behält  offenbar  dieselben  Lösungen, 
wenn  man  den  etwa  vorhandenen  gemeinsamen  Theiler  von 
a,  a',  a"  unterdrückt,   demnach   dürfen   a,  a\  a"  frei   von 


200  Achtes  Capitel. 

jedem,  von  1  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler  vor- 
ausgesetzt werden.     Sei  dann 

YTO  p^yp'^yp"^  die  grössten  in  a^a^a"  aufgehenden  Quadrat- 
zahlen bezeichnen. 

Aus  der  Gleichung  (1)  folgt  die  andere: 

h{pxf  +  v{p'xy  +  v'{:p''xJ  =  o, 

d.  h.  aus  jeder  ganzzahligen  Auflösung  von  (1)  folgt  eine 
ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichung 

(5)  6^*  +  6V«  +  6V«  =  0, 

deren  Coefficienten  keinen  quadratischen  Theiler  mehr  haben. 
Und  umgekehrt  schliesst  man  aus  der  letzteren  durch  Mul- 
tiplikation mit  p^ p'^ p'^  die  Gleichung 

a{p'p''xf  +  0'\p"px'y  +  a^ippx'y  =  0, 

also  folgt  auch  aus  jeder  ganzzahligen  Lösung  von  (5)  eine 
solche  von  (1).  Die  beiden  Gleichungen  (1)  und  (5)  sind 
also  gleichzeitig  in  ganzen  Zahlen  auflösbar  oder  gleichzeitig 
nicht  auflösbar.  Bei  der  Frage  nach  der  Auflösbarkeit  der 
Gleichung  (1)  darf  man  sich  also  weiter  auf  den  Fall  be- 
schränken, dass  die  Coefficienten  a^a^a"  ausser  der 
bereits  gemachten  die  Voraussetzung  erfüllen,  ohne 
quadratische  Theiler  zu  sein. 
Ist  dann 

a   der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  a',   a" 


9 

a 

99 

99 

99 

99 

99 

a",  a 

99 

99 

99 

99 

99 

a,    a', 

SO  sind  a*,  a'^,  a"^  die  grössten  Quadrate,  welche  resp.  in  den 
Produkten  a'a\  a'a,  aa  aufgehen;  femer  sind  a,  a\  a"  zu 
je  zweien  relativ  prim,  denn  hätten  z.  B.  ayu"  einen  gemein- 
samen Primtheiler,  so  würde  er  wegen  u  in  a"  und  a,  wegen 
a"  in  a  und  a  aufgehen,  also  allen  drei  Coefficienten  a,  a\  a" 
gemeinsam  sein,  gegen  die  Voraussetzung.  Da  aber  a  sowohl 
durch  a  als  durch  a"  theilbar  ist,  ist  es  auch  theilbar  durch 
a'a'  und  man  findet  die  erste  der  folgenden  drei  Gleichungen, 
von  denen  die  anderen  auf  analoge  *  Weise  hervorgehen: 
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a  =  a  a  '  by    a  =  a  a  -  o      a    =  aa  '  o  ^ 

und  in  denen  unter  h,  h\  b"  drei  ganze  Zahlen  ohne  gemein- 
samen und  ohne  quadratischen  Theiler  zu  verstehen  sind. 
Setzt  man  hier 

so  nehmen  die  Gleichungen  die  neue  Gestalt  an: 

aa  =  a  a  '  a,    a  a  =  a  a  '  a  ,    a  a   =  aa  -  a  , 


a  a 


Da  — 5-  =  a'a"  keinen  quadratischen  Theiler  hat,  müssen  a\ 

a"  —  und  allgemeiner  je  zwei  der  Zahlen  a,  a',  a"  relativ 
prim  sein. 

Dies  vorausgeschickt,  folgt  nun  aus  Gleichung  (1)  durch 
Multiplikation  mit  a^a'^a"* 

aa^  .  {a'a''xy  +  aa^  •  (a^'axy  +  a"«"^  •  (au'xy  =  0 

aa  «"  .  [aiaV'xy  +  a'  •  (a"aa;7  +  a".  (aaVy]  =  0 

also  aus  einer  ganzzahligen  Lösung  von  (1)  auch  eine  ganz- 
zahlige Losung  der  Gleichung 

(6)  aa:*  +  aV^  +  aV*  =  0; 

und  umgekehrt  folgt  aus  dieser  durch  Multiplikation  mit  aaa" 

a(axy  +  a\axy  +  a"(a  V)'  =  0 

d.  i.  aus  einer  ganzzahligen  Lösung  von  (6)  auch  eine  solche 
von  (1).  Beide  Gleichungen  sind  mithin  gleichzeitig  lösbar 
oder  gleichzeitig  nicht  lösbar,  und  folglich  dürfen  bei  der  Frage 
nach  der  Auflösbarkeit  der  Gleichung  (1)  die  Goefficienten 
a,  a\  a"  zu  je  zweien  relativ  prim  vorausgesetzt  werden,  ohne 
die  früheren  Annahmen  preiszugeben. 

So  sei  denn  also  vorausgesetzt,  dass  in  der  Glei- 
chung (1)  die  Coefficienten  a,  a',  a"  zu  je  zweien  relativ 
prim  und  ohne  quadratische  Theiler  sind.  Auch  darf 
man  die  Gleichung  (1)  mit  solchem  Vorzeichen  nehmen, 
dass  D  =  aaa"  positiv  ist. 

Nun  erhält  man  die  sämmtlichen  ganzzahligen  Auf- 
lösungen x,x\x"  dieser  Gleichung  aus  den  eigentlichen 
d.  i.  denjenigen,  welche  ohne  einen  von  1  verschiedenen  ge- 
meinsamen Theiler  sind,  indem  man  die  letzteren  mit  jeder  be- 
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liebigen  ganzen  Zahl  zugleich  multiplicirt.  Fragt  man  daher 
nach  den  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für 
die  Auflösbarkeit  der  Gleichung  (1)^  so  darf  man  die  Frage 
bestimmter  so  fassen:  Wann  hat  diese  Gleichung  eigent- 
liche Auflösungen?  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
sind  letztere  auch  zu  je  zweien  relativ  prim;  denn  ein  gemein- 
schaftlicher Primtheiler  p  von  x\ x*  z.  B.  würde  einen  qua- 
dratischen Theiler  jp*  von  ax^  liefern,  also,  da  a  keinen  solchen 
besitzt,  auch  in  x  aufgehen  .müssen.  Für  eigentliche  Auf- 
lösungen a:,  x\  x"  sind  sogar  auch  arc,  ax\  a'x''  zu  je  zweien 
relativ  prim,  denn  ein  gemeinsamer  Primtheiler  von  ax\  a*x" 
z,  B.  müsste  auch  aufgehen  in  ax  imd,  weil  er  höchstens 
in  einer  der  Zahlen  x,  x\  x"  aufgehen  kann,  müsste  er  in 
mindestens  zwei  der  Zahlen  a,  a',  a"  aufgehen,  gegen  die  Vor- 
aussetzung. Dass  auch  umgekehrt  eine  Lösung,  für  welche 
ax^  ax\  a'x"  zu  zweien  prim  sind,  eine  eigentliche  ist,  geht 
unmittelbar  daraus  hervor,  dass  dann  auch  Xy  x\  x"  zu  zweien 
relativ  prim  sein  müssen. 

Die  erschöpfende  Antwort  auf  die  gestellte  Frage  gab 
zuerst  Legendre*),  indem  er  folgenden  Satz  bewies:  Unter 
den  für  die  Coefficienten  a,  a',  a"  geltenden  Voraus- 
setzungen ist  es  zur  ganzzahligen  Auflösbarkeit  der 
Gleichung  (1)  nothwendig  und  hinreichend,  dass 

—  a  a  y  —  a  üy  —  aa 

resp.  von  a^a^a"  quadratische  Reste  sind.  Das  Ver- 
fahren, mittels  dessen  Legendre  diesen  Satz  herleitete,  rührt 
von  Lagrange  her**)  und  besteht  im  Wesentlichen  darin, 
die  Gleichung  (1)   zunächst   durch  eine  andere  von  der  Form 

x^  =  Ay^  +  Bz^ 

zu  ersetzen  und  die  Frage  nach  der  Auflösbarkeit  der  letzteren 
zurückzuführen  auf  die  gleiche  Frage  für  eine  Gleichung  der- 
selben Form 

x^  =  Ay  +  B'z\ 

*)  In  bist,  de  TAcad.  de  Paris  1784,  p.  607,  sowie  in  seiner  th^orie 
des  nombres  3.  öd.  t.  1  §§  3  und  4. 

••)  S.  M^m.  de  TAcad.  de  Berlin  für  das  Jahr  1767,  sowie  auch 
§  V  der  Additions  zu  Euler's  ^l^mens  d'alg^bre. 
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in  welcher  A'B'  <  AB  ist,  u.  s.  w.  Dieses  Beweisverfahren 
ist  in  neuer  Zeit  von  Dedekind  sehr  vereinfacht  worden*). 
Gleichwohl  soll  hier  auf  diesen  Beweis,  ohne  ihn  zur  Dar- 
stellung zu  bringen,  nur  verwiesen  und  statt  seiner  derjenige 
entwickelt  werden,  welchen  man  Gauss  verdankt**),  weil 
dieser  unmittelbar  aus  der  Theorie  der  temaren  quadratischen 
Formen  geschöpft  ist,  zu  welcher  die  Frage  ihrer  wesentlichen 
Natur  nach  gehört. 

3.  Wenn  eine  eigentliche  Lösung  Xy  x\  x"  der  Gleichung 
(1)  vorhanden  ist,  so  sind,  wie  bemerkt,  ax^  ax\  a"x"  zu  je 
zweien  relativ  prim  und  folglich  werden  sich  drei  ganze  Zahlen 
31,  %\  ä"  bestimmen  lassen,  welche  den  Congruenzen 

I^x"  =  a'x    (mod.  a) 
Wx  =  a"x"  (mod.  a") 
W'x  =  ax  (mod.  a") 

Genüge  leisten;  in  Folge  der  Congruenzen,  welche  sich  aus 
der  Gleichung  (1)  ergeben,  wenn  sie  (mod.  a,  a',  a")  aufge- 
fasst  wird,  findet  sich  dann  ohne  weiteres,  dass  die  Zahlen 
%y  Ä',  %"  auch  folgende  Congruenzen  erfüllen: 

««    ^  —  a'a'  (mod.  a) 
(8)  W^  =  —  a"a  (mod.  a') 

%"''  =  — aa'  (mod.  a") 

und  folglich  müssen  — a'a\  — a'a^  — aa'  resp.  von 
aja^a'  quadratische  Reste  sein,  damit  die  Gleichung 
(1)  auflösbar  ist. 

Es  gilt  nun,  das  Umgekehrte  zu  beweisen.  Um  dieser 
Umkehrung  sogleich  ihren  vollen  Umfang  zu  geben,  schicken 
wir  einige  Bemerkungen  vorauf. 

Man  nenne  a,  a\  a"  die  Anzahl  der  verschiedenen  Prim- 
zahlen, aus  denen  a,  a',  a"  bestehen  und  also  9  =  a  +  a'  +  a 
die  Anzahl  derjenigen,  aus  welchen  die  Determinante  B  =>  aaa 
der  Form 


it 


ti 


*)  In  den  Vorlesungen  über  Zahlentheorie  yon  Dirichlet,  heraus- 
gegeben von  Dedekind,  4.  Aufl.  S  428. 

•*)  Gauss  in  Disquis.  Arithm.  294.    Vgl.  G.  Cantor,    de   aequa- 
tionibus  2.  gradus  indeterminatis,  Inauguraldissertation,  Berlin  1867,  §  8. 
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zusammengesetzt  ist;  ist  alsdann  zunächst  Z>  ungerade^  so 
werden  die  Congruenzen  (8),  wenn  sie  überhaupt  möglich  sind, 
2*,  2",  2""  Wurzeln  haben  und  demnach  2®  verschiedene 
Systeme  solcher  Wurzeln  ?(,  %,\  Ä"  vorhanden  sein. 
Für  eine  gerade  Determinante  D  muss  einer  der  Moduln  a, 
o/,  a'\  z.  B.  der  erste,  gerade  sein;  da  jedoch  a  nach  Voraus- 
setzung keinen  quadratischen  Theiler  hat,  kann  es  nur  durch 
die  erste  Potenz  von  2  theilbar  sein  und  somit  hat  dann  die 
erste  Congruenz  (8),  wenn  sie  losbar  ist,  wieder  nur  genau 
2*»  Wurzeln,  die  Anzahl  der  Wurzelsysteme  ?l,  8',  %" 
beträgt  also  auch  in  diesem  Falle  2®.  —  Die  Umkehrung, 
die  bewiesen  werden  soll,  kann  nun  folgendermassen  gefasst 
werden:  Sind  — aV,  — a'üy  — aa'  resp.  von  a^a\a" 
quadratische  Reste,  so  giebt  es  für  jede  der  Wurzel- 
combinationen  ?(,  ?(',  %"  der  Congruenzen  (8)  eine 
eigentliche  Losung  XyX\x"  der  Gleichung  (1),  welche 
den  Congruenzen  (7)  Genüge  leistet. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  betrachte  man  irgend 
eine  der  Wurzelcombinationen  SC,  ä',  Ä".  Man  kann  dann, 
da  die  Zahlen  a,  a',  a'  relativ  prim  sind,  immer  ganze  Zahlen 
X,  X',  X"  den  folgenden  Congruenzen  gemäss  wählen: 

X  =  a    (mod.  a'),     X  =  %!'  (mod.  a") 

(9)  X  =a  (mod.  a"),      X'  =  «  (mod.  a) 
X"  =  a'  (mod.  a),       X"  =  %'  (mod.  a'\ 

Für  diese  so  gewählten  Zahlen  wird  dann 

(10)  aX*  +  a'X'«  +  a"X"*  =  0  (mod.  D) 

sein,  da  diese  Congruenz  nach  jedem  der  Moduln  a,  a',  a"  be- 
steht; in  der  That  hat  man  z.  B. 

aX«  +  a'X'^  -f-  a"X"»  e^  a'  •  St^  -f  a".  a'«  =  0  (mod.  a) 

u.  8.  w.  Femer  ist  zufolge  der  Congruenzen  (9)  X  prim  so- 
wohl zu  a  wie  zu  a",  da  sonst  a  und  a"  oder  aa  und  a" 
einen  gemeinsamen  Theiler  hätten;  gleicherweise  ist  X'  prim 
zu  a"  und  zu  a,  X"  prim  gegen  a  und  a'.  Aus  diesem  Grunde 
muss  jeder  etwa  vorhandene  gemeinsame  Theiler  von  X,  X',  X" 
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prim  sein  gegen  D.     Nennt  man  also  d  ihren  grössten  gemein- 
samen Theiler,  setzt 

und  bestimmt  d   durch   die  Congruenz   dd  ^  1  (mod.  D),   so 
nehmen  die  Congruenzen  (9)  und  (10)  folgende  Gestalt  an: 

r|   =a"d  (mod.a'),     I   =  «"*  (mod.  a") 

(11)  r  =  ö<y  (mod.  a"),      I'  =  «<y  (mod.  a) 

Ir'  =  a'd  (mod.  a),       S"  =  «'«J  (mod.  a') 
und 

(12)  a|»  +  a'r*  +  a"|"*  =  0  (mod.  D). 

Nun  haben  aber  die  drei  Zahlen  a|,  a'g',  a"|"  keinen 
gemeinsamen  Theiler,  denn  ein  solcher  müsste,  da  er  in  a'|' 
und  a"|"  aufginge^  prim  sein  gegen  a,  und  in  gleicher  Weise 
gegen  a'  und  a"/  er  müsste  also  |,  |',  |"  gemeinsam  sein, 
gegen  die  Bedeutung  dieser  Zeichen.  In  Folge  hiervon  giebt 
es  ganze  Zahlen  A,  k',  X"y  welche  die  Gleichung 

erfüllen,   und  femer  nach   dem  Gauss'schen  Hilfssatze   sechs 
ganze  Zahlen,  für  welche 

ist.     Durch  die  Substitution 

1^   =ky    +  f*y'    +  vy 
X  =  A  y  +  ft  y'  +  i/'y 

mit  dem  Modulus  1  geht  slsdami  die  Formel 

ax'-^a'x'*  +  a"x"* 

in  eine  äquivalente  Form 

^  /m,  w',  m"\ 

\«,  n ,  n  / 
über.     Nennt  man 


»r 


t  .»t 


jf 


ff 
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die  umgekehrte  Substitution  (13),  so  findet  sich  nach  einfachen 
Determinantensatzen 


(mod.  a), 


(14)       \ii.'=ali"     -a'^i,     i;'=a'Ti?-«5i?" 
Mit  Rücksicht  hierauf  nehmen  die  Beziehungen 

ff  _      9         I  '     '9         I  ff     ff  9 

m   =  av^   -\-  av  ^   +av  * 

+   ^f  f  f   I    _ff  ff  ff 
a  fi  V  +  a  ^  1/  , 

welche  zwischen  den  Coefficienten  w',  n,  m"  der  neuen  und 
den  Coefficienten  der  ursprünglichen  Form  bestehen,  wenn  sie 
als  Congruenzen  (mod.  a)   aufgefasst  werden,    die  Gestalt  an: 

m"=       a'a'Wa'i;^  +  a'l"^)  =  0 
n    ^-aV'gi2(a'r  +  a"r*)=0J 

d.  h.  w',  n,  m"  sind  theilbar  durch  a;  und  weil  in  gleicher 
Weise  Gleiches  in  Bezug  auf  a'  und  a"  gefunden  wird,  so 
sind  m',  n,  m"  theilbar  durch  2).     Setzt  man  demgemäss 

und  femer 

so  sieht  man   sogleich,    dass   ax^  +  öt'a:'*  +  a"a;"^  durch  die 

Substitution 

X  =  DAy   +  fty'   +  vy' 

U"  =  DA^'y  +  ^  Y  +  ^  Y 
mit  dem  Modulus  i>  in  die  Form 

'M,  M',  M 


(15) 


// 


f  .Jf 


■  \N,  N',  N") 


übergeht.     Die  Determinante  der  letzteren  muss  gleich  D'  und 
also  diejenige  der  offenbar  unbestimmten  Form 

_  (M,  M,  M'\ 

\N,  N',  N") 


tr 


t  .// 
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, gleich  1  sein;  die  Form  G  ist  also  (s.  nr.  5  des  fünften  Cap.) 
der  Form 

äquivalent  and  geht  in  sie  durch  eine  unimodulare  Substitution 

(16)  y'  =  q'z  +  V;?'  +  xz' 

über.  Hier  bemerke  man  sogleich^  dass  ein  gemeinsamer 
Theiler  der  Elemente  q\  q"  nicht  auch  gleichzeitig  ein  solcher 
von  r',  r"  sein  kann,  da  er  sonst  auch  in  e't" — <y"r'  und 
somit  im  Modulus  1  der  Substitution  aufgehen  würde;  wären 
also  q\  q"  insbesondere  beide  gerade,  so  konnten  es  nicht 
t\x''  beide  sein,  und  umgekehrt.  Bei  der  Symmetrie  mit 
Bezug  auf  z  und  z''  darf  man  also  im  Folgenden  voraussetzen, 
dass  q\q"  nicht  beide  gerade  sind.  Alsdann  lässt  sich  das 
bereits  erlangte  Ergebniss  folgendermassen  fassen: 
Durch  die  Substitution 

Iy  =  Qz  -\-  26z'  +  2r;e?" 
y'  =  g'z  +  26'z'  +  2r'^" 
y     =  Q   Z -}-  26  Z    -\-  2t   Z 

mit  dem  Modulus  4  geht  die  Form  G  in  die  Form 

über.     Die  aus  (15)  und  (17)  zusammengesetzte  Substitution, 
deren  Modulus  42)  ist  und  der  man  die  Form  geben  kann 

X   =  az   -{-  ßz     +  y^ 
x'  =  az  +  ß'z'  +  yz 

führt   demnach   die  Form   ax^  +  «'^'^  +  a'x"^   in  die  Form 
4.J)(zz"  —  z'^  über. 

Hieraus  erhält  man  die  Oleichung 

d.  i.  eine  Lösung  der  Gleichung  (1): 

X  =  «,  ar  =  a  ,  a:    =  «  ; 


(18) 


// 


f    *f 


// 


/     // 
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und  diese  kann  nicht  die  eyidente  Lösung 

a  =  a  =  a    =  U 

sein,  da  der  Modulus  der  Substitution  (18)  von  Null  ver- 
schieden ist. 

Für  die  Zahlen  a,a\  a"  erhält  man  aber  aus  der  Zusammen- 
setzung von  (15)  und  (17)  d^  Bestimmung: 

Ia   =DXq    +  ^p'    +  vp 
f/  T\  ^  ff  t  "      '       I  fr     ff 

a   =  DX  p  -}-  fi  (>    +  1/  p  , 

vermöge  deren  man  sich  nun  leicht  überzeugt,  dass  die  ge- 
fundene Lösung 

__  t  t  ff  rt 

X  =  a,  X  =^  a  y  X    =  a 

die  Gongruenzen  (7)  erfüllt.  In  der  That  nimmt  nach  Ein- 
setzung derselben  die  erste  der  genannten  Gongruenzen  die 
Gestalt  an: 

(20)  ^{fiY  +  v'Y)  =  a\f^y  +  vY)  (mod.  a); 

mit  Rücksicht  auf  die  Beziehungen  (11)  und  (14)  ergiebt  sich 
jedoch 

und  ebenso 

Sli/"=  —  «a'ri?   =  — aVtfij 

aV=      aVr'iJ^— 5Pa'*i? 

und  somit  die  Richtigkeit  der  Gongruenz  (20).  Da  in  gleicher 
Weise  sich  die  beiden  anderen  der  Gongruenzen  (7)  ab  erfüllt 
zeigen,  so  haben  wir  eine  Lösung  der  Gleichung  (1) 
nachgewiesen,  welche  den  Gongruenzen  (7)  genügt. 

Sollten  die  Elemente  a, «',  a"  dieser  Auflösung  aber  noch 
einen  von  1  verschiedenen  grössten  gemeinsamen  Theiler  d 
haben,  so  könnte  dieser  nur  ein  Theiler  von  D  sein,  dar  der 
Modulus  der  Gleichungen  (19)  gleich  D  isi  Dann  lehren  aber 
diese  Gleichungen,  da  die  Grössen 

f    ff  ff     f  _  fc  //  ff  ^f  hf  f  f  ^ff  hff 

keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen,  dass  q'  und  q''  den  Theiler 
d  mit  D  gemeinsam   haben  müssten.     Indessen  darf  man  vor- 


d.  i.  ?lft"^  a'/x' 


d.  i.  %v"  ^  a'v 
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aussetzen,  dass  in  der  Substitution  (17)  die  Grössen  q'  und  ^" 

keinen  gemeinsamen  Theiler  mit  D  haben. 

In    der    That,    wenn    man    diese    Substitution    mit    der 

anderen: 

,    =  pH  +  2pqr  +  qn'' 

^' =  prt  +  (ps  +  qr)t' +  qsr 

zusammensetzt,  in  welcher  p,  q,  r,  s  irgend  welche  vier  ganze, 

der  Gleichung 

ps  —  qr  =  1 

genügende  Zahlen  sind,  eine  Substitution,  durch  welche  (nach 
nr.  7  des  ersten  Capitels)  die  Form  zz" — 0'*  in  sich  selbst 
übergeführt  wird,  so  wird  die  zusammengesetzte  Substitution 
ebenso  gut  wie  die  Substitution  (17)  selbst,  die  Form  G  in 

4t{zz''  —  y^) 

verwandeln  und  also  bei  der  vorigen  Betrachtung  statt  ihrer 
zur  Gewinnung  der  a, «',  a"  gewählt  werden  dürfen.  In  ihr 
treten  aber  an  Stelle  der  Elemente  9'  und  p"  die  Ausdrücke 

r'  =  (»y  +  26'pr  +  2t:  V* 
r"=<»V  +  2<yV  +  2T:V. 

Ist  nun  W  irgend  einer  der  ungeraden  Primfaktoren,  aus 
denen  sich  D  zusammensetzt,  und  zugleich  auch  in  q'  und  q" 
enthalten,  so  ist  wenigstens  eine  der  Zahlen  r",  t''  nicht 
theilbar  durch  oT,  und  daher  wird  wenigstens  eine  der  Zahlen 
r\r"  nicht  theilbar  durch  ö,  wenn  man  p  theilbar,  r  nicht 
theilbar  durch  S)  wählt.  Ist  aber  car  einer  der  ungeraden  Prim- 
faktoren von  D,  die  nicht  gleichzeitig  in  beiden  Zahlen  q' 
und  q"  aufgehen,  so  wird  wenigstens  eine  der  Zahlen  r'  und 
r"  durch  S5  nicht  theilbar,  sobald  man  r  theilbar,  p  aber  nicht 
theilbar  durch  O  wählt.  Endlich  wird  wenigstens  eine  der 
Zahlen  r\  r"  ungerade  sein,  wenn  man  p  ungerade  wählt.  Und 
da  diese  verschiedenen  Gongruenzbedingungen  für  p,  r  mit  ein- 
ander verträglich  sind,  wird  man  schliesslich  p^  r  so  wählen 
können,  dass  r'  und  r"  keinen  gemeinsamen  Theiler  mit  D 
haben  können.     Auch  darf  man  hierbei  offenbar  jeden  etwaigen 

Baohmann,  Zahleniheorie.    IV,  1.  14 
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gemeinsamen  Theiler  der  Zahlen  p,  r  unterdrücken,  d.  h.  sie 
relativ  prim  und  also  mit  der  Bedingungsgleichung 

ps  —  gr  ==  1 

vertraglich  voraussetzen.  Auf  solche  Weise  zeigt  sich  dem- 
nach, dass,  wenn  in  der  Substitution  (17)  die  Elemente  q\  q-'' 
mit  D  einen  gemeinsamen  Theiler  hätten,  diese  Substitution 
fiir  obiges  Räsonnement  durch  eine  andere  ersetzt  werden 
könnte,  bei  welcher  die  entsprechenden  Elemente  keinen  solchen 
Theiler  besässen;  mit  anderen  Worten:  man  darf  von  vorn- 
herein voraussetzen,  dass  in  der  Substitution,  welche  zu  den 
Werthen  a,  a',  a"  führt,  q\  q"  ohne  gemeinsamen  Theiler  mit 
D  sind.  Daraus  geht  dann  aber  nach  dem  oben  Gesagten  her- 
vor, dass  auch  a, «',  a"  keinen  gemeinsamen  Theiler  besitzen, 
vielmehr  eine  eigentliche  Auflösung  der  Oleichung  (1)  dar- 
stellen. 

Auf  solche  Weise  ist  schliesslich  gezeigt,  was  gezeigt 
werden  sollte:  Sind  die  Congruenzen  (8)  auflösbar,  so 
giebt  es  zu  jeder  ihrer  Wurzelcombinationen  ?[,  ?l',  ä" 
eine  eigentliche  Auflösung  der  Gleichung  (1),  welche 
den  Congruenzen  (7)  genügt. 

4.  Nachdem  wir  im  Vorigen  die  Bedingungen  kennen 
gelernt,  unter  denen  die  Gleichung  (1)  Auflösungen  zulässt, 
wird  es  nun  darauf  ankommen,  sie  sämmtlich  zu  finden.  Eine 
derselben  ergiebt  sich  durch  die  Methode,  mittels  deren  der 
letzte  Satz  bewiesen  wurde,  unmittelbar,  aus  dieser  einen  lassen 
aber  alle  übrigen  sich  herleiten«  Diese  Bemerkung  hat  bereits 
Gauss  gemacht*)  und  dann  gezeigt,  dass  sämmtliche  Auf- 
lösimgen  der  Gleichung  (1)  in  folgender  Gestalt  gegeben  wer- 
den können: 

9,  9',  9?"  bezeichnen  drei  binäre  quadratische  Formen  mit  den 
beiden  Unbestimmten  p^  q,  und,  um  sämmtliche  eigentliche 
Auflösungen  zu  finden,  müssen  diesen  letzteren  alle  relativ 
primen  Werthe   gegeben,   dann  aber  die  Werthe  der  quadra- 


*)  Disquisitiones  Arithm.  art.  299  III. 
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tischen  Fonnen  q>,  q>\  q>"  durch  ihren  grössten  gemeinsamen 
Theiler  t  dividirt  werden.  Nicht  mit  Unrecht  hat  G.  Cantor*) 
darauf  hingewiesen,  wie  diese  Gauss'sche  Lösung  der  Aufgabe 
insofern  nicht  ganz  genügen  könne,  als  sie  nicht  angebe,  wie 
allgemein  diese  Zahl  t  mit  den  Zahlen  p,  q  verbunden  ist,  so- 
dass sie  nur  ftlr  jedes  gegebene  Paar  dieser  Zahlen  durch  eine 
besondere  Rechnung  gefunden  werden  kann;  und  er  hat  des- 
halb eine  andere  Form  der  Lösung  gesucht.  Nach  ihm  hat 
Dedekind**)  eine  Lösung  derselben  Aufgabe  gegeben,  welche 
sich  vortheilhaft  vor  der  seinen  durch  grosse  Einfachheit  aus- 
zeichnet. Wir  wollen  hier  diese  Dedekind 'sehe  Lösung  zur 
Darstellung  bringen,  wollen  jedoch  dabei,  um  der  Form  der 
Gauss'schen  Auflösung,  sowie  dem  schönen  Cantor'schen 
Grundgedanken,  der  unmittelbar  aus  ihr  entsprungen  ist,  mög- 
lichst Rechnung  zu  tragen,  den  Zusammenhang  wahren,  in 
welchem  sie  mit  jenem  steht,  und  aus  der  so  gefundenen  Auf- 
lösung dann  auf  einfache  Weise  die  G an tor 'sehen  Resultate 
erschliessen. 

Die  Betrachtungen  der  vorigen  nr.  haben  gezeigt,  in  wie 
naher  Beziehung  die  Auflösung  der  Gleichung  (1)  zu  den 
Transformationen  steht,  welche  die  Form 

J*  5       1  '     '  9      I  "     "  9 

f  =  ax^  -\-  a  X  ^  -{-  a  X  ^ 
in  die  Form 

verwandeln.  Betrachten  wir  diese  zunächst  etwas  naher.  Sei 
eine  solche  wieder,  wie  in  nr.  6  des  ersten  Capitels,  bezeichnet 
mit: 

X   =  a^z  +  2aQz'  -j-  a^z' 

(21)  X   =  a^'^z  +  2«/^'  +  a;'z" 

ff  rt  I       O         '     '       I  ff     ff 

\x   =a^^z  -\-2a^z   +  a^  z  ; 

alsdann  werden  folgende  Gleichungen  als  charakteristisch  für 
dieselbe  bestehen: 


*)  In    der    Einleitung    zu    seiner    früher    genannten    Inaugural- 
dissertation. 

•*)  Vorlesungen   über  Zahlentheorie   von   Dirichlet,   4.  Auflage, 
S.  418  u.  ff. 

14* 
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(22) 


0  =  ««„<>«    +oV*    +a'V* 
—  D  =  aa^'*     +aV*     +  «"<' 

0  =  aa^u^  +  o'ai''a/  +  a"tt^a^ 

Femer  bestehen  den  dortigen  Gleichungen  (42)  und  (44) 
gemäss  die  Beziehungen: 

(23) 


2 Dz'  =  —  («g'  •  ax  +  «j'  •  a'a;'  +  a^'  -  a'x') 
2  Dz"  = 


CCr 


ff       tf 


und 


ax  -}-  «1®  •  «'ic'  +  «2^  •  o,"x 


(24) 


f     ff 


aa   =  a^a^  —  «o 


ff 


n      ff  /« 

a  a  =  «i"«!  —  «1  * 


f  n      ff  f9. 

aa    =  ccfoc^  —  cc^ 


0  =  Oj^oro"  +  «0®««"  —  2aoV 
0  =  «o^Oi"  +  «i^ao"  —  2ao'a/. 

Die  ersten  drei  der  letzteren  Gleichungen  lassen  erkennen,  dass, 
wenn  man  unter  (21)  irgend  eine  ganzzahlige  Transformation 
der  Form  f  in  die  Form 

4D(zz"  —  z'^) 

versteht,  a^, «/,  cc^'  ganze  Zahlen,  die  Coefficienten  von  z'  in 
der  Substitution  also  gerade  Zahlen  sein  müssen. 

Denkt  man  sich  nun  andererseits  die  drei  quadratischen 
Formen 

(p   =aoV  +  2ao'M  +  «oV 

(25)  W=<p'  +  ^<pq  +  <V 

W'=<p'  +  2<pq  +  <Q' 

und  fragt  nach  den  Bedingungen,  denen  die  Coefßcienten  ge- 
nügen müssen,  wenn  diese  Formen,  an  Stelle  von  a:,  x',  x"* 
eingesetzt,  die  Gleichung  (1)  befriedigen  sollen,  welche  Werthe 
p,  q  auch  bedeuten,  so  finden  sich  unmittelbar  folgende  Glei- 
chungen: 
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0  =  oao*ao'  +  «'«i"«!'  +  a'a^'^a,' 

0  =  4(oao'*  +  «V*  +  o'V*) 

+  2(aao««o"  +  « V«i"  +  «"«'), 

voD  welchen,  wie  man  sieht,  die  vier  ersten  mit  vier  von  den 
Gleichungen  (22)  identisch  sind,  während  die  letzte  durch  die 
folgenden  zwei  ersetzt  werden  kann: 

—  K=  2(a<«  +  aV^  +  «'V) 

K  =  ««0  «0     +  ÖJ  «1   «1     +  «    «8   «^   7 

die  mit  den  übrigen  Gleichungen  (22)  identisch  werden,  sobald 
man  für  K  den  Werth  22)  wählt.  Alsdann  ist  aber  die  aus 
den  CoefBcienten  der  Formen  (25)  gebildete  Substitution  (21) 
eine  Transformation  von  f  in 

42)(^/'  — 0'*). 

Hinfort  sollen  die  so  gebildeten  quadratischen 
Formen  (25)  eine  Formallösung  der  Gleichung  (1)  ge- 
nannt werden. 

Man  sieht:  jede  Formallosung  der  Gleichung  (1)  führt  zu 
einer  Transformation  von  f  in  4D(ez'' —  jer'*)  und  umgekehrt. 

5.  Nimmt  man  nun  an,  man  habe  eine  eigentUche  Auf- 
lösung der  Gleichung  (1)  bereits  gefunden: 

sodass 

(26)  aao"*^  +  «V*  +  «'V*  =  0 

ist,  so  lässt  sich  daraus  sogleich  eine  Transformation  der  Form 
f  in  4iB{zz"  —  z'^  herleiten.  Da  die  drei  Zahlen  aa^^  «'«A 
a'a^  zu  je  zweien  prim  sind,  muss  dieser  Gleichung  zufolge 
eine  von  ihnen,  etwa  aa^y  gerade,  die  beiden  anderen  ungerade 
sein,  und  weil  deshalb  auch  2aa^j  ^'^^)  o,'^  relativ  prim 
sind,  so  kann  man  der  Gleichung 

(27)  aa^H  +  a\H'  +  a'\H"  =  1 

durch  ganze  Zahlen  Z,  T,  Z"  Genüge  leisten,  von  denen  die 
erste  gerade  ist. 
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Setzt  man  dann 

(28)  aP-\-a'l''-\-a'T'^k 
und 

a„"={2l—ha„'')D,-a^"=i2l'  —  ha°)D,    a,"=(2/"— Ak,«)Z>, 
so  finden  sieb  eogleich  die  Beziehungen 

(29)  Offo'*ao"+  «'<«i"+  a'V<'=  22J 
sowie 

(30)  aug"*  +  fl'tt/'*  +  «"«/''  =  0. 

Offenbar  wird  mau  von  den  noch  übrigen  der  Qleicbutjgen 
(22)  der  4""'  und  6""  Genüge  leisten,  wenn  man  a^', «,',  Oj' 
durch  die  folgenden  Gleichungen  bestimmt: 

(Ul)  2Z>G,' a'aia^^a^'  —  «0%") 

wodurch  sie  als  ganze  Zahlen  bestimmt  werden,  da  diese  Glei- 
chungen mit  den  anderen: 

a^  —  a'rt"(,r'v  —  rv) 

o,'  ^  —  a"a  (la^     —  ^""o") 

Oj'  =  —  aa'{l'tt^    —  /c,") 
gleichbedeutend  aind.     Für  diese  Werthe  von  a^',  a^',  a^'  wird 
jedoch  endlich 

«<«  +  fl'«,'»  +  «V' 

=  D[a'u"(l"eci'^  —  ^''h")^  +  a"a(la^  —  l't'oY 
+  aail'a°  —  ;<)=] 
=  D{{al'>  +  a-V*  +  o"/"*)(a«oO*  +  aV'  +  «V) 

—  (a^V  +  «7'c,"  +  (("("oj")*], 
was  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichungen  (26)  und  (27)  in 
««,,'*  -|-  mV,'^  +  a'tt^^  =  —  D 
ht,  sodass  die  zweite  der  Gleichungen  (22),  und,  wie  aus 
rhaltenen    Formeln    sogleich    ersichtlich,    diese    ^mmt- 
Gleichungen  erfiillt  sind.     Die  so  bestimmten  Zahlen  a 
mithin  eine  ganzzahlige  Transformation  (21)  der  Form 
e  Form  AD{ßz" — ä'*J,  sodass  vermöge  der  Gleichungen 
der  ihrer  Umkehrung  (23)  die  Gleichung 
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(32)  ax'  +  aV^  +  a'x"^  =  4D(;^^"  —  z''^ 

identisch  erfüllt  wird.     Setzt  man  nun  zur  Vereinfachung 


«0®  =  M,  «j^  =  u, 


<  =  u" 


2Z  —  Ätto^  =  «;,     2r  —  A<  =  «;',    2Z"  —  Ä<  =  u;" 

Bestimmungen,  aus  welchen  sich,  da  zufolge  (27)  h  ungerade 
sein  mussy  sogleich  die  Congruenzen 

(33)  10  ^u,    w'  ^^u\    w"  EE^.  u'  (mod.  2) 

ergeben,  so  nehmen  die  Substitutionen  (21)  und  (23)  die  Form: 

X  =uz  —  2aa'vz'  +  Dwz' 
X  =u  z  —  2a  av  z  -f-  Dw  e 
x"  =  u"z  —  2aa'v"z'  +  Dw"e" 

resp.  die  Form: 

2I)e  =  Dw  •  ax    +  Bw'  ■  a'x     +  Bw"-  a"x" 
2Dz   =  a  a  V  '  ax  -{-  a  av  -  a  x   -f-  aav  -  a  x 

c\  T\     ff  I  '  '„'  I  ff  ff      ff 

2Dz   =u  '  ax        -\-  u  '  a  X         -f-  u  •  a  x 

an,  und  der  Umstand,  dass  vermöge  ihrer  die  Gleichung  (32) 
erfällt  wird,  lasst  sich,  wie  immittelbar  zu  übersehen^  auch  so 
ausdrücken,  dass  vermöge  jedes  der  folgenden  beiden  Systeme 
von  Gleichungen: 


ff 


*  ^*t 


.(34) 


und 


2x   ^=  uz   —  2aa'vz  +  ivz 
2x'  =  uz  —  2a'av'z'  -f-  w'z 

e\     ff  ff  c%         ^    ff    *     \  ff 

\2x   =w  z  —  2aav  z  -\- w  z 


f  ff 


ff  ff 


,  I      f      f  f   I      ff     ff  ff 

z   =  w  '  ax  -{-  w  •  a  X  -f-  w  -  a  x 

(35)  z'  =  V  '  X    '\-  v'  '  x'     -^  v"  '  x' 

ff  i      f       f  f   i      ff      ff  ff 

z   =w.aa;  +  M    -  a  x  -{-  u    -  a  x 

die  Gleichung 

(36)  ax^  +  ax'^  +  a"x"«  =  zz"  —  Dz'^ 

identisch  erfüllt  wird.  Nun  entsprechen  ersichtlich  nach  den 
Gleichungen  (35)  ganzzahligen  Systemen  x,  x\  x"  auch  ganz- 
zahlige Systeme  z^  z\  z'\  und  zwar,  wie  aus  den  Congruenzen 
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(33)  sogleich  sich  ergiebt,  solche  ganzzahlige  Systeme^  ftlr 
welche 

(37)  z  =  z''  (mod.  2) 

ist;  aber  nach  den  Gleichungen  (34)  werden  auch  umgekehrt 
solchen  ganzzahligen  Systemen  z^  z\  z\  welche  die  Bedin- 
gung (37)  erfüllen,  ganzzahlige  Systeme  XjX\x'  zugeordnet 
sein,  und  sonach  erschliesst  man  aus  dem  Vorigen  den  Dede- 
kindischen  Satz: 

Man    erhält    sämmtliche    ganzzahligen    Losungen 
der  Gleichung 
(1)  ax«  +  aV^  +  a'V'«  =  0, 

wenn  man  in  den  Gleichungen  (34)  für  ZyZ\z"  sämmt- 
liche ganzzahligen  Systeme  setzt,  welche  zugleich  der 
Gleichung 

(38)  zz'^Bz^ 

und  der  Gongruenz 

z  E^  z"  (mod.  2) 

Genüge  leisten.  Damit  aber  XyX^x"  eine  eigentliche 
Lösung  bilden,  ist  zudem  nothwendig,  doch  auch  hin- 
reichend, dass  z  und  z**  keinen  ungeraden  gemein- 
samen Theiler  haben  und,  wenn  sie  beide  gerade  sind, 
die  Gongruenz 

(39)  z  +  z"=2  (mod.  4) 
erfüllen. 

Der  letztere  Zusatz  ist  noch  zu  beweisen.  —  Das  be- 
hauptete Verhalten  der  Zahlen  z,  z"  ist  erstens  nothwendig. 
Denn,  hatten  jer,  z"  einen  gemeinsamen  ungeraden  Primtheiler, 
so  würde  dieser  wegen  (38),  da  D  keinen  quadratischen  Theiler 
hat,  auch  in  z'  und  folglich  nach  (34)  in  allen  drei  Zahlen 
X,  jt',  j"  aufgehen;  wlren  z  und  z"  und  deshalb  wegen  (38) 
auch  z'  gerade,  die  Gongruenz  (39)  aber  nicht  erfüllt,  also 

z  ^  z"  (mod.  4), 

so  erhielte  man  aus  (34) 

2x  =  (u    +  ic'y  =o\  ^mod.  4) 
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also  wären  x,  x\  x'  sämmtUch  gerade.  In  beiden  FaUen  würde 
daher  die  Lösung  x^  x\  x'*  keine  eigentliche  sein.  —  Die  be- 
hauptete Beschaffenheit  von  j?undxr"ist  aber  zweitens  auch 
hinreichend.  Denn  jeder  gemeinsame  ungerade  Theiler 
von  ic,  x\  x"  ginge  nach  (35)  auch  in  z  und  z"  auf;  hätten 
sie  aber  den  gemeinsamen  Theiler  2^  so  wären  nach  (35)  z 
und  z"  gerade^  zugleich  aber 

z  +  ^"'=  0  (mod.  4), 

die  Lösung  x^  x\  x"  muss  also  eine  eigentliche  sein^  sobald  z 
und  z"  die  angegebenen  Bedingungen  erfüllen. 

6.  Aus  dieser  Dedekind'schen  Lösung  der  Aufgabe,  alle 
(eigentlichen)  Lösungen  der  Gleichung  (1)  aus  einer  von  ihnen 
herzuleiten^  lässt  sich  —  wenigstens  im  Wesentlichen  —  sehr 
leicht  auch  diejenige  Lösung  gewinnen^  welche  G.  Cantor 
dafür  gegeben  hat.  Die  allgemeinste  Art^  der  Gleichung  (38) 
zu  genügen,  ist  offenbar  durch  die  Gleichungen 

(40)  z^ddp",    ^'  =  «M,    e"  =  d"dq^ 

geliefert,  wenn  rfd"  irgend  eine  Zerlegung  von  D  in  zwei 
positive  Faktoren,  S,p,q  aber  irgend  welche  ganze  Zahlen 
vorstellen.  In  Folge  dieser  Werthe  von  z,  z\  z"  nehmen  die 
Gleichungen  (34)  die  Gestalt  an: 

9      ,  I         d        f         ff         d      ,  ff 

a?  =  Y-^,    a;  =Y.^,    a;   =  y  •  ^  , 

wenn  unter  tlf,tlf\tlf''  die  folgenden  drei  quadratischen  Formen: 

^  =ud  *  p^  —  2aa'v  -  pq  +  wd"  •  q^ 
^'  =  ud  '  p*  —  2a'av'  'pq  +  w^'rf"  •  J* 
^"  =  u'd  '  p^  —  2aa'v"  •  pq  +  w"d"'  q^ 

verstanden  werden,  oder  auch  die  folgende: 

wenn  man  setzt: 

(42)  if,'  =  <  .  (dpy  +  2«,' .  idp)q  +  «/'•  3« 

ip"  =  «,<• .  (dpy  +  2«,' .  (dp)q  +  <'•  q\ 

Damit   aber   die   Formeln    (41)   die    eigentlichen   Auf- 
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losongen  der  Gleichung  (1)  liefern^  sind  nun  die  Zahlen  d,  d'\ 
df  p,  q  solcher  Beschränkung  zu  unterwerfen^  dass  is  und  0" 
die  oben  angegebenen  Bedingungen  erfüllen.  Damit  js\  z' 
ohne  gemeinsamen  ungeraden  Theiler  werden^  ist  nothwendig^ 
dass  d  nur  eine  Potenz  von  2  ist,  welche  der  Congruenz  (39) 
wegen  nicht  hoher  als  die  erste  sein  darf;  abo  ist  ^  »==  +  1 
oder  J  =  +  2  zu  wählen.  Femer  dürfen  auch  p^  q  keinen 
gemeinsamen  ungeraden  Theiler  haben,  sie  dürfen  aber  auch 
nicht  beide  gerade  sein,  weil  sonst 

z  =  z''  =  0  (mod.  4) 

sein  würde,  gegen  (39);  also  müssen  p,  g  als  relative  Prim- 
zahlen gewählt  werden.  Zudem  muss  endlich  p  auch  ohne 
gemeinsamen  ungeraden  Theiler  mit  d'\  q  ohne  einen  solchen 
mit  d  angenommen  werden.  Im  Weiteren  unterscheidet  man 
zweckmässig  die  beiden  Fälle  eines  ungeraden  und  eines  ge- 
raden D. 

Sei  erstens  D  =»  aaa'  ungerade.     Dann  muss 

S  =  ±l 

gesetzt  werden,  wenn  p,  q  eis  ungerade  relative  Primzahlen 
gewählt  werden,  da  für  d  =  +  2  die  Bedingung  (39)  nicht 
erfüllt  werden  könnte.  Wird  aber  eine  der  Zahlen  jp,  q  gerade, 
die  andere  ungerade  gewählt,  so  muss  d  =  +  2  genommen 
werden,  da  sonst  die  Congruenz  (37)  nicht  stattfände. 

Ist  zweitens  D  ^=  aa'a'  gerade,  so  wird  einer  der 
Faktoren  rf,  d"  gerade,  der  andere  ungerade,  und  der  gerade 
Faktor  congruent  2  (mod.  4)  sein,  da  D  keine  quadratischen 
Theiler  enthält.  Wenn  dann  p,  q  zunächst  ungerade  genommen 
werden,  so  ist  wegen  (37)  d  =  +  2  zu  setzen,  wo  dann  auch 
(39)  erfüllt  ist.  Wählt  man  aber  eine  der  Zahlen  p,  q  gerade, 
die  andere  ungerade,  so  hat  man  zu  setzen 

d  =  +  2,  wenn  d,  p  gerade,  also  d",  q  ungerade, 
oder    d",  q  gerade,  also  d,  p    ungerade, 

*  =  +  1,  wenn  d,  q  gerade,  also  d'\p  ungerade, 
oder    d",  p  gerade,  also  d,  q    ungerade 

sind.  Die  Beschränkungen,  welche  für  die  Zahlen  S^p,  q  noth- 
wendig  und  hinreichend  sind,  stellen  sich  demnach  in  folgender 
Uebersicht  dar: 
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Ist  I)  D  ungerade  und  d  •  d"  irgend  eine  Zerfallung 
von  2),  80  muss 

entweder  ^  =  +  1,  !>  prim  zu  2d",  q  prim  zu  2d 

oder  ^  =  i  2;  jp  gerade  und  prim   zu  d'\  q  prim 

zu  2d  oder  p  prim  zu  2rf",  q  gerade 
und  prim  zu  d  sein. 

Ist  II)  D  gerade  gleich  2P  und  jr  • »"  irgend  eine  Zer- 
fällung  von  P,  so  muss 

wenn  a)  d=2Ä,  d"=jr"  ist, 

entweder  d  =  +  1,  |)  prim  zu  2jr",   q   prim  zu  jr   und 

gerade 

oder  ^  =  i  2;  -P  prim  zu  ä",  g  prim  zu  2ä, 

wenn  dagegen  h)  d  =  7t,  d"  =  2;r"  ist, 

entweder  ^  =  +  1;  1>  gerade  und  prim  zu  jr",  g  prim 

zu  2;r 

oder  ^  =  ib  2,  i>  prim  zu  2ä",  g  prim  zu  it  sein. 

Man  überzeugt  sich  aber  unschwer,  dass  der  zweite  Fall 
IIa  unter  dem  ersten  Falle  IIb,  sowie  der  zweite  Fall  IIb 
unter  dem  ersten  Falle  IIa  enthalten  also  von  der  Betrachtung 
auszuschliessen  ist.  Ausserdem  müssen  in  allen  Fällen  die 
Zahlen  p^  q  unter  einander  prim  angenommen  werden.  Mit 
Beachtung  dieser  näheren  Bestimmungen  ergeben  die  Formeln 
(41)  sämmtliche  eigentliche  Auflosungen  der  Gleichung  (1) 
und  solche  ausschliesslich.  Man  bemerke  aber  femer,  dass 
nach  Ausschluss  der  genannten  beiden  FäUe  die  Formeln  (40) 
für  jedes  bestimmte  System  ^,  z\  z"  auch  nur  ein  System  e?, 
d",  tf ,  p^  q  ergeben,  wenn  man  zwei  Systeme  p,  q  und  —  p'y 
—  q  immer  nur  als  ein  einziges  rechnet,  dass  also  d^n  ver- 
schiedenen Systemen  d,  d",  d,  p^  q  auch  verschiedene  Systeme 
Zj  z\  z"  und  folglich  nach  den  Gleichungen  (34)  und  (35)  auch 
verschiedene  Systeme  a?,  x  y  x"  von  Lösungen  der  Gleichung  (1) 
zugehören.  In  Folge  davon  werden  dann  die  Formeln  (41) 
auch  nur  jede  Lösung  einmal  liefern. 

Diese  Formeln  repräsentiren  nun  offenbar  eine 
gewisse  Anzahl  von  Formallösung^n  der  Gleichung 
(1),  eine  Anzahl,  welche  leicht  angebbar,  nämlich  ersichtlich 
gleich  der  Anzahl  der  zulässigen  Werthcombinationen  der  drei 
Zahlen  d,  d",  8  ist.     Nennt  man  wieder  0  die  Anzahl  der  ver- 
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schiedenen  ungeraden  Primfaktoren,  aus  denen  D  besteht,  so 
ist  diese  Anzahl  (nach  Ausschluss  der  genannten  beiden 
Falle  unter  11)  für  eine  ungerade  wie  gerade  Determi- 
nante D  gleich  2**+^.  In  jeder  einzelnen  jener  For- 
mallosungen sind  aber,  dem  Gesagten  entsprechend, 
die  Zahlen  j>,  q  auf  eine  Anzahl  bestimmter  arith- 
metischer Reihen  beschränkt.  In  der  That  ergeben  die 
obigen  Bestimmungen  für  diese  Zahlen,  dass  sie  (mod.  22>) 
einer  Anzahl  von  Congruenzpaaren: 

(43)  p=p^,  q^q^  (mod.  22)) 

zu  genügen  haben,  welche,  jenachdem  SD  ungerade  oder  ge- 
rade ist,  resp.  gleich  B  •  q>{D)  oder  2D  •  (pil))  gefunden  wird. 

Und  somit  gelangen  wir  schliesslich  zu  folgendem 
Resultate: 

Sämmtliche  eigentliche  Lösungen  der  Gleichung 
(1)  werden  mittels  einer  endlichen  Anzahl  von  For- 
mallösungen durch  die  Formeln  (41)  und  jede  nur  ein- 
mal geliefert,  wenn  in  denselben  die  unbestimmten 
ganzen  Zahlen  j>,  g  als  relative  Primzahlen  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Paaren  arithmetischer  Reihen 
ausgewählt  werden,  welche  für  jede  der  Formallosun- 
gen durch  zugehörige  Congruenzen  von  der  Form  (43) 
definirt  sind. 

Die  hier  gegebenen  Sätze  sind  im  wesentlichen  mit  den 
Hauptresultaten  der  oben  angeführten  Gantor'schen  Arbeit 
übereinstimmend  (vgl.  die  §§  9  und  11  derselben). 

7.    Die  im  Vorigen  entwickelte  Theorie  der  Glei- 
chung 
(1)  aa;«-f  aV^  +  aV«  =  0 

ist  nicht  nur  an  sich  von  hoher  Bedeutung,  sondern 
bietet  auch  ein  historisches  Interesse,  insofern  die  Be- 
dingungen ihrer  Auflösbarkeit  die  Grundlage  ausmachen  för 
den  ersten  Beweis,  der  für  das  quadratische  Reciprocitätsgesetz 
gegeben  worden  ist»  In  der  That  beruht  der  erste  Beweis 
desselben,  welchen  Legendre  versucht  hat*),  abgesehen  von 

•)  S.  Legendre  in  der  biet,  de  TAcad.  des  Sciences  de  Paris  1786 
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einigen  einfachen  Sätzen ^  zu  welchen  die  PeU'sche  Gleichung 
fahrt  und  welche  auch  von  uns  im  fünften  Capitel  zum  Be- 
weise des  Reciprocitätsgesetzes  benutzt  worden  sind,  wesentlich 
auf  jenen  Bedingungen.  Viel  später  erst  ist  von  Kummer 
gezeigt  worden*),  wie  man  bei  solchem  Beweise  die  Gleichung 
(1)  ^nzlich  vermeiden  und  allein  mit  der  Peirschen  Glei- 
chung auskommen  kann.  Beide  Beweise  setzen  übrigens ,  wie 
bezüglich  des  Legendre'schen  von  Gauss  hervorgehoben 
worden  ist,  voraus,  dass  zu  jeder  Primzahl  von  der  Form 
4n  +  1  öiiiö  Primzahl  von  der  Form  4n  +  3  gefunden  werden 
könne,  von  welcher  jene  quadratischer  Nichtrest  ist,  eine  Vor- 
aussetzung, deren  Richtigkeit  schwerlich  ohne  Hilfe  des  zu 
beweisenden  Reciprocitätsgesetzes  wird  zu  bestätigen  sein. 

Ungleich  wichtiger  ist  der  umstand,  auf  welchen 
zuerst  Arndt**)  aufmerksam  gemacht  hat,  dass  sich 
auf  die  Gleichung  (1)  auch  ein  Beweis  des  Gaüss'schen 
Satzes  von  der  Duplikation  der  Glassen  gründen  lässt, 
dieses  wichtigen  Satzes,  der  in  nr.  5  des  fünfken  Capitels  aus 
ganz  anderer  Quelle  hergeleitet  worden  ist.  Da  die  Hilfs- 
mittel, deren  wir  uns  bedient  haben,  die  Theorie  der  Gleichung 
(1)  zu  begründen,  wesentlich  elementarere  Sätze  aus  der  Lehre 
von  den  temären  Formen  sind,  als  diejenigen,  auf  denen  jener 
frühere  Beweis  des  Gauss'schen  Satzes  beruhte,  so  ist  die 
Arndt'sche  Herleitung  desselben  als  die  einfachere  zu  be- 
trachten und  die  Aussage  nicht  ungerechtfertigt,  dass  jener 
berühmte  Satz  von  der  Duplikation  der  Glassen  im  Grunde 
auf  die  Bedingungen  der  Auflösbarkeit  der  Gleichung  (1)  zu- 
rückkomme. 

Der  in  nr.  3  hergeleitete  Satz  verstattet  seine  Ausdehnung 
auch  auf  den  Fall,  wo  die  Coefficienten  a,  a',  a"  quadratische 


oder  in  der  th^orie  des  nombres,  11  partie  §  6:  th^oräme  contenant  une 
loi  de  r^ciprocit^,  qui  existe  entre  deux  nombres  premiers  quelconques. 

•)  Kummer,  zwei  neue  Beweise  der  allgemeinen  Reciprocitäts- 
gesetze  unter  den  Resten  und  Nichtresten  der  Potenzen,  deren  Qrad 
eine  Primzahl  ist;  in  den  Abhh.  der  Berliner  Akad.  1861,  sowie  auch 
in  Borch.  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  100  S.  10. 

•*)  In  Borch.  J.  f.  Math.  66  S.  73:  über  die  Anzahl  der  Genera  der 
quadratischen  Formen. 
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Theiler  baben*)^  und  erlaubt  dann^  den  Gauss'schen  Satz  so> 
gleicb  in  voller  Allgemeinheit  zu  beweisen**).  Beschränkt 
man  sich  aber  zunächst  auf  den  Fall^  in  welchem  die  Deter- 
minante D  der  binaren  quadratischen  Formen  von  quadra- 
tischen Faktoren  frei  ist,  so  braucht  man  gamicht  den  voll- 
ständigen  angezogenen  Hilfssatz,  sondern  nur  den  Theil 
desselben,  welcher  aussagt,  dass  die  Gleichung  (1)  eine  eigent- 
liche Lösung  hat,  sobald  die  Congruenzen  (8)  erftdlt  sind. 

Wenn  dann  nämlich  (^,  B,  C)  irgend  eine  Form  des 
Hauptgeschlechtes  für  die  Determinante  D  ist,  so  darf  man 
voraussetzen,  dass  A  eine  ungerade  und  gegen  D  prime  Zahl 
ist,  die  auch  als  positiv  gedacht  werden  darf,  wenn  im  Falle 
negativer  Determinanten  nur  positive  Formen  betrachtet  werden. 
Da  A  quadratische  Faktoren  haben  kann,  setze  man  A  =  ap\ 
wo  nun  a  von  quadratischen  Faktoren  frei  sein  soll.  Nach 
der  Gleichung 

ist  die  Zahl  D  quadratischer  Rest  von  a.  Da  andererseits  die 
Form  (ap^,  B,  C)  dem  Hauptgeschlechte  angehören  soll,  so 
sind  die  quadratischen  Charaktere  von  ap*  also  auch  von  a 
mit  Bezug  auf  jeden  ungeraden  Primfaktor  von  D  gleich  +  1, 
also  ist  auch  umgekehrt  a  quadratischer  Rest  von  Z).  Da 
endlich  a  und  D  relativ  prim  und  nicht  beide  negativ  sind, 
so  ist  nach  der  Theorie  der  Gleichung  (1)  die  Gleichung 

aa^  +  Dy«  —  j&«  =  0 

in  ganzen  Zahlen  x,  y,  z  ohne  gemeinsamen  Theiler  auflösbar 
d.  h.  die  Zahl  aa^  ist  eigentlich  darstellbar  durch  die  Haupt- 
form (1,  0,  —  D)  von  der  Determinante  2);  auch  ist  sie  prim 
gegen  2),  da,  wenn  ax^  also  x  einen  Primfaktor  mit  D  ge- 
meinsam hätte,  dieser  auch  in  z  und,  da  2)  keine  quadratischen 
Theiler  hat,  auch  in  y  aufgehen  müsste. 

Femer  wird  die  zu  D  prime  Zahl  ap^  eigentlich  durch 
die  Form  (J.,  JS,  C)  dargestellt,  und  folglich  die  zu  D  prime 
Quadratzahl   (apxy  =  ap^  •  ax^  durch  die  Formen  derjenigen 

*)  S.  Dedekind,  Vorl.  üb.  Zahlentheorie  von  Dirichlet,  4.  Aufl. 
S.  422  u.  ff. 

•♦)  Ebendaselbst  S  432 
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Classe,  welche  aus  der  Hauptclasse  und  derjenigen  der  Form 
(Ä,  B,  C)  zusammengesetzt  ist,  d.  h.  durch  die  Formen  der 
Classe  von  (A^  B,  C), 

Mithin  giebt  es  eine  Form  dieser  Classe 

(A»,  X,  l), 

wo  im  ersten  Coefficienten  h  den  Absolutwerth  von  apx  be- 
deutet.    Wenn  nun  zuerst  h  ungerade  ist,  so  ist  die  Form 

eigentlich  primitiv,  da  ihre  Determinante  D  ohne  quadratische 
Theiler  und  h  ungerade  ist,  und,  falls  Z)  <  0,  positiv,  da  ä  >  0 
ist;  die  Form  (Ä^,  x,  l)  aber  entsteht  aus  ihr  durch  Dupli- 
kation, wie  es  die  Identität 

{hx^  +  2xxr+ Äzr«)(ÄX'«  +  2xX'r  +  uy'^) 
=  Ä^x"2  +  2xX"r'  +  ir'^ 

erweist,  in  welcher 

X"=  XX'  —  IYY\     Y''=h{XY'  +  X'F)  +  2xrr 

gedacht  ist.     Ist  dagegen  h  gerade,  so  folgt  aus  der  Gleichung 

x2  —  hH  =  2), 

weil  D  nicht  durch  4  theilbar  ist,  dass  x  ungerade  sein  muss, 

ebenso  wie  es  l  ist,  da  die  Form  (Ä^,  x,  l)  zugleich  mit  (J.,  JS,  C) 

eigentlich-primitiv  ist.     Also   wird   auch  die  im  Falle  D  <  0 

positive  Form 

(2A,  A  +  X,  k), 
in  welcher 

gedacht  ist,  eigentlich-primitiT.  Aus  dieser  Form  entsteht  aber 
die  Form  (A^,  x,  T)  durch  Duplikation,  wie  aus  der  Identität 

(2ÄX''  +  2(A  +  x)Xr+Ar«)(2AX'«  +  2(A  +  x)X'r+Ar'*) 

=  A*X"«  +  2xX"Y"+  lY"* 

hervorgeht,  in  welcher  unter  X",  Y"  die  Ausdrücke 
X"=2XX'  +  Xr  +  X'F  -\-^^YY' 

r"  =  A(x  1"  +  XT  +  IT')  +  xrr 
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verstanden  werden.  Somit  entsteht  die  Classe^  welcher 
(Af  By  C)  angehört,  d.  h.  jede  Classe  des  Hauptge- 
schlechtes darch  Duplikation. 

Durch  das  Vorstehende  ist  der  ausgesprochene  Satz  nun 
zwar  nur  für  Formen  einer  Determinante  erwiesen,  welche  frei 
ist  von  quadratischen  Faktoren.  Doch  genügt  dieser  Nachweis, 
um  ihn  auch  für  Formen  jeder  beliebigen  Determinante  zu 
begründen.  In  der  That  folgt  aus  dem  Bewiesenen  für  die 
specielleren  Determinanten  2)  die  Gleidiheit  K(D)  =  Q{If) 
(s.  fünftes  Capitel)  und  somit  auch  die  andere:  Cr(D)  =  ?l(D) 
d.  i.  nach  der  Gauss 'sehen  Schluss weise  (das.  nr.  5)  die  Exi- 
stenz eines  Geschlechts  für  jeden  der  zulässigen  Gesammtcha- 
raktere.  Hieraus  lässt  sich  aber  auf  eine  einfache  Weise,  wie 
Arndt  in  der  angeführten  Abhandlung  gezeigt  hat,  die  Existenz 
eines  Geschlechts  auch  für  jeden  der  zulässigen  Gesammtcha- 
raktere  bei  einer  beliebigen  Determinante  also,  nach  der 
Gau  SS 'sehen  Schluss  weise,  die  Gleichung  0{I))  =  8[(2))  sowie 
die  andere:  K{p)  =  Q{I))  ableiten  und  somit  allgemein  der 
Satz  begründen,  dass  jede  Classe  des  Hauptgeschlechts 
für  irgend  eine  Determinante  durch  Duplikation 
entsteht. 

8.  In  unmittelbarstem  Zusammenhange  mit  der 
hier  entwickelten  Auflösung  der  Gleichung  (1)  steht 
eine  andere  Aufgabe,  die  schon  die  Mathematiker  vor 
Gauss  beschäftigt  hat*),  die  Auflösung  der  Gleichung 

(44)  ax^  +  2hxy  +  cy^  +  2da;  +  2ey  +  /*=  0 

in  rationalen  Zahlen  x^y.  In  der  That,  diese  Aufgabe  ist 
vollkommen  identisch  mit  der  andern:  die  Gleichung 

ax^  +  2hxy  +  cy^  +  2dxz  +  2eyz  +  fz^  =  0 

in  ganzen  Zahlen  x^  y,  z  aufzulösen,  eine  Au%abe,  welche 
nach  nr.  1  auf  die  Auflösung  einer  Gleichung  von  der  Gestalt 


*)  Schon  Euler  hat  die  Aufgabe  unter  gewissen  Voraussetzungen 
gelöst  (Conunentat.  Petropolenses  t.  6,  9  und  18),  doch  erst  Lagrange 
(in  hist.  de  l'Acad.  de  Berlin  1767  p.  165  und  1768  p.  181)  gab  ihre 
vollständige  Lösung,  die  jedoch  von  der  hier  dargestellten  Gaass^schen 
wesentlich  verschieden  ist.  S.  dazu  auch  Scheffler^s  Diss.  inaug.  in 
Crelle's  J.  f.  Math.  45  S.  349. 
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der  Gleichung  (1)  zurückkommt.     Hat  man  nim  die  Gleichung 

(44)  in  rationalen  Zahlen  vollständig  gelöst,  so  besitzt  man 
damit  zwar  implicite  auch  ihre  Auflösung  in  ganzen  Zahlen, 
doch  würde  es  einer  Methode  bedürfen^  um  diese  ganzzahligen 
Auflösungen  aus  der  Menge  der  rationalen,  die  meist  unend- 
lich gross  ist,  auszuscheiden.  Statt  dessen  kann  man  geradezu 
verfahren,  wie  folgt. 

Man  hat,  wie  in  der  analytischen  Geometrie,  drei 
verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden,  jenachdem  der 
Ausdruck  6*  —  ac  Null,  negativ  oder  positiv  ist.  Sei 
1)  6*  —  ac  =  0.  Ist  dann  6  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
von  a  und  c,  so  müssen  a  und  c,  weil  ihr  Produkt  ein  Qua- 
drat ist,  resp.  gleich  Ga*  und  0y*,  also  b  =  Qccy  sein,  und  so- 
mit wird 

ax^  +  2bxy  -|-  cy^  =  Q(ccx  -|-  yy)l 

Setzt  man  demnach 

(45)  ax  +  yy  =  z^ 

so  nimmt  die  Gleichung  (44)  die  Gestalt  an: 

2da;  +  2ey  =  — /•— 9;?*, 
aus  welcher,  in  Verbindung  mit  (45) 

2(ea  —  dy)  •  x  =       2ez  +  y/^  +  7^^^ 
2{ea  —  dy)  •  y  =  —  2dz  —  ccf  —  aQz^ 

also,  wenn  ea  —  dy  von  Null  verschieden  ist, 

ua^      r  —  2gg  +  y/'+yeg'         _  -  2dg  -  «/'- «eg' 

y^j        x_        2{ea  —  dy)       ^      ^~  2(ca  —  dy) 

hervorgeht,  Formeln,  welche  die  Gleichung  (44)  för  jeden 
Werth  von  z  erfüllen  werden.  Damit  aber  a;,  y  ganzzahlig 
werden,  darf  man  z  wegen  (46)  nur  ganzzahlige  Werthe  bei- 
legen, für  welche  die  letztgeschriebenen  Ausdrücke  gleichzeitig 
ganzzahlig  werden.  Um  alle  diese  Werthe  von  z  zu  finden, 
wird  es  genügen,  diejenigen  zu  ermitteln,  welche  positiv  und 
kleiner  als  2{ea  —  dy)  sind,  denn  Werthe  von  z^  welche  nach 
diesem  Modulus  congruent  sind,  geben  stets  gleichzeitig  für 
beide  x  und  y  ganzzahlige,  oder  gleichzeitig  nicht  für  beide 
Xy  y  ganzzahlige  Werthe.     Sind  also 

^1}    ^2?    »  .  »  Zr 
BachmAnn,  ZAhlentheorie.    IV,  1.  15 
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diejenigen  Werthe  von  z,  wenn  überhaupt  solche  vorhanden 
sind,  welche  x  und  j/  ganzzahlig  machen  und  zugleich  positiv 
und  kleiner  als  2(ea  —  dy)  sind,  so  liefern  die  Formeln  (46) 
die  sammtlichen  ganzzahligen  Auflösungen  der  Gleichung  (44), 
wenn  man  in  ihnen  setzt: 

;?  zz  JE?!,  z^  e^,  ' ' '  z^Zr  (mod.  2{ea  —  dy)), 

Ist  aber  ea  =  dy^  so  ergiebt  sich,  wenn  h  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  von  e,  d  ist,  mit  Rücksicht  darauf,  dass 
a,  y  relativ  prim  sind,  d  =  hu,  e  =  hy,  die  Gleichung  (44) 
erhält  die  Gestalt 

(Qax  +  Gyy  +  hy  +  fe  —  h^  =  0 

und  wird  keine  ganzzahlige  Auflösung  haben,  wenn  h^  —  fB 
keine  positive  Quadratzahl  ist;  ist  aber  A*  —  fQ  eine 
solche:  x^  so  löst  man  die  vorige  Gleichung,  indem  man 

entweder  Qax  +  öyy  =  «  —  Ä 

oder  Qax  +  öyy  =  —  (^  +  *) 

setzt;  die  Gleichung  (44)  wird  also  keine  ganzzahligen  Auf- 
lösungen haben,  wenn  weder  x  —  h  noch  x  -}-  h  durch  6  theil- 
bar  ist,  im  entgegengesetzten  Falle  die  unendlich  vielen 
Auflösungen  x,  y  der  einen  oder  der  anderen  dieser  Glei- 
chungen oder  beider. 

Sei  jetzt  6*  —  ac  von  Null  verschieden.  Dann  ent- 
ferne man,  wie  in  der  analytischen  Geometrie  der  Kegelschnitte 
zunächst  die  Glieder  erster  Dimension  aus  der  Gleichung  (44) 
vermittelst  der  Substitution 

(47)  p  =  (6*  —  ac)x  +  6e  —  cd,  g  =  (6*  —  ac)y  +  6rf  —  ae, 

wodurch  die  Gleichung  in  die  Gestalt 

(48)  ap^  +  2hpq  +  cg^  =  jlf 

übergeht,  in  welcher  M  ein  ganzzahliger  Werth  ist;  ganz- 
zahL'gen  x,y  aber  entsprechen  gewiss  ganzzahlige  Lösungen 
p,  g;  um  also  alle  ganzzahligen  Lösungen  von  (44)  zu  finden, 
hat  man  zunächst  die  ganzzahligen  Lösungen  von  (48)  zu  er- 
mitteln. 

2)  Im  Falle  nun  6*  —  ac  <  0  ist,  giebt  es,  wenn  über- 
haupt, jedenfalls  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  Lösungen 
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l>,  q  dieser  Gleichung,  die  nach  der  Lehre  von  der  Darstellung 
der  Zahlen  durch  binare  Formen  ermittelt  werden  können, 
und  da  ihnen  nach  den  Formeln  (47)  nicht  immer  ganzzahlige 
Xy  y  zu  entsprechen  brauchen,  hat  auch  die  Gleichung  (44), 
wenn  überhaupt  Lösungen,  jedenfalls  nur  eine  endliche  An- 
zahl ganzzahliger  Lösungen. 

3)  Sei  endlich  6*  —  ac>0.  Dann  unterscheide  man 
die  zwei  Fälle,  in  denen  6*  —  ac  eine  Quadratzahl  oder  keine 
Quadratzahl  ist. 

Ist  zunächst  W  —  ac  =  x*,  so  ist  die  Gleichung  (48), 
wenn  a>0  ist,  gleichbedeutend  mit  der  andern: 

{ap  +  hqf  —  x^q^  =  aM 

oder  auch  mit  dieser: 

{ap  +  6g  +  ocq){ap  +  6g  —  xq)  =  aM. 

Wenn  daher  Jf  von  Null  verschieden  ist  und  rs 
irgend  eine  Zerlegung  von  M  in  zwei  Faktoren,  so  wird  man 
alle  möglichen  ganzzahligen  Auflösungen  von  (48)  finden,  wenn 
man  die  sämmtlichen  Paare  von  Gleichungen 

«1>  +  (6  +  x)g  =  r 
ap  -{-  (b  —  x)q  =  s 

in  ganzen  Zahlen  p,q  auflöst,  was  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  ganzzahligen  Auflösungen  liefern  kann. 

Ist  dagegen  Jf  =  0,  so  hat  man  p,  q  entweder  als  ganz- 
zahlige Auflösung  der  Gleichung 

ap  +  (6  +  ^)Q.  =  0 
oder  der  Gleichung 

ap  -\-  (h  —  x)q  =  0 

zu  bestimmen  und  findet  demnach  jedenfalls  p,  q   unter  der 

Form 

p  ==  Äsiy    q  =  BZy 

in  welcher  J.,  B  zwei  relative  Primzahlen  bedeuten.  Somit 
erhalten  x^y  nach  den  Formeln  (47)  die  Ausdrücke 

Äs  -{-  cd  —  he  Bz  -\-  ae  —  hd 

^  —  5  y     y 5  f 

in  denen  zur  Abkürzung  B   steht   für   V  —  ac.    Hieraus   er- 

15' 


X 
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giebt  sich  die  Gleichung 

I){ciX  -f-  by)  =  ;gr  +  a(cd  —  he)  +  h{ae  —  hd), 

wenn  man  die  ganzen  Zahlen  a,  b  der  Gleichung 

a4  +  bJ5=l 

gemäss  wählt;  man  erkennt  darnach,  dass  die  unbestimmte 
ganze  Zahl  z,  wenn  x,  y  ganzzahlig  werden  sollen,  die  Gestalt 

z  =  Du  +  ö(6^  —  crf)  +  ^(Pd  —  ae) 
haben  muss;  für  solche  z  aber  erhält  man 

=  j.tt  +  ö  •  — ^= -^ — ^^ 

ist  also  der  hier  auftretende  Bruch   einer  ganzen  Zahl  gleich, 

so   giebt   es    unendlich    viele,    im   entgegengesetzten   Falle 

keine  ganzzahligen  Auflösungen  der  Gleichung  (44). 

Wenn  a  =  0  ist,  nimmt  die  Gleichung  (48)  die  Gestalt 

an* 

{2bp  +  g)q  =  M-, 

ist  dann  M  von  Null  verschieden,  so  kann  es  wieder 
nur  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  Lösungen  geben. 
Für  M=0  aber  hat  man  p,  q  entweder  als  ganzzahlige 
Lösungen  der  Gleichung 

2bp  +  q  =  0 

zu  wählen  und  gelangt  zu  genau  entsprechenden  Resultaten, 
wie  im  Falle  a  ^  0;  oder  man  hat  q  =  0,  p  beliebig,  und 
dann  findet  man  wieder  die  gleichen  Resultate,  bei  denen  nur 
Ä  =  1,  B  =  0  und  entsprechend  a  =  1,  b  beliebig  zu  nehmen 
ist,  also 

t     >r       d  d 

a;  =  w  +  b.y,     y  =  — y, 

also   unendlich  viel  oder   keine  Lösungen,  je    nachdem    ^ 

eine  ganze  Zahl  ist,  oder  nicht. 

Sei  nun  zuletzt  b^  —  ac  eine  positive,  aber  keine 
quadratische  Zahl.  Bedeutet  dann  S  den  grössten  gemein- 
samen Theiler  von  a,  6,  c,  so  muss  auch  Jf,  wenn  die  Glei- 
chung (48)    auflösbar  sein  soll,   diesen  Theiler  besitzen,   und 


unbestimmte  Formen.  Die  Gleichung  ax*  -\- a'x**-\-a'x"*  =  0.  229 
die  Gleichung  ist,  wenn 

gesetzt  wird,  gleichbedeutend  mit  dieser  anderen: 

(49)  ay  +  2Vpq  +  cV  =  M' ; 

wir  setzen 

D'  =  V''  —  a'c\ 

Bezeichnet  nun  z/*  jeden    quadratischen  Theiler  von  M\ 
so  erhält  man  die   sämmtlichen  Darstellungen    von  M'  aus 

den  eigentlichen  Darstellungen  jp',  g'  der  Zahlen  -^  durch 

die  Formeln 

p  =  ^p,    q  =  dq. 

Sei  (J  =  1  oder  2,  je  nachdem  die  Form  (a',  6',  c')  eigent- 
lich- oder    uneigentlich-primitiv  ist;   bekanntlich   bilden    dann 

die  eigentlichen  Darstellungen  von  — y,  wenn  es  deren  über- 
haupt giebt,  eine  oder  mehrere  Gruppen  von  Darstellungen 
von  der  Form 

, at  —  (b'a  -|-  cy)u  , y*  -j-  (a'a  +  h'y)u 

p  _  ^     q  _  ^ 

wo  a,y  eine  solche  Darstellung  ist  und  t,u  alle  ganzzahligen 
Auflösungen  der  Gleichung 

(50)  fi  —  D'u^  =  6^ 

bedeuten.  Für  diese  Werthe  von  p\  q  erhält  man  aus  (47) 
als  zugehörige  Werthe  von  ar,  y  Ausdrücke  von  folgender  Form: 

r^^s^  Sie  +  53m  +  (Tcd  —  (t6c  (St  +  3)t* -I- (xac  —  (Tftd 

y^^)    ^  = jb '   y^ Vd 

Um  hiernach   sämmtliche   ganzzahlige  Lösungen  rr,  y  der 
Gleichung  (44)  zu  finden,  hat  man  nur  für  jeden  quadratischen 

Theiler,   für   welchen  -^  eine   eigentliche   Darstellung   durch 

die  Form  (a',  6',  c')  gestattet  und  für  jede  Gruppe  solcher 
Darstellungen  die  Ausdrücke  (51)  aufzustellen  und  nun  in  die- 
selben diejenigen  Auflösungen  der  Gleichung  (50)  ein- 
zusetzen, welche  sie  ganzzahlig  machen. 

Um  dies  letztere  zu  erreichen,  bemerke  man,  dass,  wenn 
T,  TJ  die  Fundamentallösung  der  Gleichung  (50)   ist,   sämmt- 
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liehe  Auflösungen  t,  u  durch  die  Formel 

t  +  uyw  ^  .  /r  +  uywy 

för  n  =  0,  +  1,  +2,  ... 
gegeben  werden.  Setzen  wir 

^  +  ^nV^  ^  /r  +  uYSry 

und  bezeichnen  mit  m  irgend  welche  ganze  Zahl.  Da  es  un- 
endlich viel  Systeme  tn,  w«  giebt,  muss  es  auch  unendlich 
viel  derselben  geben,  welche  dieselbe  Bestcombination  (mod.  m) 
aufweisen;  sei  z.  B. 

aus  den  Formeln 

»»+1= ,     ««+1  = 

sowie  den  entsprechenden 

tn-\-h±l  = ,       W«+A  +  l  = 

erkennt  man  dann  die  Richtigkeit  der  Congruenzen 

und  folglich  ergeben  sich,  wenn  6=1  oder  auch  wenn  6=2 
und  zugleich  m  gerade  ist,  die  Congruenzen 

Wir  wählen  nun  für  m  den  Werth  6^'D,  Vermittelst 
des  erhaltenen  Resultates  folgt  dann  nach  den  leicht  erweis- 
baren Beziehungen 

tn  =  2  — /;,_i  —  <n— 2;      W«  =  2—Un  —  l  —  «*»•  — 8 

allgemein 

t,^  EEtrj       Un^  Ur    (mod.   6D), 

wenn  r  den  kleinsten  positiven  Rest  von  n  (mod.  h)  bezeichnet. 
Um  daher  aus  den  Formeln  (51)  diejenigen  auszuscheiden, 
denen  ganzzahlige  x,  y  zugehören,  genügt  es,  für  ^,  u  die 
Systeme  ^  =  +  f^,  m  =  +  w^  zu   versuchen;   wählt  man  die- 


T 


(mod.  —I . 
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• 

jenigen  der  letzteren  aus  —  sie  mögen  t^,  Ug  genannt  werden 
—  welche  x,  y  ganzzahlig  machen^  so  hat  man  in  (51)  die- 
jenigen  Lösungen   der   Pe Haschen   Oleichung   zu    setzen,   für 

welche 

t^t^y    w^iUf^  (mod.  6D) 

ist,  und  nur  diese. 

Hiermit  ist  aber  die  vollständige  Auflösung  der 
Gleichung  (44)  geleistet. 

9.  Schliesslich  mögen  hier  noch  die  Bedingungen  ange- 
geben werden,  welche  nothwendig  und  hinreichend  dafür  sind, 
dass  die  allgemeine  quadratische  Gleichung  (2): 

/•=  ax^  +  ax^  +  a"a;"»  +  2hx'x'  +  2Vx'x  +  2Vxx'  =  0, 

wenn  in  ihr  f  eine  unbestimmte  Form  bedeutet,  ganzzahlige 
Auflösungen  besitze.  Diese  können  aus  den  für  die  einfachere 
Gleichung 

ax^  +  ax^  +  ö"»^"*  =  0 

nach  Legendre  mitgetheilten  Bedingungen  ohne  Mühe  her- 
geleitet werden  und  sind  zuerst  von  St.  Smith  folgender- 
massen  ausgesprochen  worden*),  wobei  die  vorkommenden 
Zeichen  die  frühere  Bedeutung  haben,  für  jede  Zahl  n  aber 
unter  dem  Zeichen  n  der  Quotient  aus  derselben  und  dem 
grössten  in  ihr  aufgehenden  Quadrate  verstanden  wird: 

Sei  (o  jeder  Primfaktor  von  Ü,  der  nicht  in  ^,  d 
jeder  Primfaktor  von  ^,  der  nicht  in  Ä,  und  r  jeder 
Primfaktor,  der  sowohl  in  i^  als  in  ^  und  folglich 
nicht  in  SU  aufgeht;  dann  ist  die  Gleichung  (2)  auf- 
lösbar oder  nicht,  jenachdem  die  auf  alle  jene  Prim- 
faktoren bezogenen  Gleichungen 

erfüllt  sind  oder  nicht. 

Indem  wir  immer  an  der  Voraussetzung  ungerader  Inva- 


*)  St.  Smith,  on  the  Criterion  of  Resolubility  in  Integral  Num- 
bers  of  the  Indetenninate  Equation 

/•  —  ax«  +  ax  *  +  a'x"  «  -f  Uxx'  +  26 Va;  +  Wxx'  =  0, 

in  den  Proceedings  of  the  R.  Society  of  London,  vol.  13,  S.  110. 
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• 

rianten  Sl,  ^  festhalten^  wollen  wir  die  Richtigkeit  dieser  Aus- 
sage beweisen*). 

Da  durch  äquivalente  Formen  die  gleichen  Zahlen  darge- 
stellt werden,  darf  die  Form  f  in  der  Gleichung  (2)  durch 
irgend  eine  äquivalente  ersetzt  werden.  Andererseits  ist  in 
nr.  11  des  dritten  Capitels  gezeigt  worden,  dass  f  einer  Form 
äquivalent  ist,  in  der  der  erste  Coefficient,  sowie  der  dritte 
Coefficient  in  ihrer  Reciproken  positiv,  prim  gegen  2i^z/  und 
auch  prim  gegen  einander  sind.  Zur  Vereinfachung  darf  man 
daher  annehmen,  dass  in  der  Gleichung  (2)  der  CoefQcient  a 
sowie  die  durch  die  Gleichung 

definirte  Zahl  «"  positiv,  prim  gegen  2Ä^  und  prim  unter 
einander  sind.  Nach  nr.  1  ist  femer  die  Gleichung  (2)  gleich- 
bedeutend mit  der  folgenden: 

W\ax  +  b''x'  +  h'xy  +  Sl(%"x'  —  S5x'7  +  aSlJx''  =  0. 

Diese  nun  hat  die  Gestalt  der  Gleichung  (1): 

«'V  +  Äv»  +  a^Jw^  =  0 

und  lässt  sich  auf  eine  andere  reduciren,  welche  die  Voraus- 
setzungen des  Legendre 'sehen  Criteriums  erfüllt.  Zunächst 
kann  sie  durch  die  folgende: 

SV  +  Äv«  +  ä^w^  =  0 

ersetzt  werden.  Wenn  man_aber  mit  B  den  grössten  positiven 
gemeinsamen  Theiler  von  Sl  und  z/  bezeichnet,  sodass  man 

setzen  kann,  so  findet  sich  offenbar 

Die  vorige  Gleichung  erfordert  also,  dass  u  theilbar  sei  durch 
Slj^'  sie  ist  mithin  zugleich  auflösbar  resp.  nicht  auflösbar  mit 
dieser  anderen: 

l"Äi  'U^  +  B'V^  +  aJ,'W^  =  0, 


•)  Dies  ist  bereits  von  A.  Meyer  gethan  worden  in  seiner  Abh. 
über  die  Classenanzahl  derjenigen  temären  quadratischen  Formen,  darch 
welche  die  Null  rational  darstellbar  ist,  Joum.  f.  Math.  98  S.  177. 
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in  welcher  nun  die  Coefficienten  nach  den  gemachten  Voraus- 
setzungen zu  je  zweien  prim  und  ohne  quadratischen  Theiler 
sind.  Zur  Auflösung  der  letzten  und  somit  auch  der  gegebenen 
Gleichung  in  ganzen  oder  allgemeiner  rationalen  Zahlen  ist 
folglich  nothwendig  und  hinreichend^  dass 


—  aR^j^         =  —  az/  qu.  Rest  von  WSl^ 

—  a%"Sl^J,  =  —  a%" .  Ä^    „      „       „     B 

-r'.jjÄi  =  — r'.Ä      „    „     „  ä^i 

ist.     Da  zufolge  der  Beziehung 


immer  —  a/d  qu.  Rest  von  ä"  ist,  sowie  wegen  der  Beziehung 

stets  —  ?["•  iß  qu.  Rest  von  a,  können  die  vorstehenden 
Bedingungen  einfacher  auch  so  gefasst  werden: 

—  az/  qu.  Rest  von  Ä^ 

-aä"-Ä2    „      „       „    R 

-W'.ä.       „     „     „   j,. 

Beachtet  man  also,  dass  a  ein  Werth  der  Form  /*,  W  ein 
solcher  von  %  und  von  31"  nur  um  einen  quadratischen,  zu 
2Az/  primen  Faktor  verschieden  ist,  so  sind  diese  Bedin- 
gungen in  der  That  mit  den  nach  St.  Smith  ange- 
gebenen durchaus  identisch. 


Neuntes  Capitel. 
Unbestimmte  Formen.    Classenzahl  eines  Gesclüeclits. 

1.  Während  bei  den  bestimmten  Formen  das  Maass 
eines  Geschlechts,  scheint  bei  den  unbestimmten  die  Anzahl 
seiner  Classen  der  einfachere  Begriff  zu  sein.  Eisenstein 
hat  zuerst  die  Vermuthung  ausgesprochen,  dass  jedes  Geschlecht 
unbestimmter  Formen  nur  aus  einer  einzigen  Olasse  von  Formen 
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bestehe*),  und  die  Arbeiten  von  A,  Meyer  haben  diese  Ver- 
mutbung  in  gewissem  Umfange  bestätigt.  Das  gegenwärtige 
Capitel  Boll  ron  den  bezQglichen  Untersuchangen  des  jüngst 
leider  ao  frühe  der  WissenBchaft  entrissenen**)  Forschers  das- 
jenige mittheilen,  was  einfach  darstellbar  ist. 

A.  Meyers  erste  Arbeit  über  den  bezeichneten  Gegen- 
stand gründet  sich  auf  einen  die  PelTsche  Gleichung  be- 
treffenden Satz,  dem  er  in  einer  späteren  Arbeit  aligemeinere 
Fassung  gegeben  hat,  als  wir  hier  bedürfen***).  In  seiner 
engeren  Fassung  laut«t  er,  wie  folgt:  Ist  ^  eine  positive 
ungerade  Zahl,  so  giebt  es  unendlich  viel  ungerade 
Primzahlen  p,  q  so  beschaffen,  dass  für  die  Funda- 
mentalauflösung T,  ü  der  Pell'schen  Gleichung 
(1)  (*— iJ2^««  =  l 

T+  1  nicht  durch  pq  theilbar  ist. 

l)  Die  Primzahlen  p,  q  dürfen  ala  solche  vorausgesetzt 
werden,  die  nicht  in  ^  aufgehen;  setzt  man  also  zur  Abkürzung 
pq  ^  a,  so  ist  a  prim  zu  2^^.  Man  verstehe  femer  unter 
S*  das  grösete  in  ^  aufgehende  Quadrat,  sodass,  wenn 

geschrieben  wird,  D  ans  lauter  verschiedenen  ungeraden  Prim- 
faktoren besteht.     Aus  der  Gleichung 

(T  +  1){T  —  1)  =  aDS^Ü* 
folgt  dann  unter  der  Annahme,  dass  T+l  oder  T — 1  durch 
a  aufgeht,  eines  der  beiden  Systeme  von  Gleichungen: 
entweder 

T  +  1  =  J  ■  2t»,     r  +  1  =  ad  ■  2t.», 

*)  Eisenstein,  Tabelle  der  redncirten  positiven  tem&ren  quadra- 
len  u.  B.  w.  im  Jonm.  f.  Math.  i1  S.  16g. 
z  bevor  der  Verfasser  dieses  Capitel  ausarbeitete,  ging  ihm 
>etrfibende  Mittbeilung  zu,  dass  Arnold  Mejer  am  7.  Juli 

Heyer,  zur  Theorie  der  nnbestimmton  teni&ren  quadra- 
en,  Inauguraldissertation,  Zürich  1S71,  Die  spätere  Arbeit, 
igeuschafi  der  Pell'schen  Oleichimg,  findet  sich  in  der 
;hrift  der  Züricher  naturforach.  Gesellsch.  t.  J.  188S.  Siehe 
.bhandluDg  im  108.  Bd.  des  Jonm.  f.  Math. 
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wo 


isty  also 

dS  —  B,    2TV  —  SU 

(2) 

oder 

dt*      adv*  =  -\-l 
T+l  —  dt*,    T+l  —  adv*, 

wo 
isty  also 

dd  —  D,    tv  —  SU 

(2a) 

dt*      adv*  —  4-2. 

Lässt  sich  demnach  a  =  pq  so  wählen,  dass  keine 
der  Gleichungen  (2)  oder  (2a)  statthaben  kann,  so 
wird  für  solche  Werthe  der  Primzahlen  jp,  q  der  be- 
hauptete Satz  zutreffend  sein. 

Setzt  man  nun,  um  dies  näher  zu  untersuchen, 

(3)  f(d)  =  dx^  —  ady^ 

und  far  d  sämmtliche  positive  Theiler  von  D,  so  erhält 
man,  unter  n  die  Anzahl  der  Primfaktoren  von  D  ver- 
standen, 2"  quadratische  Formen 

(4)  /•(!),  m,  f{d'), . . . 

mit  der  gemeinsamen  Determinante  aD,  welche  sich 
zu  je  zweien  wieder  zu  einer  Form  derselben  Reihe 
zusammensetzen,  da,  wenn 

gesetzt  wird,  wo  d'd'  =  D,  leicht  die  Gleichung 

f(d)  f{8')  =  ^  [bxx'  +  '-^yy^y  —  ^  (y ^'y  +  T^y')  > 

in  welcher  €  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  von  d,  d'  be- 
deutet, d.  i.  die  Gleichung 

(5)  m '  fiß') = /•(^) 

bestätigt  wird. 

Jeder  der  Formen  (4)  kommen  in  Bezug  auf  die  n  ver- 
schiedenen Primfaktoren  von  D  ebenso  viel  quadratische  Ge- 
schlechtscharaktere zu,  deren  Gesammtheit  wir  ihr  Geschlecht 
in  Bezug  auf  D  nennen  wollen,  und  die  insbesondere  für  die 
Form  /*(!)   sämmtlich   der  positiven  Einheit  gleich  sind.    Es 
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kann  aber  zunächst  gezeigt  werden^  dass  bei  geeigneter 
Wahl  von  a  jedem  der  2*  möglichen  Geschlechter  in 
Bezug  auf  D  je  eine  der  2*  Formen  (4)  zugehört.  Dies 
ist  selbstverständlich  für  D  =  1,  wo  es  nur  die  eine  Form 
/*(!)  giebt.  Wir  nehmen  es  als  bereits  bewiesen  an  für  eine 
Zahl 

die  aus  n  —  1  Primfaktoren  besteht,  und  zeigen,  dass  es  dann 
auch  gUt  für  die  Zahl 

-O  "=  Ä  A  •  •  •  p«— 1  i^t  • 

Der  Zahl  D'  entsprechen  2^^^  Formen 

wo  d'd'  =  D'  und  die  Zahl  a'  so  gewählt  gedacht  ist,  dass 
alle  diese  Formen  zu  verschiedenen  Geschlechtern  in  Bezug 
auf  jD'  gehören  d.  h.  dass  die  Symbole 

r\  /f\       (  f 


W'     \p)^"'{pn-) 


für  keine  zwei  von  ihnen  dieselbe  Combination  von  Einheiten 
darbieten.  Jenen  Formen  entsprechen  aber  erstens  diejenigen 
2»»— 1  Formen  (4),  welche  die  Gestalt  haben: 

/•(*')  =  tf  V  -  ad'pny\ 
Genügt  nun  a  den  Bedingungen: 

(«)  ©-=©.©=©■■■  (a)-fe)- 

so  leuchtet  ein,  dass 

sein  wird,  daher  gehören  dann  diese  2'»~^  der  Formen  (4)  in 
Bezug  auf  D'  ebenso  viel  verschiedenen  Geschlechtern  an  und 
nur  für  eine  von  ihnen  können  die  sämmtb'chen  Symbole  (7) 
gleich  +  1  sein.  Dies  ist  die  Form  /*(!),  für  welche  auch 
noch  der  auf  pn  bezügliche  Charakter  den  gleichen  Werth  hai 
Zweitens  entsprechen  den  2"—^  Formen  f{d')  ebenso 
viel  Formen  (4)  von  der  Gestalt 

fiP'Pn)  =  i'PnX^  -  ady. 
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Aus  dieser  Gleichung  findet  sich,  sobald  px  einer  der  Prim- 
faktoren Pif  p^y  ...  Pn—i  ist,  mit  Beachtung  der  Bedingungen 
(6)  die  folgende: 

sodass  auch  diese  2»"^  der  Formen  (4)  zu  verschiedenen  Ge- 
schlechtern in  Bezug  auf  D'  gehören  und  wieder  nur  für  eine 

derselben  sämmtliche  Symbole  (  - 1  gleich  +  1  sein   könnten. 

Femer  aber  ist 

(£)=(^)' 

wird  denmach  der  quadratische  Charakter  von  a  bezüglich  der 
Primzahl  jp«  so  gewählt,  dass  für  die  erwähnte  einzige  Form, 
falls  sie  vorhanden, 

ist,  so  giebt  es  unter  den  sämmtlichen  2"  Formen  (4)  nur  eine 
einzige  —  die  Form  f{\)  —  deren  sämmtliche  Charaktere  in 
Bezug  auf  D  gleich  -f"  1  sind.  Wegen  (5)  gehören  dann  alle 
diese  Formen  verschiedenen  Geschlechtem  in  Bezug  auf  D  an; 

denn  gehörten  zwei,  für  welche  d,  S'  von  einander  also  —5-  von  1 
verschieden  ist,  demselben  Geschlechte  an,  so  wäre  die  Form 

f\—%)  noch  eine  zweite  Form,  für  welche  sämmtliche  Cha- 
raktere in  Bezug  auf  D  gleich  -f-  1  wären.  —  Hiermit  ist  der 
behauptete  Satz  allgemein  bewiesen. 

2)  Nunmehr  kann  aber  a  weiter  so  bestimmt  werden, 
dass  keine  der  Formen  (4)  eine  der  Zahlen  —  1  >  +  2  darzu- 
stellen vermag.  Die  Zahl  -f"  1;  die  für  jede  der  Primzahlen 
Pi,  JP2,  . . .  Pm    den    quadratischen    Charakter    -|-  1    hat,    kann 

offenbar  nur  durch 

f{\)  =  x^  -  aDy^ 

dargestellt  werden.  Fände  aber  die  der  Annahme  d  =  1  ent- 
sprechende Gleichung  (2): 

(8)  T*  —  aBv"  =  1 

statt,  so  könnte  v  nicht  durch  S  theilbar  sein,  denn,  wäre 
V  =  Suy  so  hätte  man  die  Gleichungen 
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T*  —  aJu^  =  1 

T=t^  +  aJu\     U=2tu 

und  Ty  U  wäre  nicht  die  Fundamentalauflosung  der  Gleichung 
(1).  Der  Gleichung  2rt;  ==  SU  zufolge  müsste  daher  wenig- 
stens ein  Primfaktor  s  von  S  und  zwar,  der  Gleichung  (8) 
wegen,  einer  derjenigen  Primfaktoren  «i,  ^g,  . . .  Sr,  welche  nicht 
zugleich  in  Z>  enthalten  sind,  nicht  in  v  aber  in  r  aufgehen, 
und  man  hätte  nach  jener  Gleichung 

(^)  -  '■ 

Wählt  man  mithin  a  so,  dass  die  Bedingungen 

w    (=^)  — M=^)  — 1.   ■(=^)--' 

erfüllt  werden,  so  ist  damit  die  Gleichung  (8)  unmög- 
lich gemacht. 

Man  bemerke  nun,  bevor  wir  weiter  gehen,  dass,  wenn 
schon  durch  die  Bedingungen  (6),  (6  a)  und  (9)  über  den  qua- 
dratischen Charakter  des  Produkts  a^=^pq  bezüglich  der  in 
z/  aufgehenden  Primfaktoren  verfügt  worden  ist,  dabei  gleich- 
wohl die  bezüglichen  Charaktere  eines  der  Primfaktoren 
p,  q  noch  ganz  willkürlich  bleiben.  Auch  dürfen  wir  noch 
ihre  Charaktere  bezüglich  des  Modulus  8  ganz  nach  Belieben 
annehmen.  Es  ist  zu  zeigen,  dass  durch  geeignete  Wahl  der 
genannten  Charaktere  auch  die  übrigen  der  Gleichungen  (2) 
und  (2a)  unmöglich  gemacht  werden  können. 

Wählt  man  zuerst 

jp  =5  5,  j  ^  3,  7     oder  i?  ^  3,  q^l  (mod.  8), 

so  wird  offenbar  schon  jede  der  Gleichungen 

(10)  T^  _  aDv^  =  —  1,  +  2,  —  2 

unmöglich,  da  jede  derselben  als  Congruenz  (mod.  p  oder  q) 
aufgefasst  nach  wenigstens  einem  dieser  Moduln  einen  Wider- 
spruch ergäbe. 

3)  Dem  unter  1)  Bewiesenen  zufolge  giebt  es  aber  unter 
den  Formen  (4)  drei  solche:  f{d),  f(i'),  fiß"),  deren  Charaktere 
in  Bezug  auf  die  Primfeiktoren  von  D  mit  denjenigen  der 
Zahlen  —  1,  +2,  —  2   resp.  übereinstimmen;   diese  Formen 
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sind  darch  die  Oleichang 

f(d)f{d')  =  f(^)=fid") 

mit  einander  yerbunden  und  brauchen  nicht  alle  drei  ver- 
schieden Yon  einander  zu  sein.  Sie  sind  zudem  die  ein- 
zigen Formen  (4),  durch  welche  möglicherweise  die 
Zahl  — 1,  +2,  — 2  resp.  dargestellt  werden  kann. 
Durch  die  unter  1)  getroffene  Bestimmung  für  die  Zahlen  p,  q 

sind   offenbar  die  Werthe  der  Symbole  ( — j,   ( — )  also  auch 


pq/  \pq/      \pqj 

zugleich  bestimmt.     Man  wähle  nun^ 

—  i-h)  =  1'  Q  =  1  -*.  (y)  =  i>  (y)  =  1  -d 

entweder |)3EZ 5,  q  isi3  oder  p    _  3,  q :£b  7  (mod. 8); 
wenn  ( — )  ==  —  1,    (-  -)  =  —  1  ist, 

(y)  =  1  -<i 

^^5,  gE^3  oderjp  :^3,  g  _^7(mod.  8); 

(y,)  =  + 1  -*' 

(^)  =  lund 
~5,qzE^l  oderp.Z2  5,  q^l  (mod.8); 

--"  (y«)  =  1'  (y,)  =  - 1  -*'  (y)  =  •'  (y)  =  ^  -«^ 

p  ^  5,  g  5f^  3  (mod.  8). 

Dann  ist  ohne  Mühe  zu  bestätigen^  dass  durch  solche,  mit  der 
früheren  vertragliche  Bestimmung  für  die  Zahlen  p,  q  die 
Gleichungen 

(11)        m=^-i,  /•(<J')  =  2,  /•(r)  =  -2 

und  damit  zugleich  die  noch  übrigen  Gleichungen  (2) 
und  (2a)  unmöglich  gemacht  werden. 

Man   sieht   zudem,    was   für   die   Folge    hervorzu- 
heben ist,  dass,  während  stets  q   -^3  (mod.  4)  ist,  nach 


(y)  — 1 

entweder^ 
wenn  ( — )  =  —  1 

\pq/ 

(t)  — ' 

entweder^ 

<pqJ 
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Belieben  pq^l  oder  eh  3  (mod.  4)  gewählt  werden 
kann.     Im  vierten  der  unterschiedenen  Fälle  freilich  ist 

pq^S  (mod.  4). 

Ersetzt  man  aber  die  Restbestimmung  der  Zahlen  p^  q  (mod.  8), 
durch  welche  unter  2)  die  Gleichungen  (10)  unmöglich  gemacht 
wurden,  in  diesem  Falle  durch  die  folgende: 

wenn  D  einen  Primfaktor  8n  +  3  enthält, 

pE^q^l  (mod.  8), 
wenn  D  einen  Primfaktor  Sn  -{■•  7  enthält, 

p  ^  g  ^  3  (mod.  8), 
wenn  D  einen  Primfaktor  8n  -{-  o  enthält, 

|)  EE  g  ^  3,  7  (mod.  8), 

so  erkennt  man  leicht,  dass  dann  nicht  nur  jedesmal  die  Glei- 
chungen (10),  sondern  auch  mit  den  Gleichungen  (11)  die 
noch  übrigen  der  Gleichungen  (2)  und  (2  a)  wieder  unmöglich 
gemacht  werden;  gleichzeitig  aber  wird  jetzt 

pq^l  (mod.  4). 

Falls  endlich  D  nur  Primfaktoren  8n  +  1  enthalt,  bedarf 
es  überhaupt  ausser  den  unter  1)  und  2)  getroffenen  Bestim- 
mungen für  p,  q  keiner  weiteren  mehr;  denn  in  diesem  Falle 
leuchtet  ein,  dass  keine  der  noch  übrigen  Gleichungen  (2)  und 
(2  a)  möglich  ist,  weil  sonst  für  ein  d  >  1  sämmtliche  quadra- 
tische* Charaktere  von  f(S)  bezüglich  der  Primfaktoren  pj, 
Piy  •••P»  gleich  +  1  wären,  gegen  die  unter  1)  getroffene 
Bestimmung. 

Durch  dies  Alles  sind  für  die  Primzahlen  p,  q  gewisse 
Reste  mit  Bezug  auf  8  sowie  auf  die  verschiedenen  in  z^  auf- 
gehenden Primfaktoren  festgestellt,  welche  die  Gewissheit  geben, 
dass  die  Gleichungen  (2)  und  (2  a)  unmöglich  sind*).  Dadurch 
sind  die  geeigneten  Primzahlen  p,  q  auf  zwei  bestimmte  arith- 
metische Reihen  verwiesen;  letztere  aber  enthalten  nach  dem 
Satze  von  der  arithmetischen  Progression  auch  in  der  That 
unendlich    viel    positive  Primzahlen  p  resp.  g,   und  jedem 

•)  Uebrigens  ist  diese  Bestimmung  der  Reste  nicht  die  einzig  zu- 
lässige, wie  aus  A.  Meyer 's  zweiter  Arbeit  näher  zu  ersehen  ist. 
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solchen  Paare  p^  q  von  Primzahlen   kommt  die   im  Satze  von 
A.  Meyer  behauptete  Beschaffenheit  zu. 

2.  Ein  zweiter  Hilfssatz,  dessen  wir  bedürfen,  besagt 
Folgendes:  Wenn  zwei  eigentlich-primitive  binäre  qua- 
dratische Formen  fpyfpi  von  einer  von  +1  verschie- 
denen Determinante,  die,  wenn  letztere  negativ  ist, 
als  positive  Formen  vorausgesetzt  werden,  desselben 
Geschlechts  sind,  so  giebt  es  unendlich  viel  Prim- 
zahlen p',  g'  der  Art,  dass  ihr  Produkt  p' q'  durch 
beide  Formen  darstellbar  ist. 

Sind  nämlich  C,  C^  die  Classen  des  Geschlechts,  denen 
(p,(Pi  angehören,  so  gehört  die  Classe  C  -  Ci  ins  Hauptge- 
schlecht, entsteht  also  durch  Duplikation  einer  eigentlich-primi- 
tiven Classe  L  der  gleichen  Determinante,  sodass  man  setzen 
kann 

Wird  dann  noch  die  ebenfalls  eigentlich-primitive  Classe  L^  so 
gewählt,  dass  L  -  L^=^  C  ist,  so  findet  sich  L  •  L{~^  =  C^, 
Nun  stellen  die  entgegengesetzten  Classen  i^,  L^"^  genau  die- 
selben Zahlen  dar,  und  durch  die  Classen  L,  L^  können,  einem 
Dirichlet'schen  Satze  zufolge,  unendlich  viel  Primzahlen  p\  q 
resp.  eigentlich  dargestellt  werden,  deren  quadratische  Cha- 
raktere mit  den  Geschlechtscharakteren  der  Classen  resp.  über- 
einstimmen. Den  vorigen  Gleichungen  zufolge  ist  demnach 
das  Produkt  p'  ^  jedes  solchen  Paares  von  Primzahlen  sowohl 
durch  ^>  als  durch  tp^  eigentlich  darstellbar. 

Wenn  hierbei  für  die  Determinante  der  Formen  kein  qua- 
dratischer Charakter  (mod.  4)  in  Frage  kommt,  dürfen  offenbar 
die  beiden  Primzahlen  nach  Belieben  von  der  Form  4n  -|-  1 
oder  4n -f-  3  vorausgesetzt  werden. 

Tritt  aber  ein  solcher  Charakter  auf  und  ist  er  für  das 
Geschlecht  der  Formen  9,  ^i  der  Charakter  3  (mod.  4),  so  muss 

p  q  EE  3  (mod.  4) 
sein,   demnach  wird   immer  noch  eine  der   beiden  Primzahlen 
von  der  Form  4n  -|-  3,  die  andere  von  der  Form  4»  -("  1  sein. 
Ist  dagegen   der  Charakter   der  Formen   9,  ^^    der   Cha- 
rakter 1  (mod.  4),  so  muss 

Bach  mann,  Zahlantheorie.    IV,  ].  16 
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pq[  =  1  (mod.  4) 
sein  und  man  hat  nothwendig 

entweder  |>'  ^  g'  ^  1     oder  p'  ^q'  ^3  (mod.  4). 

Alsdann  sind  zwei  Falle  zu  unterscheiden.  Wenn  erstens 
eine  ambige  Glasse  Ä  vom  Charakter  3  (mod.  4)  vorhanden 
isty  so  darf  man  nach  Belieben  das  eine  oder  das  andere  an- 
nehmen. Denn^  da  sowohl  0-0^  =  L*  als  auch  C'Ci=^  (J^^Y 
ist,  darf  man  im  obigen  Basonnement  L  durch  LA  ersetzen, 
und  die  Charaktere  dieser  beiden  Classen  (mod.  4)  sind  ent- 
gegengesetzt. —  Wenn  aber  zweitens  jede  ambige  Classe 
den  Charakter  1  (mod.  4)  hat,  so  zerfallen  die  Classen 
des  Geschlechts  der  Formen  <p,q>i  in  zwei  Categorieen: 
für  zwei  Classen  derselben  Categorie  bestehen  die 
dargestellten  Produkte  p'q'  aus  Primzahlen  4n  +  1, 
für  zwei  Classen  verschiedener  Categorie  aus  Prim- 
zahlen 4n  +  3.  Um  dies  zu  beweisen,  seien  C,  C^,  C^  irgend 
drei  Classen  des  Geschlechts  und 

C'C^  =  L\    C'C^^HP    also  Ci .  C,  =  (X-afC-i)*. 

Sind  für  beide  Classenpaare  C,  C^  und  C,  C^  die  Zahlen  jp',  q' 
congruent  1,  oder  für  beide  congruent  3  (mod.  4),  so  stimmen 
die  Charaktere  von  L,  M  (mod.  4)  überein,  und  da  nach  der 
Voraussetzung  C  den  Charakter  1  (mod.  4)  hat,  gilt  Letzteres 
auch  von  LMC"^,  und  folglich  sind  für  das  Classenpaar  C^, 
C^  die  Zahlen  p\  q'  congruent  1.  Sind  dag^^n  für  eins  der 
Classenpaare  C,  C^  und  C,  C^  die  Zahlen  p',  q'  congruent  1, 
fQr  das  andere  congruent  3  (mod.  4),  so  haben  L  und  M  ver- 
schiedenen Charakter  und  LMC"^  den  Charakter  3  (mod.  4), 
demnach  sind  für  das  Classenpaar  0^,  C^  die  Zahlen  p\  q'  con- 
gruent 3  (mod.  4).  Theilt  man  folglich  die  Classen  des  vor- 
gedachten Geschlechts  in  zwei  Categorieen,  jenachdem  sie  mit 
C  gemeinsam  Produkte  aus  Primzahlen  4n  +  1  <>der  Produkte 
aus  Primzahlen  4n  -f-  3  darstellen,  so  werden  die  beiden  Cate- 
gorieen die  oben  behauptete  Eigenschaft  haben.  Zudem  aber 
enthält  auch  jede  von  ihnen  wirklich  mindestens  eine  Classe. 
In  der  That:  in  diesem  FaUe  giebt  es  eine  Classe  L  vom  Cha- 
rakter 1  (mod.  4)  und  eine  solche  M  vom  Charakter  3  (mod.  4), 
die  Classen  L\  M^  des  Hauptgeschlechts   aber  sind  von  ein- 
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ander  verschieden,  denn  sonst  wäre  M^=  L  *  Ay  wo  A  eine 
Ambige,  was  nach  der  gemachten  Yoranssetzung  über  die 
Ambigen  mit  dem  Charakter  von  M  (mod.  4)  unvertraglich 
ist.  Da  nun  die  Classen  des  gedachten  Geschlechts,  mit  C 
zusammengesetzt,  i^mmtliche  Classen  des  Hauptgeschlechts 
hervorbringen,  muss  es  eine  möglicherweise  mit  C  identische 
Classe  Ci  und  eine  von  C  verschiedene  Classe  C^  in  jenem 
geben,  so  beschaffen,  dass  C '  C^  =  L\  C  -  C^  =  M^  ist,  d.  h. 
eine  Classe  C^  der  ersten  und  eine  Classe  C^  der  zweiten 
Categorie,  w.  z.  b.  w. 

Nun  sei  die  Determinante  der  Formen  9),  tp^  gleich 
—  SIM'\  J  dieselbe  Sjahl  wie  in  voriger  nr.,  und  die  Zahlen 
HM^y  /J  relativ  prim.  Die  zwd  arithmetischen  Reihen,  in 
denen  die  Primzahlen  p,  q  enthalten  waren,  werden  allein 
durch  die  Reste  bestimmt,  die  diesen  Zahlen  in  Bezug  auf  8 
sowie  in  Bezug  auf  die  verschiedenen  in  /J  aufgehenden  Prim- 
zahlen vorgeschrieben  worden  sind.  Die  Reste  der  Primzahlen 
P\  q'  dagegen  sind  in  dem  Falle,  wo  das  Geschlecht  der 
Formen  9),  g>i  keinen  Charakter  (mod.  4)  aufweist,  nur  in  Be- 
zug auf  die  in  UM''  ansehenden  Primzahlen  beschränkt,  in- 
sofern sie  die  Geschlechtscharaktere  der  Classen  L,  L^  haben 
müssen,  durch  welche  sie  dargestellt  werden.  Da  die  letzteren 
Primzahlen  aber  verschieden  sind  von  den  ersteren,  wird  es 
möglich  sein,  in  den  arithmetischen  Progressionen  fQr  Py  q 
solche  Primzahlen  zu  finden,  welche  diese  für  p',  q  erforderten 
Bedingungen  erfüllen  und  damit  den  beiden  Sätzen  in  dieser 
und  der  vorigen  nr.  gleichzeitig  genügen.  Tritt  aber  im  Ge- 
schlechte der  Formen  9),  9^  ein  Charakter  (mod.  4)  auf  und 
ist  er  zunächst  der  Charakter  3  (mod.  4),  so  ist  eine  der 
Zahlen  p'^q'  von  der  Form  4n  +  1;  die  andere  von  der  Form 
4n  +  3.  Im  Falle  des  Charakters  1  (mod.  4)  und  wenn  eine 
Ambige  vom  Charakter  3  (mod.  4)  vorhanden  ist,  dürfen  beide 
Primzahlen  p',  q  von  der  Form  4n  +  3  vorausgesetzt  werden. 
Es  war  aber,  während  q  stets  ^  3  (mod.  4)  gewählt  wurde, 
zulässig,  den  Rest  von  pq  (mod.  4)  beliebig  zu  wählen.  Daher 
wird  in  diesen  Fällen  es  möglich  sein,  in  den  beiden  be- 
zeichneten Progressionen   ein   Paar   von   Primzahlen  Py  q   zu 

finden,   so  beschaffen,   dass  entweder  Pyq  oder  g,  p  allen  für 

16* 
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p\  q'  erforderten  Bedingungen  und  damit  den  Sätzen  in  dieser 
und  der  vorigen  nr.  genügen. 

Ist  dagegen  der  Charakter  des  Geschlechts  der  Formen 
q>,  q>^  mit  Bezug  auf  4  der  Charakter  1  (mod.  4)  und  jede 
Ambige  von  demselben  Charakter,  so  kann  zwar 

pq^\  (mod.  4) 

vorausgesetzt  werden,  jedoch  war  dann 

p  ^  g  E^  3  (mod.  4), 

und  somit  wird  nur  dann  den  beiden  gedachten  Sätzen  zu- 
gleich genügt  werden,  wenn  auch 

2?'  ^E  g'  ^  3  (mod.  4) 

d.  h.  wenn  von  den  beiden  Formen  «p,  tp^  die  eine  einer  Classe 
der  ersten,  die  andere  einer  Classe  der  zweiten  der  Categorieen 
angehört,  in  welche  in  diesem  Falle  die  Classen  jenes  Ge- 
schlechtes zerfallen. 

3.  Diesen  auf  binare  Formen  bezüglichen  Hilfs Sätzen 
ist  ein  dritter  hinzuzufügen,  der  sich  auf  temäre  Formen 
bezieht  und  unschwer  aus  der  im  dritten  Capitel  entwickelten 
Darstellungstheorie  erhalten  werden  kann. 

Ist 

9  =  (m,  n",  w') 

eine  primitive  binäre  Form  mit  der  Determinante  -  UM " 
wo  Jf"  prim  gegen  2St/!l  gedacht  werde,  so  gehört  nach  nr.  3 
jenes  Capitels  jede  eigentliche  Darstellung  von  ^>  durch  eine 
temäre  Form  der  Ordnung  (Ä,  /i)  zu  einer  bestimmten  Wurzel 
'Ny  N'  der  Congruenzen 

(12)  2V^+z/w^.O,  NN'  —  Jn"  =  Oy  N'^  +  ^m'  =  0 

(mod.  Jf") 

und  jede  Form  jener  Ordnung,  durch  welche  (p  in  solcher 
Weise  darstellbar  ist,  ist  einer  Form  f  äquivalent,  deren  Reci- 

proke  die  Gestalt 

/My  M,  M\ 

hat,  wenn  M,  Jf ,  N'^  durch  die  Gleichungen 

(13)  N^  +  Jm  =  MM'\    NN'  —  Jn''=ir'M\ 

N'^  +  z/m'  =  M'M" 
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bestimmt  werden.  Die  Zahlen  —  N,  —  N'  bilden  aber  eine 
zweite  Wurzel  derselben  Congruenzen  (12).  Wird  q>  zu  dieser 
entgegengesetzten  Congruenzwurzel  gehörig  durch  eine  temäre 
Form  der  Ordnung  (ß,  J)  eigentlich  dargestellt,  so  ist  die 
letztere  Form,  da  die  Gleichungen  (13)  durch  eine  Vertäu- 
schung  von  N,  N'  mit  —  N,  —  N'  ungeändert  bleiben,  einer 
anderen  Form  /^  äquivalent,  deren  Reciproke 

ist  und  in  die  Reciproke  von  f  übergeht  durch  die  Substitution 

a;  =  —  y,    x  ^  —  y\    x"  =  y" 

mit  dem  Modulus  1.  Da  somit  die  Reciproken  von  f  und  f^ 
äquivalent  sind,  sind  es  auch  f  und  f^  selbst. 

Alle  ternären  Formen  der  Ordnung  (Ä,  A)  also, 
durch  welche  9)  zur  Wurzel  "Ny  N'  oder  zur  Wurzel 
—  N,  —  N'  gehörig  eigentlich  darstellbar  ist,  sind 
unter  einander  äquivalent. 

Ist  nun  JT'  eine  positive  oder  negative  Primzahl,  so  haben 
die  Congruenzen  (12),  wenn  sie  überhaupt  lösbar  sind,  nur 
zwei  solche  entgegengesetzte  Wurzeln  iV^,  N']  —  N^  —  JV', 
und  sie  sind  lösbar,  sobald  9  durch  Formen  der  Ordnung 
(£1,  /J)  eigentlich  darstellbar  ist.  Demnach  findet  sich  folgen- 
der Satz,  welcher  der  gedachte  Hilfssatz  ist:  Zwei  ternäre 
Formen  der  Ordnung  (ß,  ^)  sind  äquivalent,  wenn  sie 
ein-  und  dieselbe  primitive  binäre  Form  der  Deter- 
minante —  SIM"  eigentlich  darstellen,  vorausgesetzt, 
dass  M"  eine  positive  oder  negative  Primzahl  ist,  die 
nicht  aufgeht  in  2SU, 

4.  Auf  Gh-und  dieser  Hilfssätze  lässt  sich  jetzt  zunächst 
der  folgende  Satz  ohne  Mühe  beweisen:  Wenn  eine  unbe- 
stimmte ternäre  Form,  deren  Invarianten  Ä,  ^  relativ 
prim  sind,  eine  eigentlich-primitive  Form  ^  darstellt, 
deren  Determinante  —  UM"  prim  ist  zu  2z^,  so  stellt 
sie  auch  jede  andere  binäre  Form  ^^  desselben  Ge- 
schlechts dar. 

Da  ^  durch  die  unbestimmte  temäre  Form  darstellbar 
sein  soll,  müssen  nach  nr.  3  des  dritten  Capitels  die  Formen 
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^^  ^1  entweder  beide  negativ  oder  beide  unbestimmt,  imd  werden 
folglich  die  Formen 

9>  =  —  *,  9i  =  —  V'i 
entweder  beide  positiv  oder  beide  unbestimmt  sein.  In  dem 
Falle,  wo  dem  Qeschlechte  der  letzteren  der  Charakter  1 
(mod.  4)  zukommt  und  jede  Ambige  von  demselben  Charakter 
ist,  nehmen  wir  zuiuLchst  an,  dass  die  Classen  von  9),  tp^  den 
verschiedenen  Categorieen  angehören,  in  welche  die  Classen 
dieses  Qeschlechts  alsdann  sich  veriheilen.  Den  Bemerkungen 
in  nr.  2  zufolge  lassen  sich  dann  zwei  positive  Primzahlen  p, 
q  angeben,  so  beschaffen,  dass  pq  gleichzeitig  durch  q>  und  9^ 
eigentlich  dargestellt  wird  und  dass  fQr  die  Fundamentalauf- 
lösung T,  U  der  Gleichung  (1)  nicht  T  +  1  durch  pq  theilbar 
ist.    Die  Form  q>  wird  mithin  einer  Form 

äquivalent  sein,   in  welcher    r^  —  pq*  s^=  —  SIM"    ist.     Da 

mm  einerseits   äquivalente  temäre  Formen   dieselben   binären 

Formen    darstellen,    andererseits    äquivalente    binäre    Formen 

stets  gleichzeitig  darstellbar  oder  gleichzeitig  nicht  darstellbar 

sind,  so  darf  man  bei  dem  zu  beweisenden  Satze  q>  durch  die 

Form  (pq,  r,  5),  die  gegebene  temäre  Form  aber  durch  eine 

äquivalente  Form 

/a,  a',  a\ 

^      U,  6',  bV 

ersetzen,  welche  die  Form 

(—  P^,  —r,  —8) 
als  einen  Bestandtheil  enthält,  sodass 

a  =  —  pq,     h"  =  —  r,     a  =  —  5, 
also 

(14)  r^  +  pqa  =  —  SlM" 
ist.     Heisst 

"      V»,  93',  93"/ 
ihre  Reciproke,  so  ist 

%"  =  M" 
und 

(15)  %'%"  —W  =  Ja==  —  ^pq. 
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Wenn  f  durch  die  Substitution 

1     0     0\ 
0     X    A, 

bei  welcher 

(16)  Xq  —  ftv  =  1 

ist,  in  die  äquivalente  Fonn 
mit  der  Reciproken 

«1,  «,;  % 


^^^VS3„  S3/,  S3/7 


übergeht^  so  bestehen  die  Gleichungen 

Nun  genügen  der  Gleichung  (16)  wegen  (15)  die  Werthe 

und  wenn  sie  gewählt  werden,  geben  die  vorstehenden  Glei- 
chungen «/'=«"  d.  h. 

(17)  6/''  +P9t'(^i=  —  Ä  JT' 
und 

(18)  i;'=VT  {mo^pq). 

Die  Gleichungen  (14)  und  (17)  lehren,  dass  die  Gongruenz 

Ä«  =  —  ÄJf"  (mod.  pq) 
die  vier  Losungen 

^=-6",    z  =  +  r,    z  =  -h;\    ^  =  +  &i" 

besitzt;  letztere  sind  wegen  (18)  und  nach  der  Wahl  der  Prim- 
zahlen j),  q  unter  einander  incongruent  imd  stellen,  da  die 
Gongruenz  nur  vier  Wurzehi  besitzen  kann,  ihre  sammtUchen 
Wurzeln  dar.  Der  Theorie  der  binaren  quadratischen  Formen 
zufolge  werden  demnach  die  einzigen  Glassen  von  Formen  mit 
der  Determinante  —  StM!\  welche  eigentliche  Darstellungen 
von  pq  gestatten,  durch  die  folgenden  vier  Formen: 
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i-«=l>3,   +6,    -«    = ^^ j, 

repräsentirt.  Die  Form  y^,  darcli  welche  pq  gleichfalls  eigent- 
lich dargestellt  wird,  muss  daher  entweder  mit  der  ersten  oder 
mit  der  dritten  dieser  Formen  eigentlich-  oder  nneigentlich- 
äquiyalent  sein.  Im  ersten  Falle  ist  ti^=  —  Vi  äquivalent 
mit  (a,  6",  a')  und  kann  folglich  dargestellt  werden  durch 
die  Form  f,  im  zweiten  Falle  ist  sie  es  mit  der  Form 

(<h,  Kf  «i') 

und  kann  also  dargestellt  werden  durch  f^,  also  auch  wieder 
durch  die  mit  f^  äquivalente  Form  /*,  mithin  in  beiden  Fallen 
durch  die  gegebene  temäre  quadratische  Form,  w.  z.  b.  w. 

Die  Beschränkung  endlich,  welche  diesem  Resultate  in 
dem  Falle,  in  welchem  fQr  das  Geschlecht  von  tp  ein  Cha- 
rakter 1  (mod.  4)  vorhanden  ist,  noch  anhaftet,  lässt  sich  so- 
gleich heben.  Denn  dem  Bewiesenen  zufolge  ist  jede  Form 
^i  =  —  <p^y  wenn  y^  derjenigen  Categorie  aller  Formen  ihres 
Geschlechts,  in  welcher  9  enthalten  ist,  nicht  angehört,  zu- 
gleich mit  ^  =  —  fp  darstellbar,  aus  gleicher  Erwägung  mm 
aber  wieder  zugleich  mit  ^1  =  —  q>^  jede  Form  ^^  =^  —  Vty 
wenn  (p^  derselben  Categorie  angehört  wie  ^,  d.  h.  zugleich 
mit  ^  =  —  q>  jede  Form  desselben  Geschlechts. 

Man  bemerke,  dass  durch  die  Formen  des  Geschlechts 
von  if  sämmtliche  Primzahlen  dargestellt  werden  können,  deren 
quadratische  Charaktere  in  Bezug  auf  die  Primfaktoren  von 
ASIM"  denjenigen  gleich  sind,  die  das  Geschlecht  definiren, 
oder  welche  in  den  diesem  Geschlechte  entsprechenden  Linear- 
formen 

4:SIM"Z  +  X 

enthalten    sind.     Somit    werden    alle    diese    Primzahlen 
zugleich  mit  ^  durch  die  ternäre  Form  darstellbar  sein. 

5.  Seien  nunmehr  F  und  F^  zwei  unbestimmte 
ternäre  Formen  desselben  Geschlechts  aus  der  Ord- 
nung (ß,  /f)  und  z^  prim  zu  Sl,  Nach  nr.  11  des  zweiten 
Capitels  kann  man  eine  mit  F  äquivalente  Form 


Unbestimmte  Formen.    Classenzahl  eines  Geschlechts.         249 


f 


mit  der  Ii«ciprok6n 


_  /  a,  o',  a"\ 
~\h,  h',  h") 


angeben,  in  welcher  a  prim  ist  gegen  2Sl/d  und  ^a  ^  1 
(mod.  4),  %"  aber  ebenfalls  prim  gegen  2Sl^  ist;  desgleichen 
eine  mit  i^,  äquivalente  Form 

mit  der  Beciproken 

^*""V©,,  95/,  SB/7' 

in  welcher  o,  prim  gegen  2i2z^  und  z^a,  ^  1  (mod.  4),  Äj" 
aber  nicht  nur  zu  2il^  sondern  auch  zu  fi"  prim  ist.  Da 
durch  f  die  binäre  Form  ^  =  (a,  6",  a'),  durch  /^  die  binare 
Form  ^1  =  (a,,  6,",  a,')  darstellbar  ist,  so  lassen  sich  durch 
/*,  also  auch  durch  F  alle  Primzahlen  darstellen,  die  in  ge- 
wissen, mit  dem  Geschlechte  von  ^  vertnlglichen  arithmetischen 
Progressionen  4Ä?l"^  -|-  x,  durch  /*,,  also  auch  durch  2^,  alle 
diejenigen,  welche  in  gewissen,  dem  Geschlechte  von  ^^  ent- 
sprechenden Progressionen  4Ä?[i"^  +  x,  enthalten  sind.  Die 
Charaktere  von  x  bezüglich  der  4  und  der  Primfaktoren  von 
SlW  sind  denjenigen  von  a,  die  Charaktere  von  x,  bezüglich 
der  4  und  der  Primfaktoren  von  ÄÄ,"  sind  denjenigen  von 
«1  gleich;  da  aber  f  und  /,  demselben  Geschlechte  temarer 
Formen  angehören,  so  ist  für  jeden  Primfaktor  cd  von  Ä 

(-:)  -  G) 

und  zudem  ist 

a?:E  a^  (mod.  4). 

Mithin  giebt  ein  x  und  ein  x,  nach  den  Primfaktoren  von  Sl 
und  in  Bezug  auf  4  die  gleichen  Reste.  Da  femer  ASl  prim 
ist  gegen  /J  und  gegen  Sl",  ?li",  sowie  diese  letzteren  auch 
unter  einander,  so  werden  in  den  beiden  Linearformen 

4Är'0  +  x,  4Äa/'^  +  xi 

gewisse  gemeinsame  Linearformen  4:£l/J%"^^"z  -|~  ^  enthalten 
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sein^  deren  Glieder  prim  zu  Sl  sind.  Jede  in  den  letzteren 
enthaltene  Primzahl  p  wird  prim  sein  zu  2iU,  der 
Gongruenz  /^p^  1  (mod.  4)  genügen  und  sowohl  durch 
f  als  durch  /i,  also  auch  durch  F  und  F^  darstellbar 
sein.  Mithin  giebt  es  wieder  zwei  mit  F  und  JF\  resp.  äqui- 
valente Formen  —  wir  behalten  der  £in£Eichheit  wegen  die 
bisherigen  Zeichen  f&r  sie  bei  —  deren  erste  Coefficienten 
a,  a^  dieser  Primzahl  p  gleich  sind,  wahrend  die  aus  ihren 
Reciproken  entnommenen  binären  Formen 

»P=  («',»,«"),       ^1  =  («x',  »1,  V) 

(s.  nr.  11  des  zweiten  Capitels)  eigentlich  primitiv  sind.  Diese 
Formen  haben  die  gemeinsame  Determinante 

83«  —  %'%''  -=  93,«  —  «,' V  =  —  jp, 

während  —  z^  die  erste  Invariante  der  Reciproken  von  F  oder 
JF\  ist.  Weil  femer  F  und  F^  demselben  öeschlechte  temärer 
Formen  angehören,  muss  mit  Bezug  auf  jeden  Primfaktor  d 
von  J 

sein,  und  weil  p  sowohl  durch  die  Form  (a,  &",  a')  als  durch 
die  Form  (oj,  Jj",  a,')  eigentlich  dargestellt  wird,  müssen  deren 
Determinanten  —  Ä?[",  —  Ä3ti"  (mod.  p)  quadratische  Reste, 
also 

sein.  Da  somit  alle  quadratischen  Charaktere  der  Formen 
y,  ¥^1  nach  den  Primfaktoren  ihrer  Determinanten  überein- 
stimmen, muss  es  auch  der  noch  übrige  in  Bezug  auf  4  vor- 
handene Charakter,  da  er  durch  jene  mitbestimmt  ist,  die 
Formen  y,  ^^  sind  also  gleichen  Geschlechts.  Nun 
ist  die  binäre  Form  ^^  durch  die  Reciproke  von  F^  d.  i.  durch 
eine  unbestimmte  temäre  Form  mit  rektiv  primen  Invarianten 
darstellbar;  nach  dem  Satze  der  vorigen  nr.  ist  es  also  auch 
die  Form  ^,  welche  aber  gleichzeitig  auch  durch  die  Reci- 
proke von  F  darstellbar  ist.  Diese  beiden  Reciproken  gehören 
ebenso  wie  F  und  F^  derselben  Ordnung  an;  dem  Hil&satze 
in  nr.  3   zufolge  müssen  sie  daher  und   folgUch  auch  F  und 
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F^  unter  einander  äquivalent  sein.  Auf  solche  Weise  erschliesst 
man  den  Satz: 

Zwei  unbestimmte  ternäre  Formen  einer  Ordnung 
{Slj  jdf)^  für  welche  A,  ^  relativ  prim  sind,  gehören 
derselben  Classe  an,  sobald  sie  desselben  Geschlechts 
sind,  oder:  Jedes  Geschlecht  solcher  unbestimmten 
ternären  Formen  besteht  nur  aus  einer  einzigen 
Classe*). 

6.  Durch  diesen  Satz  wird  die  Entscheidung  der 
Fragen,  ob  eine  gegebene  Zahl  oder  eine  gegebene 
binäre  Form  durch  eine  vorgelegte  primitive  ternäre 
Form  /*mit  der  Reciproken  ^  dargestellt  werden  kann, 
für  den  Fall  unbestimmter  Formen  mit  relativ  primen 
Invarianten  wesentlich  vereinfacht. 

Handelt  es  sich  zunächst  um  eine  binäre  Form 

so  muss  dieselbe  jedenfalls  die  im  dritten  Capitel  entwickelten 

Bedingungen    der  Darstellbarkeit   durch   irgend   eine   Form 

der  Ordnung  (A,  jä)  erfüllen:  1)  ihre  Determinante  muss  von 

der  Gestalt 

n'""  —  mm'  =  —  SIM" 

sein,  und  wenn  M"  prim  gegen  2Sl^  vorausgesetzt  wird, 
muss  2)  9  primitiv  und  darf,  da  /*  als  eine  unbestinmite  Form 
angenommen  wird,  nicht  positiv  sein;  3)  muss  für  jede  in  J 
aufgehende  Primzahl  d  die  Gleichung 

in  Bezug  auf  jede  in  M"  aufgehende  Primzahl  p  aber  die 
Gleichung 

(f  )  -  (vi 

erfüllt  sein.  Damit  aber  tp  durch  die  besondere  Form  f  der 
Ordnung  (SlyJ)  darstellbar  sei,  muss  zudem  4)  für  jede  in 
Sl  aufgehende  Primzahl  m  die  Gleichung 

*)  Diesen  Satz  hat  A.  Meyer  in  einer  kurzen  Notiz  (in  den 
Schriften  der  Züricher  Natnrf.  Gesellschaft  XXXVU)  auf  quadratische 
Formen  mit  beliebig  vielen  Veränderlichen  ausgedehnt. 
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stattfinden.  Diese  Bedingungen  bleiben,  bis  auf  diejenige,  dass 
9  primitiT  sein  müsse,  wie  leicht  zu  übersehen,  auch  bei  der 
Annahme  erforderlich,  dass  M"  nur  prim  zu  2A  sei.  Sind 
aber  unter  dieser  auf  M"  bezüglichen  Annahme  alle 
genannten  vier  Bedingungen  erfüllt,  so  sind  die  in 
nr.  6  des  dritten  Capitels  mit  f^  bezeichneten  Formen 
sämmtlich  desselben  Geschlechts  wie  f  (s.  nr.  2  des 
sechsten  Capitels),  nach  der  vorigen  nr.  also  sowohl 
unter  einander  als  auch  mit  f  äquivalent  und  dem- 
nach wird  die  Form  ^>  durch  die  Form  f  eigentlich 
darstellbar  sein. 

Fragt  man  dagegen,  ob  eine  gegebene  Zahl  m,  die  wir 
prim  gegen  2Az/  voraussetzen  wollen,  eigentlich  durch  eine 
temare  Form  f  der  gedachten  Art  darstellbar  sei,  so  kommt 
diese  Frage  nach  nr.  1  des  dritten  Capitels  auf  die  andere  zu- 
rück, ob  irgend  eine  binäre  Form  0  der  Determinante  —  Am 
durch  die  Beciproke  5  jener  Form  eigentlich  dargestellt  werden 
könne.  Dem  eben  Gefundenen  gemäss  sind  für  eine  solche 
Form  Q>  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
dazu  ausser  ihrer  Primitivität  folgende  Gleichungen: 

w     ©-(.9.  (!)-(?).  (^)-(^). 

in  denen  d,  o  die  frühere  Bedeutung  haben,  \t  aber  jeden 
Primfaktor  von  m  bezeichnen  soll*).  Die  beiden  letzten  Formeln 
schreiben  der  Form  0  bestimmte  Geschlechtscharaktere  vor; 
es  fragt  sich  also  nur  noch,  ob  es  eine  primitive  Form  <P  der 
Determinante  —  Jm   giebt,   welche  diese  Charaktere  zulässt. 

Dies  wird  offenbar  der  Fall  sein,  wenn  /lm^\  (mod.  4), 
denn  in  diesem  Falle  ist  ein  Charakter  (mod.  4)  vorhanden, 
der  sich,  wie  auch  die  übrigen  vorgeschrieben  werden  mögen, 
so  wählen  lässt,  dass  die  Bedingung  für  die  Existenz  des  Ge* 
schlechts  (die  Gleichung  (21)  des  fünften  Capitels)  erfüllt  wird, 

Ist  dagegen  ^m  eee  3  (mod.  4),  so  entsprechen  zwar,  wie 

*)  Ist  m  nur  prim  gegen  252,  so  werden  diese  Bedingimgen  wenig- 
stens hinreichend  sein. 
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im  fünften  Capitel  nachgewiesen  ist,  eigentlich-primitive 
Formen  nur  der  einen  Hälfte  aller  angebbaren  Gesammt- 
charaktere.  Für  eine  Determinante  2)  =  —  Jm^l  (mod.  4) 
giebt  es  aber  auch  un  ei  gentlich -primitive  (falls  2)  <  0,  auch 
positive)  Formen.  Ist  dann  2  m  eine,  durch  eine  solche  Form 
0  darstellbare  positive  Zahl,  wobei  nach  nr.  1  des  fünften 
Gapitels  m  prim  gegen  22)  gedacht  werden  darf,  so  sind,  bei 
leicht  verständlicher  Bezeichnungsweise, 

(I) -(?).(!)- ff).  •••(•)-('-?)'■■ 

die  Einzelcharaktere  der  Form,  und  aus  dem  Umstände,  dass 
2)  quadratischer  Rest  von  2  m  also  auch  von  m  sein  muss, 
fliesst,  wie  in  nr.  4  des  fünften  Gapitels,  wenn  D  =  Az  P '  S^ 
gesetzt  wird,  die  Dirichlet'sche  Gleichung,  die  im  vorliegen- 
den Falle  die  einfachere  Gestalt 

annimmt.  Demnach  sind  die  Einzelcharaktere  der  Form  O 
in   der  Weise   beschränkt,   dass   das   Produkt   derjenigen   der 

ersten  Abtheilung  gleich  (p )  also  +  1  oder  —  1  ist,  jenach- 

dem  HhP^l  oder  +P£^5  (mod.  8)  ist.  Im  letzteren 
Falle  d.  i.  im  Falle  ^m  ^  3  (mod.  8)  werden  daher  die  zu- 
lässigen Combinationen  der  Einzelcharaktere  bei  den  uneigent- 
lich-primitiven Formen  genau  diejenigen  sein,  die  bei  den 
eigentlich -primitiven  Formen  ausgeschlossen  sind,  und  umge- 
kehrt. Demnach  entspricht  jeder  beliebigen  Combination  der 
Einzelcharaktere  entweder  eine  eigentlich-  oder  eine  uneigent- 
lich-primitive Form,  also  ist  immer  eine  solche  und  zwar  pri- 
mitive Form  O  vorhanden,  deren  Charaktere  die  durch  die 
Gleichungen  (19)  vorgeschriebenen  sind.  Dagegen  stimmen 
im  Falle  ^m  ^  7  (mod.  8)  die  für  uneigentlich-primitive 
Formen  zulässigen  Gesammtcharaktere  mit  den  bei  eigentlich- 
primitiven Formen  zulässigen  überein,  und  somit  wird  eine 
primitive  Form  O,  deren  Charaktere  den  durch  die  Gleichungen 
(19)  vorgeschriebenen  gleich  sind,  nur  vorhanden  sein,  wenn 
letztere  die  Moglichkeitsbedingung  erfüllen.  Diese  aber  ist, 
wenn  man 
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^  =  ^1  •  ^,*,     fw  =  mj  •  «•,* 

setzt,  nämlich  mit  jd^j  m^  die  grossten  in  J,m  resp.  anf- 
gehenden  QuAdrate  bezeichnet,  die  Gleichung 

(20)  (^)  -  1, 

welche  wegen  (19)  die  Oestalt  annimmt 

Ans  diesen  Betrachtungen  fliesst  endlich  der  Satz:  Zur 
eigentlichen  Darstellung  der  Zahl  m  durch  die  ter- 
näre  Form  f  ist  die  Bedingung 

(22)  (?)  -  (i) 

nothwendig  und  in  den  Fällen 

^twEEE  1,3,  5  (mod.  8) 

auch  hinreichend;  dagegen  im  Falle  ^m  ^  7  (mod.  8) 
hinreichend  nur  in  Gemeinschaft  mit  der  Bedin- 
gung (21)*). 

Betrachten  wir  insbesondere  den  Fall  Ä  =  —  1.  Wählt 
man  dann  m  «^  1,  so  wird  in  den  Fallen  ^  ^  1,  3, 5  (mod.  8) 
die  Zahl  1  immer  durch  f  darstellbar  sein.  Es  giebt  nämlich 
eine  binare  Form  <P  =  (9J?',  9i,  2Ä")  mit  der  Determinante 

und  aus  einem   durch   die  Gleichung  (|)  =  (|)   bestimmten 

Geschlechte,  welche  durch  ^  eigentlich  dargestellt  werden 
kann,  oder  eine  mit  ^  äquivalente  Form 

_  /a»,  3»',  a»'\ 

wird   die   Adjungirte   der  letzteren  ^  •  f^   genannt,   so   ist  /^ 

*)  Ist  m  nur  prim  gegen  2A,  so  ist  die  Bedingung  (22)  in  Ver- 
bindung mit  der  anderen: 

welche  an  Stelle  Ton  (21)  tritt  und  in  welcher  d  den  grossten  gemein- 
samen Theiler  von  J^ ,  917,  bezeichnet,  wenigstens  hinreichend. 
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äquivalent  mit  f  und  ihr  erster  CoefQcient  ist  1,  sodass  man 
setzen  darf 

Diese  Form  ist  jedoch*)  einer  Form 

/l,  a,  a\ 

äquivalent,  wo  a'a" —  b^  *=  ^,  und  man  findet  daher  den  Satz: 
Jede  ternäre  Form  der  Ordnung  ( —  1,-^)  ist,  wenn 
z/^1, 3, 5  (mod.  8),   einer  Form  von   der  Gestalt   (23) 
äquivalent. 

Ist  aber  J  ^1  (mod.  8),  so  wähle  man  m  =  —  1,  so- 
dass Jm  ^  1  (mod.  8)  wird.  Dann  ist  —  1  durch  die  Form 
f  darstellbar.     Es  giebt  nämlich  wieder  eine  binäre  Form 

mit  der  Determinante 

und  aus  einem  durch  die  Gleichung  \-j\  =  f —j    bestimmten 

Geschlechte,  welche  durch  ^  dargestellt  werden  kann,  und 
man  findet  wie  im  vorigen  Falle  den  Satz:  Jede  ternäre 
Form  der  Ordnung  ( — 1,  jd)  ist,  wenn  z/^7  (mod.  8), 
einer  Form  von  der  Gestalt 

/ —  1,   a'    a'\ 

(2^)         { 6,0,0) 

äquivalent,  wo  6^  —  aa"^=jd  ist. 

7.  Von  den  in  der  vorigen  nr.  erhaltenen  Resultaten  sollen 
nun  ein  paar  interessante  Anwendungen  gemacht  werden. 

Im  vierten  Gapitel  ist  die  Aufstellung  der  ganzzahligen 
Transformationen  einer  unbestimmten  temären  Form  f  in  sich 
selbst  für  den  Fall,  dass  die  Determinante  der  letzteren 
keine  quadratischen  Faktoren  hat,  auf  die  Auflösung 
gewisser  Gleichungen  von  der  Form 

*)  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptung  ergiebt  sich  durch  die 
Reduktion  der  Form  und  wird  im  dritten  Abschnitte  bewiesen  werden. 
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(25)  p«  +  F{q,  q',  q")  =  2^J^ 

in  ganzen  Zahlen  p,  g,  q,  q\  deren  erste  durch  ^^  theilbar 
ist,  znrückgefQhrt  worden.  Es  wurde  dort  bereits  die 
Frage  aufgeworfen,  ob  alle  diese  Gleichungen  wirk- 
lich solche  ganzzahligen  Losungen  besitzen?  Die  ge- 
wonnenen Sätze  verstatten  jetzt,  diese  Frage  zu  er- 
örtern und  zu  bejahen. 

Da  die  Invarianten  der  Form  f  nach  der  Voraussetzung 
—  ly  J  sind,  ist  sie  einer  Form  entweder  von  der  Gestalt  (23) 
oder  von  der  Gestalt  (24)  äquivalent. 

Mit  Rücksicht  darauf,  dass  die  Betrachtungen  ganz  die- 
selben bleiben,  welcher  dieser  Fälle  Statt  hat,  dürfen  wir  uns 
auf  die  Erörterung  des  ersteren  beschränken.  Weil  die  Adjun- 
girte  von  (23)  die  Form 

/aa    —  (Ty  a  j  a  \ 

\         —6,   0,    0/ 

ist,  können  a',  6,  «"'keinen  gemeinsamen  Theüer  haben.  Da- 
her  darf  man  a'  als  prim  gegen  z/,  6  und  folglich  a"  durch 
^Q  theilbar  voraussetzen;  denn,  ist  das  erstere  noch  nicht  der 
Fall,  so  lässt  sich  doch  durch  (a',  6,  a")  eine  gegen  jdl  prime 
2iahl  darstellen  und  die  Form  (23)  durch  eine,  nur  die  beiden 
Veränderlichen  x'y  x"  betreffende  Substitution  in  eine  andere 
derselben  Gestalt  überführen,  in  welcher  a  durch  diese  Zahl 
ersetzt  ist.     Darauf  geht  diese  durch  die  Substitution 

x^y,    x'^y'  +  ßy",    x"  =  y" 

in  eine  äquivalente  über,  in  welcher  b  durch  b  +  «'/S  ersetzt, 
also  bei  geeigneter  Wahl  von  ß  durch  ^q  theilbar  ist.  Nennen 
wir  die  so  beschaffene,  mit  f  äquivalente  Form 


/      1,  a,  tti  zJo\ 


so  ist 

^       V— &i^o,  0,  0/ 

ihre  Adjungirte.  Diese  aber  stellt  genau  dieselben  Zahlen 
dar,  wie  die  Form  F  und  daher  wird  die  Gleichung  (25) 
gleichzeitig  mit  der  folgenden: 
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d.  L  mit 

^  +  Jq*  +  o/'z/o3'»  +  a'3"*  -  2\J^qq"  =  2^^« 

auflösbar  resp.  nicht  auflösbar  sein.  Da  p  durch  z/^  theilbar 
zu  denken  ist,  lehrt  diese  Gleichung,  dass  es  auch  q'  sein 
muss,  und  wenn  demgemäss 


sowie 


2^  —  ^0^  =  ^ 


gesetzt  wird,  nimmt  sie  folgende  Gestalt  an: 

(26)  J^^  +  <'5'^  +  a'z/os"*  —  2b,J^sV'  =  w, 

mithin  ist  nur  die  Frage,  ob  die  Zahl  r  so  gewählt  werden 
kann,  dass  die  Zahl  m  durch  die  temäre  Form 

'^       V— &i^o,  0,      0      / 
darstellbar  ist.     Aus  der  Identität 

z/o(^a:«  +  a^^J^x^  +  a'a:"^  —  2fei^o^'a:")      ^ 

=  ^li^o^y  +  a/'(^o^7  +  a'^o^"«  —  26,^o(-^o^0^" 

ersieht  man  zuerst,  dass  letztere  Form  zugleich  mit  J\  oder 
fi  eine  unbestimmte  Form  ist.  Ihre  Determinante  findet  sich 
gleich  z/j*  •  ^0*),  ihre  Adjungirte  gleich  z/^  mal  der  Form 

l6,z/o,  0,  0  )'^ 
da  z/  also  auch  ^q  keine  quadratischen  Theiler  hat,  mithin 
^0,  ^1  relativ  prim  sind,  muss  letztere  Form  primitiv,  mithin 
die  Invarianten  von  /*2  gleich  —  ^u  ^a  ^^^'  Jedenfalls  wird 
daher  zur  Darstellbarkeit  von  m  mit  Bezug  auf  jeden  Prim- 
faktor d|  von  z/j  die  Bedingung 

(2^) (?)  =  © 

*)  Diese  Determinante  kann  negativ  sein,  da  J^  irgend  einen  posi- 
tiven oder  negativen  Theiler  von  <J  bezeichnet;  um  in  diesem  Falle 
die  obigen  Sätze  anwenden  zu  können,  hätte  man  nur  statt  der  Dar- 
stellbarkeit von  m  durch  /*,  diejenige  von  —  m  durch  —  /*,  zu  be- 
trachten. 

Bachmann,  Zahlenthoorie.    IV,  1.  17 


H 
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erforderlich  sein,  wenn  anders  nicht  m  dorch  d^  iheilbar  ist. 
Das  Letztere  könnte  sich  nur  ereignen,  wenn  d^  einer  der- 
jenigen Primfaktoren  d^'  ist,  in  Bezug  auf  welche  2^^^  qua- 
dratischer Rest  ist,  und  ist  in  jedem  solchen  Falle  durch  zwei 
bezügliche  Reste  der  Zahl  r  und  zwar  in  der  Weise  zu  er- 
reichen, dass  m  durch  d/  aber  nicht  durch  d^'*  theilbar  wird; 
man  darf  daher,  indem  man  das  Produkt  der  Primfaktoren  di 
mit  d'  bezeichnet,  m  =  m'd'  Toraussetzen,  wo  nun  m'  prim 
ist  gegen  d\  Für  jeden  derjenigen  Prim&ktoren  d^  =  d/' 
aber,  in  Bezug  auf  welche  2^^^  quadratischer  Nichtrest  ist, 
lasst  sich  der  bezügb'che  Rest  Ton  r  so  wählen,  dass  m  die 
Bedingung   (27)    erfüllt;   denn,   indem   man   r   alle   dj^'  Reste 

durchlaufen  lasst,  nimmt  dieser  Ausdruck    *  ^       nicht  durch 

dj"  theilbare  Reste  an,  unter  denen  mindestens  ein  quadra* 
tischer  Rest  und  ein  Nichtrest  Torhanden  sein  muss.  Diesen 
Bestimmungen  gemäss  wird  offenbar  m  prim  sein  gegen  d'\ 
wenn  d"  das  Produkt  aller  Prim&ktoren  tf^"  bezeichnet;  und 
folglich  wird  m'  prim  sein  gegen  d"  und  rf',  also  gegen  J^, 
Endlich  wähle  man  den  Rest  von  r  (mod.  4^^),  was  mit  allen 
bisherigen  Bestimmungen  vertraglich  ist,  so,  dass  m  prim 
gegen  z/^,  und  ^^m  einer  der  Zahlen  1,  5  (mod.  8)  congruent 
wird.  Alsdann  wird  m  in  der  That  durch  die  Form  f^  dar- 
stellbar sein. 

Um  sich  hiervon  zu  überzeugen,  darf  man  wieder  f^  durch 
eine  äquivalente  Form  ersetzen  und  deshalb,  ähnlich  wie  bei 
/i,  voraussetzen,  dass  6j  und  a^"  durch  d'  theilbar  sind.  Dann 
erfordert  die  Gleichung  (26),  dass  auch  s"  durch  d'  theilbar 
sei,  und  ist,  wenn  demgemäss  darin  df's"  an  Stelle  von  s"  und 
a^"  =  d'a^'  gesetzt  wird,  zugleich  auflösbar  oder  nicht  auf- 
lösbar mit  der  Gleichung 

(28)         dV  +  < 's'*  +  a'^o^'«"'  —  26,z/oS's"  =  m\ 
Nun  ist  nach  der  Identität 


(29) 


=  J^x^  +  a"x'*  +  a'J^{d'x"y  —  2\J^x'{d'x") 
die  Form 
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^^  =  \—h,J^,    0,      0  / 


wieder  zugleich  mit  ^  eine  unbestimmte  Form,  ihre  Determi- 
nante gleich  rf"  ^  •  d'^Qy  ihre  Adjungirte  gleich  rf"  mal  der  Form 


\d,,  0, 


«2  \ 

0   )' 


welche  primitiv  ist,  da  ^'z/q  keinen  quadratischen  Theiler  hat 
und  prim  ist  gegen  eJ";  demnach  sind  die  Invarianten  von  f^ 
gleich  +  d'\  d'^Q  also  relativ  prim.  Aus  den  Gleichungen 
(27)  und  (29)  folgen  aber  mit  Bezug  auf  jeden  Primfaktor  tf/' 
der  Invariante  d"  die  Gleichungen 

(dW\_(J^\     (drA_(_f,\ 
mithin  auch 

zudem  ist  m'  ungerade  und  prim  sowohl  gegen  ^^  als  gegen 
^j  und  somit  auch  gegen  2d'''  d'^^,  und  endlich  ist 

J^m  d.  i.  d'z/o  •  m'  ^  1    oder  5  (mod.  8). 

In  Folge  dieser  Umstände  ist  nach  dem  allgemeinen  Satze 
der  vorigen  nr.  m'  eigentlich  durch  die  Form  f^  darstellbar, 
also  hat  die  Gleichung  (28)  und  in  Folge  davon  auch  die 
Gleichung  (26)  eine  Auflösung  und  die  in  Rede  stehende 
Gleichung  (25): 

ist  in  der  Weise  auflösbar,  dass  p  theilbar  wird  durch  z/^, 
w.  z.  b.  w.  — 

8.  Eine  weitere  Anwendung  können  wir  von  dem  Satze 
in  nr.  6  machen,  um  die  Bedingungen  festzustellen, 
unter  welchen  die  Gleichung*) 

(30)  ax^  +  hy^  +  cz^  +  du^  =  0 

ganzzahlige  Auflösungen  gestattet.  Der  Einfachheit 
wegen  beschränken  wir  uns  jedoch  auch  hier  auf  den  Fall, 
wo    die    quatemäre   Form    eine    ungerade   Determinante   hat, 

^  S.  zn  dieser  und  der  folgenden  nr.  A.  Meyer,  Mathematische 
Mittheilungen,  Züricher  naturf.  Ges.  v.  J.  1883. 

17* 
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üj  b,  Cy  d  also  ungerade  Zahlen  bedeuten.  Die  Zahlen  x,  y,  Zy  u 
dürfen  ohne  einen  von  1  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler 
vorausgesetzt  werden.  Das  Gleiche  gilt  von  den  vier 
Coefficienten;  zudem  darf  man  letztere  ohne  quadra- 
tische Theiler  annehmen;  denn  wären 

und  jp*,  g*,  r*,  ^  die  grossten  in  a,  6,  c,  d  enthaltenen  Quadrate^ 
so  flösse  aus  jeder  ganzzahligen  Auflösung  der  Gleichung  (30) 
eine  eben  solche  Auflösung 

x'  =  pXy    y'  =  qy,    z'  =  rz^    «*'  =  su 
der  Gleichung 
(31)  a'x'^  +  6y «  +  c'z^  +  dV^  =  0 

und  aus  einer  ganzzahligen  Lösung  der  letzteren^  indem  man 
diese  mit  p*  g*  r*  s*  multiplicirt,  eine  ebensolche  Auflösung 

X  =  qrsx\    y  =  prsy',    z  =  pqsz\    u  =  pqru' 

der  Gleichung  (30),  sodass  die  Gleichungen  (30)  und  (31)  zu- 
gleich auflösbar  und  zugleich  nicht  auflösbar  sind.  Ferner 
dürfen  auch  je  drei  der  Coefficienten  ohne  einen  ge- 
meinsamen Theiler  gedacht  werden;  denn  hätten  etwa 
a,  b,  c  den  Primtheiler  p  gemeinsam^  sodass 

a  =  pa\    b  =  pVy    c  =  pc' 

wäre,  so  müsste  dieser,  da  d  nicht  durch  ihn  aufgeht,  ein 
Theiler  von  «*,«*  =  pu  sein,  die  Gleichung  (30)  wäre  gleich- 
zeitig lösbar  oder  nicht  lösbar  mit  der  Gleichung 

aV  +  by  +  cV  +  dp  .  «*'«  =  0, 

in  welcher  das  Produkt  aller  Coefficienten 

f-,,  ,     j  abcd  ^     -1     n 

ab  c  '  dp  =  — j-  <  abcd 

wäre;  da  also  beim  Fortgange  dieser  Betrachtung  das  Produkt 
der  Coefficienten  jedesmal  verringert  wird,  muss  man  endlich 
auf  eine  Gleichung  kommen,  welche  mit  (30)  gleichzeitig  lös- 
bar resp.  nicht  lösbar  ist,  und  in  welcher  die  gedachte  An- 
nahme zutrifft.  Demgemäss  machen  wir  sie  für  die  vorgelegte 
Gleichung  (30).  Bezeichnet  man  den  grossten  gemeinsamen 
positiven  Theiler  zweier  Zahlen  w,  n  mit  (wn),  sodass 


ünbestiaimte  Formen.    Classenzahl  eines  Geschlechts.         261 

(mn)  =  (nm) 
ist^  so  darf  man  dann  setzen 

o  =  (ab)(ac)(ad)  •  a 

b  =  (ba)(bc)(bd)  .  ß 

c  =  (ca)(cb)(cd)  '  y 

d  =  {da){db){dc)    d, 
wo  die  Zahlen 

(ab),  (ac),  (ad),  (bc),  (bd),  (cd),  a,  ß,  y,  d 

zu  je  zweien  relativ  prim  sein  müssen. 

Betrachten  wir  nun  die  sechs  Produkte 

(32)  —  ab,  —  ac,  —  ad,  —  bc,  —  bd,  — -  cd 

und  sei  p  irgend  eine  der  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen 

Primzahlen^  welche  in  abcd  aufgehen.     Diese  kann  höchstens 

in  zwei  der  vier  Zahlen  a,  b,  c,  d  aufgehen;  thut  sie  das  z.  6. 

in  a,  b,  so  ist  —  cd  das  einzige  der  Produkte  (32),  das  nicht 

durch  p  theilbar  ist,  und  wenn  die  Gleichung  (30)  stattfinden 

soll,  so  muss 

cz^  +  du^  ^  0  (mod.  p) 

also  entweder  —  cd  quadratischer  Rest  von  p,  entgegen- 
gesetzten Falls  0,  u  theilbar  durch  p, 

z  =  pz\    u  =  pu 

sein;  und  wenn  man  noch  a  =  pa\  b=pb'  setzt,  so  ist  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (30)  gleichzeitig  lösbar  oder  nicht 
lösbar  mit  der  folgenden: 

(33)  ax^  +  by  +  cp  .  z'^  +  dp  •  u'«  =  0, 

in  welcher  weder  x  noch  y  durch  p  theilbar  sein  kann,  da 
sonst  entweder  x,  y,  z,  u  diesen  Faktor  gemeinsam,  oder  b 
resp.  a  den  quadratischen  Theiler  p^  haben  würden.  Von  den, 
der  letzteren  Gleichung  entsprechenden  Produkten 

—  a'b',  —  a'cp  =  —  ac,  —  a'dp  =  —  ad, 

—  b'cp  =  —  bc,  —  b'dp  =  —  bd,  —  cdp* 

ist  nur  das  erste  nicht  theilbar  durch  p  und  aus  (33)  ergiebt 
sich  —  a'y  als  quadratischer  Rest  von  p]  in  Bezug  auf  jede 
andere  Primzahl   aber   verhalten   sich  die  Produkte  sei  es  in 


(34) 
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BetreflF  der  Theilbarkeit  oder  in  Betreff  ihres  quadratischen 
Charakters  genau,  wie  die  entsprechenden  Produkte  (32),  da 
sie  ihnen  theils  gleich,  theils  nur  durch  den  Faktor  p^  von 
ihnen  verschieden  sind.  Man  ersieht  aus  diesen  Gründen, 
dass  es  möglich  sein  muss,  die  Gleichung  (30),  falls 
sie  Lösungen  gestattet,  durch  eine  andere  zu  ersetzen, 
deren  Goefficienten,  ohne  dass  sie  aufhören,  den 
früheren  Voraussetzungen  zu  entsprechen,  so  be- 
schaffen sind,  dass  in  Bezug  auf  jede  Primzahl,  die 
zweien  von  ihnen  gemeinsam  ist,  das  negativ  ge- 
nommene Produkt  der  beiden  anderen  quadratischer 
Rest  ist. 

Hieraus  aber  ergiebt  sich  unmittelbar,  dass  die  folgenden 
Bedingungen  zur  Auflösbarkeit  der  Gleichung  (30)  erforder- 
lich sind: 

1)  —  {ac){act){hc)(bd)yd  quadrat.  Rest  von  {aV) 
-{al){ad){ch){cd)ßd        „  „        „     {ac) 

-  {ah){ac){dh){dc)ßy        „  „        „     {ad) 

—  iba){bd){ca){cd)ad        „  „        „     (6c) 

—  Q>a){hc){da){dc)aY        „  „        „     {hd) 

-  (ca)(cb){da)(db)aß        „  „        „     (cd) 

2)  dürfen,  was  kaum  bemerkt  zu  werden  braucht,  a,  6,  c,  d 
nicht  sämmtlich  gleichen  Vorzeichens  sein;  demgemass  darf 
man,  indem  man  eventuell  die  Gleichung  mit  entgegengesetztem 
Zeichen  schreibt,  etwa  a,  b  positiv,  c  negativ  voraussetzen, 
während  d  positiv  oder  negativ  sein  kann. 

Man  bemerke  femer,  dass  aus  der  Gleichung  (30)  auch 
die  Congruenz  folgt: 

ax^  +  by^  +  cz'  +  du^ .  -  0  (mod.  8). 

Da  aber  x^  y,  ^,  u  nicht  gleichzeitig  gerade  sein  dürfen,  können 
sie  nur  entweder  sämmtlich  ungerade,  oder  zwei  von  ihnen, 
etwa  Xy  y  ungerade,  die  beiden  anderen  gerade  sein.     Im  ersten 

Falle  müsste 

a  +  ft  +  c  +  rZ^-O  (mod.  8) 

sein;  im  zweiten  folgt  a  -{-b  ~^0  (mod.  4)  also 


(mod.  8) 
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entweder 

a  +  6  =  0     d.  i.  a6  =  —  1  (mod.  8) 
oder 

a  +  6  ^  4     d.  i.  a6  ^  3  (mod.  8). 
Ist  nun 

abcd  ^  1  (mod.  8), 

so  folgt  im  ersteren  Falle 

cd^  —  1 ,     d.  i.  c  +  (/  EH  0 
im  zweiten  Falle 

cd  ^3,  d.  i.  c  +  ^  ==  4 

also  in  beiden  Fallen 

a  +  6  +  c  +  rf=0  (mod.  8). 

Man   hat   also    alsdann   den    obigen   zwei   Bedingungen   noch 

folgende  dritte  als  erforderlich  hinzuzufügen: 

3)  Ist 

abcd  ^  1  (mod.  8), 
so  muss 

a-|-6  +  c  +  rf^0  (mod.  8) 
sein. 

Es  soll  nun  gezeigt  werden,  dass,  wenn  diese  nothwendigen 

Bedingungen  erfüllt  sind,  die  G^leichung  (30)  lösbar  ist  d.  h. 

dass  alsdann  bei  passender  Wahl  von  u  die  Zahl 

m  =  du^ 

durch  die  unbestimmte,  primitive  temäre  Form 

f=  —  ax^  —  by^  —  cz^ 

dargestellt  werden  kann.  Dies  folgt  aber  in  der  That  fUr 
fi  =  1  aus  den  Sätzen  der  nr.  G.  Die  Invarianten  der  Form 
f  sind  nämlich  durch  die  Gleichungen 

a  =  —  {ab)(bc){ca),    J  =  —  (ad){bd){cd)aßy 

bestimmt,  also  relativ  prim,  sowie  ohne  quadratische  Theiler, 

während 

m  =  d  =  {ad)(bd){cd)S 

ebenfalls  ohne  quadratische  Theiler  ist. 

Wenn  daher  -<^rf^El,  3, 5  (mod.  8)  ist,  so  ist  zur 
Darstellbarkeit  von  m  durch  die  Form  f  das  Bestehen  der 
Gleichung 


also 
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für  jeden  Primfaktor  et  von  H  hinreichend.  Wenn  nun  zuerst 
a  ein  Primfaktor  von  (ab)  ist,  so  hat  man 

(L)  =  (=-£)  ==  /-  (ea)(eb){ed)y\ 
/d\  ^  /(ad)(6d)(cd)a\ 

/df\  ^  /-  (ac)(ad)(6c)(6d)yJ\ 
d.  i.  nach  der  ersten  der  anter  1)  voraosgesetzten  Gleichungen 

m  -  •• 

Ebenso  bestätigt  sich  die  Gleichung  (35)  för  jeden  der  übrigen 
Primfiaktoren  von  Sl  und  somit  sind  die  unter  1)  und  2)  ge- 
machten nothwendigen  Voraussetzungen  zur  Lösbarkeit  der 
Gleichung  (30)  auch  ausreichend. 

Wenn  dagegen  ^rf^7(moA8)  oder,  was  dasselbe 

sagt, 

aßyä  EE  abcd  ^  1  (mod.  8) 

ist;  so  reicht  zur  Darstellbarkeit  der  Zahl  m  =  d  durch  die 
Form  f  die  Gleichung  (35)  nur  in  Gemeinschaft  mit  der  anderen 
Gleichung 

auS;  die  hier  an  Stelle  der  Bedingungsgleichung  (21)  tritt  und 
in  welcher  ^  ^^^  Reciproke  von  f,  nämlich  die  Form 

_(6c)(cd)(rf6)/Jya:^  — (ca)(ad)(e?c)ya.y«  — (a6)(6d)(da)a/J.£* 

vorstellt.  Während  nun  die  Gleichung  (35)  wieder  zugleich 
mit  den  Voraussetzungen  unter  1)  erfüllt  wird,  findet  die  Glei- 
chung (36)  statt,  sobald  die  in  diesem  Falle  noch  erforderliche 
Voraussetzung  3)  erfiQlt  ist.  Dieser  Gleichung  kann  nämlich 
folgende  Gestalt: 

/--  {hc){ciT){tlh)^y\  ^  /—  {ca){ad){dc)ya\     /—  {ah){hd){da)a^\ 

^  /(a6)(6c)(ca)\  ^  ^ 
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oder  auch  mittels  des  Reciprocitätsgesetzes  diese  andere: 

^a±i±r±d_  ^  f^c)(cd)(db)\     aca)(ad)(dc)\     /(ah)(bd)(da)\ 

aab){bc)(ca)\  ^  j 

gegeben  werden.    Eine  weitere  Umformung  der  linken  Seite*) 

mittels  des  Reciprooitatsgesetzes  giebt  unter  Rücksicht  auf  die 

Congruenz 

aßyd  E~  1  (mod.  8) 

statt  der  letzten  Gleichung  die  neue: 

(37)  (-1)^=1, 

in  welcher,  wenn  zur  Abkürzung 

JL\  =  {ab)  +  (ac)  +  (ad)  +  (bc)  +  (bd)  +  (cd) 
2]^  =  (ab)(ac)  +  (ab){ad)  +  (ab)(bc)  +  (ab)(bd) 
+  (ac){ad)  +  (ac){bc)  +  {ac)(cd)  +  (ad)(bd) 
+  {ad)(cd)  +  (6c)(6rf)  +  (bc)(cd)  +  (6cr)(cd) 

gesetzt  wird 

<y  =  (a  +  6  +  c  +  d)[(«6)(cd)  +  (ac)(6rf)  +  (ad){bc)] 

—  4(27,  —  22:1)  (mod.  8) 

ist.     Nun  ist  27,  als  Summe  von  zwölf  ungeraden  Zahlen  eine 
gerade  Zahl,  also  einfacher 

6  =  (a  +  b  +  c  +  d)  [(ab)(cd)  +  (ac)(bd)  +  (ad)(bc)'\ 

(mod.  8). 

Ist  demnach  die  Bedingung  3)  erfüllt,  so  ist 

0  =  0  (mod.  8) 

mithin   auch   die  Gleichung  (37)  d.  i.  die  Gleichung  (36)  er- 
füllt, also  die  Gleichung  (30)  auflösbar. 

Auf  solche  Weise  ist  der  Satz  festgestellt:  Zur  Auflös- 
barkeit der  Gleichung  (30)  mit  ungeraden  Coefficienten 

sind,  wenn 

a6cd=3,  5,  7  (mod.  8) 

ist,  die  Bedingungen  unter  1)  und  2),  wenn  aber 
*)  S.  die  angeführte  Arbeit  S.  214  u.  ff. 
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abcd  EEE  1  (mod.  8) 

ist;  diese  Bedingungen  gemeinsam  mit  der  Bedingung 
3)  nothwendig  und  hinreichend. 

Man  findet  in  Meyer 's  Abhandlung  die  Bedingungen  auch 
ftr  den  FaU,  dass  a,  6,  c,  d  nicht  sammtlich  ungerade  sind, 
sowie  allgemeiner  die  Bedingungen  dafür  angegeben,  dass 
irgend  eine  quatemare  Form  den  Werth  Null  darstelle;  hier 
kann  darauf  nur  verwiesen  werden. 

9.  Auf  ähnliche  Weise  aber  überzeugt  man  sich 
davon,  dass  die  Gleichung 

(38)  ax^  +  hy^  +  cs^  +  du^  +  et?*  =  0 

mit  ungeraden  Coefficienten  jederzeit  Auflösungen 
gestattet,  wenn  diese  Coefficienten  nicht  sammtlich 
gleichen  Vorzeichens  sind. 

Zunächst  braucht  man  nur  Auf  losungen  in  Zahlen  Xj  y, 
z,  w,  V  ohne  einen  von  1  verschiedenen  gemeinsamen  Theiler 
in  Betracht  zu  ziehen;  auch  darf  man  die  Coefficienten  ohne 
einen  solchen  gemeinsamen  und  gleichfalls  ohne  einen  quadra- 
tischen Theiler  voraussetzen.  Es  ist  auch  wieder  zulässig 
anzunehmen,  dass  je  drei  der  Coefficienten  ohne  einen  gemein- 
samen Theiler  sind;  denn  hätten  z.  B.  a,  &,  c  einen  gemein- 
samen Primtheiler  p,  so  setze  man 

a  =  pa,    h  =  p6',    c  =  pc 

und  gleichzeitig  u=pu,  v  =  pv\     Ist  dann  die  Gleichung 

ax^  +  &y  +  cV  +  dp  •  u'^  -j-  ep  '  v'^  =  0 

auflösbar,  so  wird  es  offenbar  die  gegebene  ebenfalls  sein. 
Nun  ist  die  Determinante  der  neuen  quinären  Form 

a  0  c  '  dp  •  ep  == 

also  kleiner  als  diejenige  der  ursprünglichen;  indem  man  also 
in  gleicher  Weise,  wenn  nöthig,  fortfährt,  muss  man  endlich 
zu  einer  Gleichung  derselben  Form  wie  (88)  gelangen,  deren 
Coefficienten  die  gemachten  Voraussetzungen  erfüllen  \md  deren 
Lösbarkeit  zugleich  auch  die  Lösbarkeit  der  ersteren  verbürgt. 
Machen  wir  daher  diese  Annahme  von  vornherein  bei  der 
Gleichung  (38). 
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Zu  ihrer  Auflösbarkeit  ist  dann  jedenfalls  er- 
forderlich, dass  nicht  alle  Coefficienten  gleiches  Vor- 
zeichen haben.  Man  darf  also  etwa  a^b  positiv,  c  negativ 
annehmen  und  dann  kommt  die  Behauptung  darauf  hinaus, 
dass,  falls  die  ausgesprochene  nothwendige  Bedingung 
erfüllt  ist,  bei  geeigneten  Werthen  von  w,  v  die  Ziahl 

durch  die  unbestimmte,  primitive  temäre  Form 

f=  —  ax^  —  by^  —  cz^ 

dargestellt  werden  kann.     Nun  darf  man  setzen 

a  =  (ab)(ac)  •  a 

i  =  (pa)(bc)'ß 

c  =  (ca){cb)  '  y 

d  =  {de)  •  d,     6  =  (erf)  •  «, 

wo  nach  den  gemachten  Annahmen  die  Zahlen 

{ab),  (ac),  (6c),  a,  /J,  y 

zu  je  zweien  und  auch  zu  {de)  =  {ed)  prim  sind.  Als  Inva- 
rianten von  f  ergeben  sich 

ß  =  —  {ab){bc){ca),    J  =  —  aßy, 

und  da  {de)  prim  ist  gegen  2Sl^  und  die  binäre  Form 

eigentlich  primitiv  ist,  kann  man  u,  v  so  wählen,  dass  die 
Zahl  m  prim  zu  2i2z/  wird,  und  zudem  so,  dass  die  Con- 
gruenz  Jm^^l  (mod.  8)  nicht  statt  hat.  Den  Sätzen  in  nr.  6 
zufolge  ist  alsdann  die  Darstellung  einer  solchen  Zahl  m  durch 
f  stets  möglich,  wenn  für  jeden  Primfaktor  o  von  Sl  die 
Gleichung 

oder 

erfüllt  ist.  Da  jedoch  die  Determinante  —  ob  der  Form  q> 
zu  Sl  prim  ist,  so  lassen  ihre  Geschlechtscharaktere  es  zu, 
diesen  Bedingungen  zu  genügen,  und  folglich  ergiebt  sich  die 
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Darstellbarkeit  der  Zahl  m  durch  die  Form  f  und  die  Auf- 
lösbarkeit der  Gleichung  (38). 

Uebrigens  ist  diese  Gleichung  auch  auflösbar^  wenn  die 
Goefficienten  nicht  sänuntlich  ungerade  ^  sondern  nur  voraus- 
gesetzt wird^  dass  sie  verschiedenen  Vorzeichens  sind;  allge- 
meiner kann  die  Null  durch  jede  quadratische  Form  mit  fOnf, 
denmach  auch  durch  jede  solche  mit  mehr  als  fönf  Venlnder- 
lichen  dargestellt  werden  ^  wenn  diese  nur  keine  bestimmte 
Form  ist;  s.  darüber  den  zweiten  Abschnitt,  Cap.  8,  Ende.  — 

10.  In  einer  weiteren  Reihe  von  Abhandlungen  hat 
A.  Meyer  seine  Untersuchungen  auf  allgemeinere  Gteschlechter 
temärer  quadratischer  Formen  ausgedehnt.  Leider  erfordern 
dieselben  einen  ausserordentlich  complicirten  Apparat  sehr  um- 
ständlicher Detailbetrachtungen,  die  der  genannte  Forscher  mit 
bewundemswerther  Energie  und  Unerschrockenheit  durchfahrt, 
welche  indessen  nur  schwer  durchsichtig  sind  und  so  die  Ver- 
muthung  begründen,  dass  der  eingeschlagene  Weg  nicht  eben 
der  sachgemässeste  sei,  vielmehr  ein  anderer  zu  finden  sein 
werde,  welcher,  mehr  den  inneren  Gründen  der  Frage  ent- 
sprungen, klarere  Einsicht  gewährt  und  einfacher  zum  Ziele 
führt.  Die  Bedeutung,  welche  diesen  Arbeiten  Meyer 's  ohne 
Frage  zukommt,  kann  durch  solche  Bemerkung  nicht  ge- 
schmälert werden.  Aber  ihre  bezeichnete  Beschaffenheit  macht 
es  ganz  unmöglich,  hier  auch  nur  eine  einigermassen  ge- 
nügende, leicht  verständliche  Skizze  von  ihnen  zu  entwerfen; 
wir  müssen  uns  damit  begnügen,  den  Gang  anzudeuten, 
den  die  Untersuchung  nimmt,  und  ihre  Hauptresultate  zu  be- 
merken. 

.Im  98.  Bande  des  Joum.  f.  d.  Mathematik  sucht  Meyer 
zunächst  die  Classenanzahl  jedes  temären  Nullgeschlechts  d.  h. 
jedes  Geschlechts  temärer  Formen,  durch  welche  die  Null  dar- 
stellbar ist,  für  beliebige  ungerade  Invarianten  Ä,  J. 

Nachdem  er  dieselbe  für  solche  ungerade  Invarianten 
i2,  i^,  welche  gewissen  einfachen  Voraussetzungen  genügen, 
mittels  reducirter  Formen  von  besonderer  Gestalt  gefunden 
hat  —  wo  dann  z.  B.,  falls  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
derselben  nur  Primfaktoren  von  der  Form  4n  +  3  enthält, 
jedes  Nullgeschlecht  nur  aus  einer  Classe   besteht,   allgemein 
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aber  die  Anzahl  der  Glassen  eine  Potenz  von  Zwei  ist  (s.  nr.  5 
daselbst)  —  verwendet  er,  um  von  solchen  Invarianten  zu 
irgend  welchen  ungeraden  überzugehen,  das  von  uns  im  siebenten 
Gapitel  auseinandergesetzte  Eisenstein 'sehe  Princip  der  Trans- 
formation einer  temären  Form  mit  der  Determinante  D  in 
eine  solche,  deren  Determinante  ein  vorgeschriebenes  Viel- 
faches von  D  ist.  Jede  primitive  NuUform  mit  den  Inva- 
rianten  A,  Jp^  (wo  p  eine  Primzahl)  entsteht  nämlich  aus 
einer  solchen  mit  den  Invarianten  U^  /l  durch  eine  Substi- 
tution mit  dem  Modulus  p  (nr.  9  daselbst).  Um  die  nicht 
äquivalenten  zu  erhalten,  hat  man  (nr.  10  daselbst)  nur  aus 
jeder  Glasse  von  Nullformen  mit  den  Invarianten  i2,  /d  eine 
beliebige  Form  herauszugreifen,  auf  jede  so  erhaltene  Form 
sämmtliche  reducirte  Substitutionen  vom  Modulus  p  anzuwen- 
den, darauf  von  den  so  entstehenden  Formen  diejenigen,  welche 
nicht  primitiv  sind  oder  nicht  die  Invarianten  Uy  ^p^  haben, 
wegzuwerfen  und  von  den  übrigen  nur  nicht-äquivalente  Formen 
beizubehalten,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  nicht- äquivalente 
Formen  mit  den  Invarianten  i2,  J  niemals  äquivalente  Formen 
mit  den  Invarianten  i2,  Jp^  liefern  können  (nr.  29  daselbst). 
Die  primitiven  Formen  mit  den  Invarianten  Ä,  ^p*,  welche 
so  entstehen  können,  werden  aufgestellt,  und  nun  ist  die 
Haupt-Aufgabe  und  -Schwierigkeit  die:  über  die  Aequivalenz 
derselben  zu  entscheiden  und  die  Anzahl  der  Glassen  zu  er- 
kennen, in  welche  sie  zerfaUen.  Hier  tritt  vornehmlich  die 
bemerkte  Gomplikation  der  Betrachtungen  ein;  ein  dabei  vor- 
gekommenes Versehen  merkt  Meyer  selbst  im  Joum.  f.  d* 
Math.  112  S.  88  an.  Die  Diskussion  führt  zu  dem  Ergebnisse, 
dass,  wenn  die  Glassenanzahl  in  jedem  NuUgeschlechte  mit 
den  Invarianten  i2,  J  eine  Potenz  von  Zwei  sei,  sie  es  auch 
in  jedem  NuUgeschlechte  mit  den  Invarianten  A,  jdp^  sein 
müsse  (nr.  28  daselbst).  ' 

Ausgehend  von  dem  anfangs  mitgetheilten  einfachen  Falle 
leitet  Meyer  dann  vermittelst  dieser  Erkenntniss  als  Resultat 
des  Ganzen  den  Satz  her,  dass  in  jedem  NuUgeschlechte 
mit  ungeraden  Invarianten  Sl^  z/  die  Anzahl  der 
Glassen  eine  Potenz  von  Zwei  sei,  welche  er  näher 
determinirt  (nr.  30  daselbst,  besser  J.  f.  Math.  112  S.  87). 
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In  seiner  letzten  Arbeit,  welche  durch  die  Bande  113 — 116 
des  J.  f.  Math,  sich  hindurchzieht,  erweitert  Meyer  diese 
Untersuchungen  über  NuUformen  auf  beliebige  unbestimmte 
temäre  quadratische  Formen  mit  ungerader  Determinante. 
Das  Princip  seiner  Untersuchung  und  demgemäss  auch  ihr 
allgemeiner  Q&ng  bleiben  genau  dieselben  wie  zuvor.  Aber 
die  Verkettung  der  verschiedenen  Sätze  und  Theorieen,  deren 
die  Untersuchung  bedarf,  wird  noch  bei  weitem  complicirter, 
die  Details  der  Diskussionen  noch  weit  erdrückender  als  dort, 
sodass  wir  genöthigt  sind,  den  Leser,  welcher  ein  Interesse 
dafür  findet,  auf  die  genannte  Arbeit  selbst  zu  verweisen,  und 
hier  nur  Kenntniss  geben  können  von  dem  Satze,  welchen 
Meyer  als  Endergebniss  seiner  Untersuchung  ausspricht.  Er 
lautet  (J.  f.  Math.  116  S.  317)  folgendermassen: 

Ist  &  der  grösste  gemeinsame  Theiler  von  i2  und 
^  und  sind  Sl^^J^^  die  grössten  in  Sl^J  aufgehenden 
Quadrate: 

ist  M  das  kleinste  gemeinsame  Multiplum  von  Sl^,^^^ 
ferner  8i,  02,  . .  •  0^  diejenigen  verschiedenen  Prim- 
faktoren von  ®,  für  welche 

ist,  während 


z/;  =  -^  oder  =  J^ 
ßx  =  ^  oder  =  Äi 


'  ist,  jenachdem  6«  in 


e 


X 


«1 


aufgeht  oder  nicht,  ist  endlich  2"  die  Anzahl  der  ver- 
schiedenen unter  den  Werthsystemen 


(tMÖ.-(fe). 


welche    den    sämmtlichen,    positiven    und    negativen 
Theilern  d  von  2M  entsprechen,  wo  wieder  d^  gleich 

^-  oder  d  ist,  jenachdem  0x  in  d  aufgeht  oder  nicht,  so 
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ist  die  Glassenanzahl  des  Geschlechts  G,  zu  welchem 
die  Form  f  mit  der  Reciproken  %  gehört,  gleich  2"*"". 

Besonders  interessant  erscheint  in  diesem  Satze  die  wesent- 
liche Bedeutung,  welche  die  Primfaktoren  O^,  6j,  ...  0m  für 
die  Glassenanzahl  des  Geschlechts  besitzen,  eine  Bedeutung, 
welche  Meyer  veranlasst  hat,  diese  Primfaktoren  als  Grund- 
faktoren  des  Geschlechts  zu  bezeichnen.  — 

Zum  Schluss  dieser  Betrachtungen  erwähnen  wir  schon 
hier  einer  Untersuchung  von  Eisenstein*),  durch  welche 
sich  auch  fQr  bestimmte  Formen  die  Glassenanzahl  ermitteln 
lässt;  doch  kann  dieselbe  und  die  interessanten  Bemerkungen, 
zu  welchen  sie  Anlass  giebt,  geeigneter  Weise  erst  im  dritten 
Abschnitte  dieses  Werkes  ihre  Darstellung  finden. 


*)  S.  Eisensteines   im   siebenten  Capitel  erwähnte  Arbeit,   Mo- 
natsb.  d.  Berl.  Ak.  1862. 


ZWEITER  ABSCHNITT. 


DIE 


ALLGEMEINEN  aUADRATISCHEN  FORMEN. 


Bftchmftnn,  Zahlentheörie.    tV,  1.  18 


Wir  haben  unsere  Betrachtungen  bisher  ausschliesslich 
auf  ternäre  quadratische  Formen  beschrankt  und  sowohl  mit 
diesem  Gange  der  Untersuchung  als  in  der  Art  der  Darstel- 
lung der  geschichtlichen  Entwickelung  der  Lehre  Rechnung 
getragen,  zugleich  aber  auch  ein  Muster  hergestellt,  nach 
welchem  wir  es  nun  unternehmen  wollen,  die  allgemeine 
Theorie  der  quadratischen  Formen  d.  i.  diejenige  der  quadra- 
tischen Formen  mit  n  Unbestimmten  zu  entwickeln.  Bei 
der  Verallgemeinerung  der  Untersuchungen  traten  aber  den 
Forschem  nicht  nur  manche  Frt^en  oder  Umstände,  welche 
in  dem  einfacheren  Falle  der  temären  Formen  nicht  zur  Gel- 
tung kamen,  überhaupt  eine  viel  grössere  Mannigfaltigkeit 
entgegen,  sondern  die  Erkenntniss  yertiefte  sich  auch,  indem 
allgemeine  Theorieen  als  Grundlage  der  Betrachtungen  und 
mehr  die  obwaltenden  wesentlichen  Verhältnisse  erkannt 
wurden.  Es  ist  ein  besonderes  Verdienst  namentlich  der  be- 
züglichen Arbeiten  von  Minkowski,  die  Theorie  der  quadra- 
tischen Formen  ohne  irgend  beschrankende  Voraussetzungen 
in  voller  Allgemeinheit  behandelt  zu  haben.  Mussten  wir 
uns  aber  bereits  bei  den  temären  Formen,  um  unserm  ohnehin 
schon  sehr  umfangreichen  Werke  nicht  zu  weite  Ausdehnung 
zu  geben,  auf  Formen  mit  ungerader  Determinante  be- 
schränken, so  werden  wir  dazu  bei  der  allgemeinen  Theorie 
umsomehr  genöthigt  sein;  wir  werden  es  wenigstens  thun,  so- 
weit es  geschehen  kann,  ohne  dass  wesentliche  Seiten  des 
Gegenstandes  unbeleuchtet  bleiben  oder  die  auftretenden  Frt^eu 
und  Sätze  in  charakteristischen  Umständen  eine  Einbusse  er- 
leiden. Andererseits  werden  wir  genöthigt  sein,  der  Theorie 
der  quadratischen  Formen  diejenige  der  linearen  als  ihre 
eigentliche  Grundlage  yoraufzuschicken.     Die  letztere  ist  zuerst 

18* 
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hauptsachlich  von  Stephen  Smith  in  einer  schonen  Abhand- 
lung*), demnächst  von  Frobenius**)  sehr  eingehend  bearbeitet 
worden.  Man  findet  eine  elegante  Darstellung  namentlich  von 
des  Ersteren  Resultaten  in  einer  Arbeit  von  Stieltjes***), 
doch  wird  sich  die  unsrige  in  ihren  Grundlagen  wie  in  dem 
Gange,  den  sie  nimmt, .  wesentlich  von  der  dortigen  unter- 
scheiden. 


Erstes  Capitel. 
Algebraische  Hilfssätze. 

1.  Wir  müssen  dabei  die  Lehre  von  den  Determinanten 
in  weiterem  Umfange  als  bekannt  voraussetzen,  wollen  jedoch 
zur  Einleitung  des  Ganzen  hier  die  hauptsachlichsten  Sätze 
derselben,  die  wir  anzuwenden  haben,  kurz  zusammenstellen. 
Es  sind  zunächst  folgende  drei: 

1)  Sind  in  einer  Determinante  zwei  Zeilen  oder  zwei 
Spalten  identisch,  so  verschwindet  sie. 

2)  Sind  die  Elemente  einer  Reihe 

Ci  =  «1  +  6i,    Cj  =  ötg  +  feg,  •  •  •  c,  =  a«  +  **> 
80  ist  die  Determinante  die  Summe  zweier  anderen,  in  welchen 
jene  Reihen  resp.  aus  den  Elementen: 

(h)  ^?  "  '  ein 

bestehen,  während  die  übrigen  Reihen  unverändert  bleiben. 

3)  Der  Multiplikationssatz,  nach  welchem 

ist,  wenn  man  setzt: 

*)  On   Systems    of   Linear   Indeterminate   Equations    and    Con- 
gruences,  Philos.  Transactions  vol.  151  p.  293. 

**)  Theorie  der  linearen  Formen  mit  ganzen  CoefiQcienten,  Journal 
für  Mathematik,  Bd.  86  und  88. 

***)  Sur  la  th^orie  des  nombres  Chap.  m,  in  Annales  de  la  facult^ 
des  sciences  de  Toulouse  Bd.  4. 
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Sind  femer  n  Grössen  x^,  x^, . , ,  Xn  mit  ebenso  viel  anderen 
Grössen  i^,  Z,,  ...  X«  durch  n  Gleichungen 

(1)  Xa  -=  aaiXt  +  aa2X2  + h  (^an^n 

(a  =  1,  2,    . .  ») 

verbunden,  deren  Determinante  oder  Modulus 
(2)  A^\  aaß  I 

von  Null  verschieden  ist,  so  können  die  Gleichungen  auf- 
gelöst werden  und  ergeben,  wenn  zur  Abkürzung 

(3)  Ä'Xa  =  ia 

gesetzt  wird,  das  adjungirte  System  linearer  Gleichungen: 

(4)  la  =  ÄiaXx  -f  AiaXi  -{ 1-  XaZ«, 

(o  =«  J,  2,    •  •  ») 

sowie  nachstehende  Beziehungen: 


(5) 


A  =  üaiAal  +  aaiAai  H [-  ttanAan 

(o=»l,2,      •«) 

0  =  aaiA^i  +  aaiAiii  -| [-  a««-!^« 

sowie  gleicherweise: 


(5a) 


A  =  (haAta  +  <haA2a  H h  ««a^a 

(o  =  1,  2,  •  •  •  n) 

0  =  aia-4i^^  +  (haAiii  H 1-  a«a-4«^^ 


zwischen  den  Elementen  aa/9  der  Determinante  A  und  den 
ihnen  resp.  adjungirten  Elementen  X^.  Aus  ihnen  folgt 
nach  dem  Multiplikationssatze 

(6)  A^  =  A^ 
also 

(7)  A  =  A—\ 

wenn  A  die  Determinante  der  adjungirten  Elemente 
d.  i.  die  Determinante  oder  den  Modulus  der  Gleichungen  (4) 
bezeichnet.     Femer  ist 

(8)  ^>  -  ^ 
und,  in  Determinantenform  ausgedrückt: 


1° 
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I        --■ai,j*-i 


(9)  ^„,.=(- !)"+'*■  1 


Oa+hß+l  • 


also,  bis  auf  das  Voizeichen,  diejenige  ünterdeterminante 
erster  Ordnung  von  Ä,  welche  nach  Ausscheidung  der 
Zeile  a  und  der  Spalte  ß  fibrig  bleibt. 

Wählen    wir   allgemeiner   nach  Belieben  m  Zeilen  und 
ebensoviel  Spalten  aus,  deren  Indices  resp. 

seien,  oad    der   Grösse   nach   geordnet   sein  mögen.     Die 
m  ■  m  Elemente  der  Determinante,  in  denen  jene  sich  durch- 
kreuzen, bilden  eine  ünterdeterminante  tn'"  Grades  oder 
n  —  m"'  Ordnung  von  A,  welche  wir  durch  das  Symbol 
(10)  </,.,,„.. 

bezeichnen  wollen.  Sie  findet  sich  in  der  entwickelten  Deter- 
minante Ä  in  den  adjungirten  Faktor 

(11)       Ä^-i,  .,„--.„  ,:'t  ... 


moltipUcirt,  welcher  bis  auf  das  Vorzeichen  diejenige  Ünter- 
determinante von  Ä  ist^  welche  übrig  bleibt,  wenn  jene  m  Zeilen 
nnd  Spalten  ausgeschieden  werden;  es  ist  lümlich 

(12)      3i?,. ..„„...  _  (-  !)•+'+■■+'+•+   ■■A--J--'.,,.,:.-, 

wenn  a'ß'  ■  ■  -,^'0'  ■  •  •  die  dann   übrig  bleibenden  Zeilen  und 
Spalten  bezeichnen. .  Es  bestehen  folgende  Beziehungen,  welche 
die  GleiehuBgen  (5)  als  einfachsten  Fall  (m  =  1)  in  sieb  ent- 
halten: 

'■jJP^^^l^jÄffir   zweiten   dieser  Formeln   bedeutet   a'ß'y'---   eine   von 


ft^:::^^ 
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aßy ' '  •  verschiedene^  wie  diese  geordnete  Combination,  und 
in  beiden  Formeln  erstreckt  sich  die  Smnmation  auf  sammt- 
liche  geordnete  Gombinationen  qöx  - '  -  von  je  m  Elementen 
der  Reihe  1,2,  3,- -n.  Jede  Determinante  n**"  Grades 
ist  hiernach  eine  homogene  lineare  Funktion  der- 
jenigen XJnterdeterminanten  vom  Grade  m<.n,  welche 
sich  aus  beliebigen  m  ihrer  Zeilen  (oder  Spalten)  bil- 
den lassen. 

Lässt  man  sowohl  aßy  •  •  •  als  qöt  •  •  •  sammtliche  ge- 
ordnete Gombinationen  durchlaufen,  so  gewinnt  man  zwei 
Determinanten: 

I    A^^^  I  A    I  ~A^"'}  I 

I  '^■afiy-".,  qat"  \      UnO    |  ^apy'iQ^^"  I 

von  i»}  Elementen,  wenn 

n{n  —  l)(n  —  2)  ♦  •  ♦  (n  —  w  -|-  1) 

^  1  .  2  .  3  .  •  •  m 

ist,  und  die  Formeln  (13)  lehren  sogleich  mittels  des  Mul- 
tiplikationssatzes die  Gleichung 

Die  Formel  (6)  ist  hierin  als  der  besondere  Fall  m  =  n  —  1 
enthalten.  Aus  der  vorstehenden  Formel  ergiebt  sich  auch 
jeder  der  beiden  Faktoren  zur  Linken  als  eine  Potenz  von  Ä, 
insbesondere  hat  man 

(14a)  I  -Äa^y...,  (tat"-  I  ^  -^   ; 

WO 

.  __  (n  —  l)(n  —  2)  .  •  »  (n  —  m  +  1) 
12..    (m  —  1) 

ist*). 

Bildet  man  aber  auch  für  die  Determinante  A  der  adjun- 
girten  Elemente  die  XJnterdeterminanten,  so  besteht  zwischen 
ihnen  und  den  XJnterdeterminanten  der  ursprünglichen  Deter- 
minante Ä  die  allgemeine  Beziehung: 

XJnter  den  Formeln,  welche  zwischen  XJnterdeterminanten 
verschiedener  Ordnung  stattfinden,  haben  wir  von  der  folgenden: 

♦)  S.  Franke  im  J.  f.  Math.  61  S.  860—865. 
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Ä- 


c*Ä 


dA       cA 


da^a    da^ 


cA       dA^ 


mehrfachen  Gebrauch  zu  machen. 

Endlich  haben  wir  häufig  eine  Formel  zu  benutzen^  nach 
welcher  man  für  eine  Determinante^  die  das  Produkt  zweier 
oder  mehrerer  Determinanten  ist^  die  ünterdeterminanten  einer 
gegebenen  Ordnung  aus  den  Unterdeterminanten  derselben  Ord- 
nung der  einzelnen  Faktoren  bilden  kann.     Ist 

C  «=  I  aalbiß  +  aaihß  H +  aanKfi  \ 

die  aus  den  Determinanten 


A  = 


an  Oii 
(hl  (hi 


»In 


ttnldni 


O'nn 


B  = 


&11  612    '  '  '  hin 
bii  &22    •  •  •  &2ii 


Kihni  '  "h 


RH 


zusammengesetzte  Determinante  von  n^  Elementen  ^  so  lautet 
diese  Formel  folgendermassen: 

und  die  Summation  darin  erstreckt  sich  auf  alle  verschiedenen 
aus  m  Zahlen  q6t  -  -  -  gebildeten  (geordneten)  Combinationen 
der  Reihe  1,  2,  3,  •  •  •  n.  Dieselbe  lässt  sich  ohne  weiteres  auf 
eine  aus  mehr  als  zwei  Faktoren  zusammengesetzte  Determi- 
nante ausdehnen.  Der  Formel  zufolge  ist  also  in  der 
zusammengesetzten  Determinante  jede  XJnterdetermi- 
nante  m*®**  Grades  eine  homogene  lineare  Funktion 
von  Unterdeterminanten  desselben  Grades  von  jeder 
einzelnen  der  Determinanten,  aus  denen  jene  zu- 
sammengesetzt ist. 

2.  Durch  die  Gleichungen  (1)  drückt  man  n  Grössen  X^^ 
Zj,  ' '  *  Xn  durch  n  andere  x^,  ^j,  •  •  •  Xn  aus  oder  setzt  diese 
an  die  Stelle  der  ersteren.  Wir  nennen  deshalb  diese  Glei- 
chungen eine  Substitution  und  wollen  dieselbe  durch  Sa 
bezeichnen.  Die  Determinante  |  a«^  |  wird  der  Modulus  der 
Substitution  genannt.  Wird  letzterer  von  Null  verschieden 
vorausgesetzt  und  kurz 

(18)  ^^  =  «.x 
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geschrieben,  so  nehmen  die  Gleichungen  (4)  die  Gestalt  an: 

(19)  Xi  =  ai.Xi  +  CCiiXi  H h  CCniXn 

und  bilden  die  Auflösung  der  Gleichungen  (1)  oder  die 
umgekehrte  oder  reciproke  Substitution,  welche  durch 
Sa'~^  bezeichnet  werden  soll.  Man  sieht:  Wenn  der  Sub- 
stitutionsmodulus  von  Null  verschieden  ist,  entspricht 
vermittelst  der  Substitution  jedem  Werthsysteme  Xj, 
x^-'-Xn  ein  einziges  bestimmtes  Werthsystem  X^^X^, 
' ' '  Xn  und  umgekehrt. 

Diese  Betrachtung  bedarf  einer  Einschränkung,  falls  es 
sich  um  ganzzahlige  Werthsysteme  handelt.  Wird  nämlich 
die  Substitution  (1),  d.  h.  ihre  Coefficienten  als  ganz  voraus- 
gesetzt, so  ist  zwar  einleuchtend,  dass  jedem  ganzzahligen 
Systeme  x^y  x^,  -  -  •  Xn  nach  (1)  auch  ein  ganzzahliges  System 
Xi,  3^,  * ' '  Xn  entspricht  und,  falls  -4  =  +  1  ist,  auch  um- 
gekehrt; aber  diese  Bedingung  -4  =  +  1  ist  auch  erforderlich. 
In  der  That,  wenn  jedem  ganzzahligen  Systeme  X^,  Z,,  •  •  •  X« 
auch  ein  solches  System  x^,  x^,  -  -  •  Xn  nach  (19)  entsprechen 
soll,  müssen  sämmtliche  ccix  ganze  Zahlen  sein,  da  z.  B.  c^^i^ 
«x2, ' ' '  cCjtH  dasjenige  System  x^^x^,-  *  -  Xn  ist,  welches  der  An- 
nahme, dass  Xjt=  ly  die  übrigen  X  gleich  0  sind,  entspricht; 
alsdann  aber  folgt  aus  (18) 


IX 

«IX 


als  .eine  ganze  Zahl  und  folglich  wegen  (7)  -4  =  +  l.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  für  alles  Folgende  fundamentale  Satz:  Da- 
mit bei  einer  ganzzahligen  Substitution  ganzzahligen 
Werthen  der  einen  Reihe  auch  solche  Werthe  der 
anderen  Reihe  der  Variabein  entsprechen,  und  um- 
gekehrt, ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der 
Modnlus  der  Substitution  gleich  +  1  sei. 

3.    Werden   in    den  Gleichungen    (1)    die   Unbestimmten 
Xj^,  x^y  •  ' '  Xn  mittels  einer  neuen  Substitution  Sbi 

(20)  Xa  =  balXi    -f  baiX2    -\ +  banXn 

(a  =  1,  2,  ■  . .  n) 

durch   andere  Unbestimmte   a;/,  x^\  -  -  -  Xn   ersetzt,    so  nehmen 
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jene  die  Oestalt  an: 

(21)  Xa  =  CalXt    +  CaiXi    -\ 1-  Can^nf 

(a  =  l,2,.    -11) 

worin 

(22)  Caß  =  dalbiß  +  aa^btß  H h  aanbnß 

(a,  ^^  =  1,  2, ...  «) 

gesetzt  ist.  Die  Gleichungen  (21)  stellen  auch  eine  Substi- 
tution Sc  dar,  bei  welcher  die  Unbestimmten  ^,  Xj,  •  •  •  X^ 
durch  die  dritte  Reihe  von  Unbestimmten  x^,  x^y ' '  Xn  er- 
setzt werden.  Man  nennt  sie  die  aus  den  Substitutionen 
Say  Sh  zusammengesetzte  Substitution  und  schreibt 

(23)  Sc  =  Sa  '  Sbf 

wo  aber  die  Reihenfolge  der  Faktoren  oder  der  Substitutionen 
zu  beachten  ist.  —  Auf  solche  Weise  ist  zugleich  aus  den 
zwei  Systemen  von  je  n-n  Zahlen: 

Oll  ai2   •  •  •  Otn  6ll  &12   •  •  •  6i« 

Oii  022    '  '  '  (hn  -t    621  &22    •  •  •  &2  n 


Cfnlö»2  •  •  •  dnn  6iil&n2  '  '  '  b 


nn 


die  wir  kurz  die  Systeme  («a/?),  (&a/^)  oder  a,  6  nennen  wollen, 
gemäss  der  Formel  (22)  ein  drittes  System  (Caii)  oder  c: 

Cii  C12   •  •  •  Ci  n 
C21  C22    '  *  '  C^n 

CnlCni  '  '  '  Cnn 

entstanden,  welches  wir  analog  das  aus  a,  b  zusammenge- 
setzte Zahlensystem 
(24)  c  =  a'b 

nennen  wollen. 

Fasst  man,  um  mit  Frobenius  zu  reden,  diese  Systeme 
„unter  dem  Bilde  bilinearer  Formen^'  zusammen,  indem  man 
ihnen  resp.  die  büinearen  Formen 

(25)         Fa  =  SaaßXaVß,      Jft  =  SbaßXaVßj      Fe  =  ZCa^iXaV^ 

entsprechen  lässt,  so  können  wir  die  Zusammensetzung  der 
Substitutionen  oder  der  Systeme  auch  als  Zusammensetzung 
bilinearer  Formen   deuten.    Die   aus   JP«,  Ff,   zusammenge- 
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setzte  bilineare  Form 

(26)  Fc  =  Fa'F, 

erweist  sich  dabei  ohne  Mühe  als  identisch  mit  der  folgenden: 

Die  Gesetze  dieser  Zusammensetzung  werden  für  alle  drei 
Falle:  die  Substitutionen^  die  Zahlensysteme  und  die  bilinearen 
Formen  dieselben  sein.  Sie  führen  zu  einer  Rechnung  mit 
solchen  Elementen^  welche  in  weiter  Ausdehnung  von  Fro- 
benius  in  seiner,  im  84.  Bd.  des  Joum.  f.  Math,  enthaltenen 
Arbeit  „über  lineare  Substitutionen  und  bilineare  Formen" 
entwickelt  worden  ist.  Wir  dürfen  uns  hier  damit  begnügen, 
nur  die  fundamentalsten  Sätze  dieser  Rechnung  abzuleiten. 

4.  Unter  a  +  ^  verstehen  wir  dasjenige  System  von  n  •  n 
Zahlen  aaß  +  6o^,  welches  unter  dem  Bilde  der  bilinearen 
Form  Fa  +  F^  zusanunengefasst  erscheint.  Ist  hierdurch  die 
Addition  und  Subtraktion  für  Zahlensysteme  resp.  bilineare 
Formen  festgesetzt,  so  ergiebt  sich  die  Definition  der  MultipU- 
kation  aus  den  gleichbedeutenden  Formeln  (24)  oder  (26). 
Dieser  Multiplikation  kommt  im  allgemeinen  die  Eigenschaft 
der  Gommutativität  nic£t  zu,  dagegen  besitzt  sie  die  beiden 
Eigenschaften  der  Distributivität  und  der  Associativität, 
d.  h.  man  hat  die  Gleichungen: 

(a'  +  a'>  =  a'h  +  a'%    a{V  +  V)  =  ab'  +  a6" 
abo  allgemeiner: 

(^'  +  a")(6'  +  &")  =  a'h'  +  a'6"  +  a"6'  +  a"6" 
und  die  andere  Gleichung: 

(28)  (ab)c  =  a(hc). 

Die  ersteren  folgen  ohne  weiteres  aus  der  Formel  (22); 
die  Formel  (28)  bestätigt  sich  gleicherweise  aus  der  Definition 
der  Zusammensetzimg  von  Systemen,  am  elegantesten  durch 
den  Nachweis  der  entsprechenden  Gleichheit 

(29)  (FaF,)Fc  =  Fa{F,Fc), 

den  wir  folgendermassen  leisten.    Nach  (27)  entsteht  die  Form 
FaFbf  indem  man  entweder  in 


284  Erstes  Capitel. 


die  Veränderlichen  tfjt  durch  -0 —  d.  h.  durch  gewisse  lineare 
Funktionen  der  yx,  oder  in 

die  Veränderlichen  x^  durch  -0 —  d.  h.  durch  gewisse   lineare 

Funktionen  der  x^  ersetzt.  Hiemach  wird  man  {FaF^Fc 
finden,  indem  man  zuerst  in  JP^  auf  die  Veränderlichen  Xx  die 

Substitution  -^ —  und    sodann  auf  die  Veränderlichen  y»  die 

dF 

Substitution  -^  zur  Anwendung  bringt,  während  man  durch 

umgekehrte  Ausführung  dieser  Operationen  aus  Ff,  die  Form 
F^Fq  und  dann  Fa{FbF^  herrorbringt.  Da  aber  offenbar  die 
Reihenfolge  beider  Operationen  gleichgiltig  ist,  ergiebt  sich 
die  Gleichung  (29). 

Von  selbst  leuchtet  noch  die  fernere  Formel 

(30)  (ya)6  =  a(y6)  =  y(a6) 

ein,  in  welcher  y  eine  Constante  bedeutet. 

Nach  den  aufgestellten  Gesetzen  kann  man  gegebene 
Systeme  oder  Formen  in  ganzer  rationaler  Weise  d.  h.  durch 
die  drei  ersten  Grundoperationen  mit  einander  beliebig  ver- 
knüpfen oder  ganze  Funktionen  derselben  herstellen. 

Man  nennt  zwei  Systeme  a,  6  vertauschbar,  wenn  die 

Gleichheit  besteht 

a  •  6  =  6  •  a. 

Ohne  Schwierigkeit  leuchtet  dann  ein:  wenn  jedes  Glied 
einer  Reihe  a,  6,  c,  •  •  •  von  Systemen  (Formen)  mit 
jedem  Gliede  einer  anderen  Reihe  a',  6',  c',  •  •  •  einzeln 
vertauschbar  ist,  so  ist's  auch  jede  ganze  Funktion 
von  Gliedern  der  ersteren  Reihe  mit  jeder  ganzen 
Funktion  von  Gliedern  der  zweiten. 

Das  System  a',  welches  aus  a  durch  Vertauschung  seiner 
Zeilen  mit  seinen  Spalten  entsteht: 
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du  dfi  '  '  '  djti 


resp.  die  Form 


Oin^a«  •  •  •  Onn 

welche  aus  Fa  entsteht,  wenn  die  Variabeinreihen  mit  ein- 
ander vertauscht  werden,  soll  nach  Jacob i  zu  a  resp.  zu  Fa 
conjugirt  genannt  werden.  Offenbar  ist  die  Conjugirte  zu 
ya  gleich  ya',  diejenige  von  a  +  6  ist  a'  -)-  6',  und  die  Con- 
jugirte von  ah  d.  i.  vom  Systeme  der  Zahlen 

ist  das  System  der  Zahlen 

d.  i.  das  aus  den  conjugirten  Systemen  fc'  und  a  zusammen- 
gesetzte System  h'a\ 

Ist  mithin  ein  System  (eine  Form)  aus  mehreren 
anderen  zusammengesetzt,  so  ist  es  das  conjugirte 
System  (die  conjugirte  Form)  aus  den  conjugirten  der 
letzteren  in  umgekehrter  Reihenfolge. 

Die  Gleichung 

(31)  c  =  a  .  6  =  0 

ist  gleichbedeutend  mit  dem  Bestehen  der  n  •  n  Gleichungen 

(32)  Caß  =  aalbiß  +  aaihß  H h  aanbnß  =  0. 

Ist  nun  die  Determinante  A  von  Null  verschieden,  so  er- 
fordern diejenigen  n  dieser  Gleichungen,  welche 

enthalten,  das  gleichzeitige  Verschwinden  der  letzteren  Grössen; 
und  da  dies  für  jedes  ß  gilt,  so  folgt  aus  (31)  die  Gleichung 

6  =  0 

d.  h.  das  Verschwinden  aller  Elemente  des  Systems  6.  Unter 
derselben  Voraussetzung  giebt  es  ein  aber  nur  ein  System  x: 


V-rtf  iC^üfS      '  4^iTV* 


*  =  !.  jl       •    f  =  :.±.       « 
a*;f  ^-=:'*:c.i%  W*i**  hrrrr  ^rsr^Ls* .     X:ii    «ii55ci*.  wecn  wieder 


wf:U:h^  durch  an*  bezeichnet  werde,  zafolge  der  GleichongiMi 
^ri^   rjnd  n%^   dan  einfiaehe  System 

10         0 
0  1  .    -  0 

•  *  •  • 

0  0    ..  1, 

*f  Hiernach  fpebt  e«  auch  em  einziges  System  y,  för  welches 

y  •  a  ==  6 

iwt;  denn  dein  Bewiesenen  zufolge  giebt  es  ein  einziges  System  x,  für 

welches 

a'  •  a:  =  6' 
int,  und  hieraas  folgt 

^' .  a  B>  6 

uIho  eine  Losung  y  »^  x'  der  gestellten  Oleichong.    Eine  zweite  Ldsong 
y  -^  z'  kann  es  aber  nicht  geben,  weil  sonst 

a  '  z  =^  b' 
also 

a  '  (z  —  x)  =  0 

z  —  X 
n'\v\\  orgHbe. 
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das  wir  das  System  e  nennen  wollen^  in  Zeichen: 

(34)  a  •  a~^  =  a, 
und  zufolge  der  Gleichungen  (5  a)  ebenso 

(34a)  a~^ .  a  =  a. 

Das  durch  jede  der  Gleichungen  (34),  (34  a)  eindeutig 
definirte  System  a~^  soll  das  zu  a  reciproke  System  ge- 
nannt werden;  seine  Determinante  ist  offenbar  ebenfalls  reci- 
prok  zur  Determinante  des  ersteren.  Es  ist  einleuchtend, 
dass  jedes  System  ohne  sich  zu  ändern  mit  dem  System  e  in 
beliebiger  Reihenfolge  zusammengesetzt  werden  kann;  letzteres 
spielt  also  bei  der  Zusammensetzung  die  Rolle  der  Einheit. 

Hat  auch  das  System  h  eine  von  Null  verschiedene  Deter- 
minante By  so  gehört  zu  6  ein  reciprokes  System  6~*.  Aus 
den  Gleichheiten 

ah  •  h~^ar^  =  a(66~^)a""^  =  aea"^  =  a  -  a""^  =  e 

folgt  dann  sogleich  die  Beziehung: 

(a6)-i  =  6-1 .  a-i 

oder  der  Satz:  Ist  ein  System  von  nicht  verschwinden- 
der Determinante  aus  mehreren  anderen  zusammen- 
gesetzt, so  ist  es  das  reciproke  System  aus  den 
reciproken  Systemen  der  letzteren  in  umgekehrter 
Reihenfolge. 

Da  a'  =  c  ist,  folgt  aus  (34a)  a'  •  (ar^y  =  e,  und  da 
gleichzeitig  a'-  (a')"^  =  e  ist,  folgt 

(a-i)'  =  (o')-i 

d.  h.  das  zum  reciproken  Systeme  conjugirte  ist  zu- 
gleich das  reciproke  des  conjugirten  Systems. 

Ist  a  mit  b  vertauschbar  und  B  nicht  Null,  so  kann  man 

a  .  6-*  =  (6-^6) .  (ab-')  =  b''(ba)b''^ 
=  6-i(a6)6-i  =  (b-'a){bb-')  =  b-''a 

setzen,  d.  h.  dann  ist  auch  a  mit  b^'  vertauschbar.  Bei 
diesen  Voraussetzungen  wollen  wir  schreiben: 

(35)  a  .  6-1  =  6-1 .  a  =  ~ 

und  auf  solche  Weise  den  Quotienten  zweier  Systeme 
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definiren.  —  Zugleich  wird  dann  die  Determinante  von  b' 
nicht  Null,   a',  fc'  aber  vertauschbar   sein.     Das   conjugirte 

System  zu  -r  ist  alsdann  -wj  denn  wegen  (35)  ist  es  so- 
wohl gleich 

(6-1)' .  a'  =  (6')-i .  a' 
als  auch  gleich 

a' .  (b-^y  =  a' .  (6')-* 

also  gleich  ^-  —  Ist  -4  ebenfalls  von  Null  verschieden,  so 
eiistirt  auch  der  Quotient  ~,  und  man  findet,  dass  -  das 
zu  y  reciproke  System  ist.     In  der  That  ist  —  =  a~^  -  6, 

und   das  zu   ~=  ft— ^ .  a   reciproke   System   ist   das   aus  den 

Reciproken  von  b^^  und  a,  d.  i.  aus  6  und  ar~^  in  umgekehrter 
Folge  zusammengesetzte  System  also  dem  vorigen  gleich. 

Durch  die  letzten  Betrachtungen  sind  wir  in  den  Stand 
gesetzt,  so  oft  wir  nur  vertauschbare  Systeme  betrachten, 
aus  beliebig  gegebenen  Systemen  auch  gebrochene,  allgemein 
also  rationale  Funktionen  zu  bilden.  Und  man  überzeugt 
sich  auf  Grund  der  gegebenen  Sätze  ohne  Schwierigkeit,  dass, 
wenn  zwei  Systeme  von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante mit  einander  vertauschbar  sind,  auch  jede 
rationale  Funktion  des  einen  vertauschbar  ist  mit 
jeder  rationalen  Funktion  des  anderen.  Insbesondere 
sind  stets  zwei  rationale  Funktionen  desselben  Systems 
von  nicht  verschwindender  Determinante  unter  ein- 
ander vertauschbar. 


Zweites  Capitel. 
Von  den  Elementartheilern  der  Zahlensysteme. 

1.    Indem  wir  hiermit  diese  Betrachtungen  vorläufig  ver- 
lassen, wenden  wir  ims  zur  Theorie  der  linearen  Formen. 
Jeder  Ausdruck 

«11^1  +  ai2ic$  +  •  •  •  +  öm^»; 
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in  welchem  (hiy  <^i2,  -  •  -  ^in  ganze  Zahlen  sind^  heisst  eine 
lineare  Form  mit  n  Unbestimmten  x^,  x^^  -  -  -  Xn-  Die 
sich  hier  darbietende  Hauptfrage  ist  die:  welche  ganzen 
Zahlen  kann  die  Form  liefern  oder  darstellen^  wenn 
denünbestimmten  alle  möglichen  ganzzahligen  Werthe 
beigelegt  werden?  Diese  Frage  kommt  im  Grunde  auf  die 
Aufgabe  hinaus:  alle  etwa  vorhandenen  ganzzahligen 
Auflösungen  der  unbestimmten  Gleichung 

(1)  aiiXi  +  €LnX%  + h  amXn  =  Oi, 

in  welcher  a^  eine  beliebig  gegebene  ganze  Zahl  ist,  zu  er- 
mitteln. Die  gestellte  Frage  kann  aber  als  einfachster  Fall 
der  allgemeineren  untergeordnet  werden:  Welche  Systeme 
von  m  ganzen  Zahlen  OiyOi^' '  -a^  können  gleichzeitig 
durch  m  lineare  Formen 

(2)  Aa  =  aaiXi  +  aatX^  -f  •  •  •  +  0,anXn 

(a  =  1,  »,  •    •  m) 

mittels  ganzer  Werthe  der  Unbestimmten  x^j  x^,  -  -  -  Xn 
dargestellt  werden^  resp.  welches  sind  die  sämmt- 
lichen   ganzzahligen  Auflösungen   der   m  Gleichungen 

(3)  aaiXt  +  aa2X2  H h  UanXn  =  aa*! 

(a  =  1,  »,  •    •  m) 

Diesen  m  Gleichungen  ist  das  ganzzahlige  System  a  ihrer 

m  •  n  Goefficienten 

an  Ois  •  •  •  öl» 

^Ä\  <hi  (hi  '  *  '  Clin 


zugehörig^  welches,  wenn  m  von  n  verschieden  ist,  im  Gegen- 
satz zu  den  bisher  betrachteten  quadratischen  Zahlensystemen 
vom  Typus  n-n  als  rechteckiges  Zahlensystem  vom  Typus 
m  '  n  bezeichnet  werden  soll.  Indem  man  aus  diesem  Systeme 
nach  Belieben  x  Zeilen  und  x  Spalten  auswählt,  kann  man 
aus  ihm  eine  gewisse  Anzahl  Determinanten  x^°  Grades  bilden, 
und  so  gehören  zu  ihm  eine  gewisse  Anzahl  Determinanten 
1^,  2**°,  3**"*  Grades  u.  s.  w.  bis  zu  Determinanten  m^  Grades, 
wenn  m  <  w,  oder  Determinanten  n**°  Grades,  wenn  m  >  n  ist. 

Baohmann,  Zahlontheorie.    IV,   1.  19 
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Geschieht  es  hierbei,  dass  sämmtliche  Determinanten  x*®°  (Jrades 
gleich  Null  sind,  so  gilt  dasselbe  auch  von  allen  Detenniniuiten 
X  4"  1*^°  Grades,  denn,  indem  man  diejenigen  x  -f-  1**°  Grades 
nach  den  Elementen  einer  Zeile  entwickelt,  werden  sie  lineare 
homogene  Funktionen  von  Determinanten  x*®°  Grades  also  Null. 
Wenn  nun  r  so  beschaffen  ist,  dass  sämmtliche  Determinanten 
r  +  1*®°  Grades  des  Systems  a  verschwinden,  nicht  aber 
sämmtliche  Determinanten  r*~  Grades,  so  soll  r  der  Rang 
des  Systems  a  heissen.  Dieser  Rang  ist  höchstens  gleich 
der  kleineren  der  beiden  Zahlen  m,  n. 

Wir  bezeichnen  mit  dx  den  (positiv  genommenen)  grossten 
gemeinsamen  Theiler  aller  aus  a  hervorgehenden  Determinanten 
x*®"  Grades,  falls  diese  nicht  sämmtlich  verschwinden,  entgegen- 
gesetzten Falles  die  Null.  Denmach  sind  d^^  d^^  -  -  -  dr  positive 
ganze  Zahlen,  dr+i,  •  •  •  d^y  wenn  in<Cn,  und  rfr+i,  "  dn,  wenn 
w  >  n  ist,  gleich  Null.  Da,  wie  bemerkt,  jede  Determinante 
X  +  1*®°  Grades  eine  lineare  homogene  Funktion  von  solchen 
x*®°  Grades  ist,  also  durch  den  grossten  gemeinsamen  Theiler 
djt  aller  letzteren  aufgeht,  so  ist  auch  d^x+i  theilbar  durch  dg 
'  t  und  jede   der  Zahlen  d^yd^j-  -  -  dr  durch  die   vorhergehenden 

theilbar;   mithin  ist,   wenn  e^  =  j-^  gesetzt  wird,  jede   der 

Zahlen  e^y  6^,  •  •  •  Cr  eine  positive  ganze  Zahl;  wir  setzen  femer 
^^4-1,  •  •  •  ßm  resp.  erjfi  •  •  •  c»  gleich  Null.  Diese  Zahlen  e^ 
nennen  wir  die  Elementartheiler  des  Zahlensystems  a. 

2.  Zur  näheren  Untersuchung  der  Auflösbarkeit  der  Glei- 
chungen (3)  machen  wir  nun  Gebrauch  von  folgenden  beiden 
Bemerkungen. 

Erstens  können  wir  die  Gleichungen  durch  m  andere 
gleichbedeutende  ersetzen,  wenn  wir  mit  Hilfe  von  m  •  m  ganzen 
Zahlen  paßy  deren  Determinante  P  =  1  ist,  an  Stelle  der 
linearen  Formen  Aa  die  folgenden  einführen: 

(5)  A^  =  PalÄi  +  Pai^i  H \rPamAm 

(a  =  1,  2,  •  •  •  m). 

Wird  nämlich  zugleich 

(6)  üa  =  Paiai  +  Pa%(H  H h  Pam(hn 

(er  B 1,  S, . . .  m) 
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gesetzt,  so  sind  offenbar  die  Gleichungen  (3)  völlig  gleich- 
bedeutend mit  den  folgenden: 

(7)  Äa  =  aa 

(a  =s  1,  2,  •  •  •  >n) 

aus  denen  auch  rückwärts  jene  wieder  hervorgehen.  Beide 
Systeme  von  Gleichungen  sind  also  zugleich  auflösbar  oder 
nicht  auflösbar  und  haben  im  ersteren  Falle  die  nämlichen 
Auflösungen.  Ausföhrlich  geschrieben  nehmen  die  Gleichungen 
(7)  die  Gestalt  an: 

(7a)  aaiXi  +  ««2^2  -\ +  (laniX^n  =  «a, 

(a  ==  1,  2,    •  •  w) 
WO 

(8)  tta/i  =  Palfhß  +  Pai(hß  H h  PamOmß 

(a  =  l,2,  ••■m;/?=l,  2,    •n) 

gesetzt  ist.  Man  sieht,  dass  die  Elemente  aj^  des  rechteckigen 
Zahlensystems  a^^^  vom  Typus  m  •  n  aus  denjenigen  des  qua- 
dratischen Systems  p  vom  Typus  m  •  m  und  denjenigen  des 
rechteckigen  Systems  a  vom  Typus  m  •  n  auf  ganz  dieselbe 
Weise  entstehen,  wie  nach  (22)  vor.  nr.  die  Caß  aus  den  Ele- 
menten der  zwei  quadratischen  Systeme  a,  6  gebildet  wurden; 
es  lässt  sich  daher  das  System  a^^^  wieder  als  aus  p  und  a 
zusanmiengesetzt  bezei  chnen : 

und  folglich  stets  ein  System  vom  Typus  mm  mit 
einem  solchen  vom  Typus  m-n  zu  einem  Systeme  des 
letzteren  Typus  zusammensetzen. 

Zweitens  können  wir  statt  der  Unbestimmten  x^,  ^iy'-'  Xn 
ebenso  viel  andere  Vi^y^y-  -  Vn  durch  die  ganzzahlige  Sub- 
stitution 

(9)  Xa  =  qalVl  +  ««2^2  "1 h  qanVn 

(a  =  1,  2,    •  •  n) 

mit  dem  Modulus  ^  =  1  einführen,  wodurch  die  lineare  Form 
die  neue  Gestalt  einer  in  den  y  linearen  Form 

(10)  Ba  =  halVl  +  ^«2^2  H H  ^anVn 

annimmt;  wenn  man  setzt 

19* 
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(11)  ba(i  =  aaiqi^  +  ^aiQifi  H h  O^anünfl^ 

(flf  =  1,  3, .  •  .  m;  ^  =  1,  2,      •  «) 

Die  Gleicliungen  (7)  oder  (7a)  erhalten  so  die  Gestalt: 

(12)  Ba  =  a„' 

(a  =  1,  2,  •    •  m) 

und,  weil  vermöge  der  Substitution  (9)  Ba  =  Aa  ist  und  jedem 
ganzzahligen  Systeme  der  x  ein  solches  der  y  entspricht  und 
umgekehrt,  so  leuchtet  ein,  dass  aus  jeder  ganzzahligen  Auf- 
lösung der  gegebenen  Gleichungen  (3)  oder  (7  a)  eine  solche 
der  Gleichung  (12)  hervorgeht  und  umgekehrt.  Man  darf 
also  an  Stelle  der  ersteren  Gleichungen  die  letzteren  setzen; 
in  den  beiden  Umformungen  aber,  durch  welche  diese  aus 
jenen  entstehen,  ist  die  Möglichkeit  geboten,  dass  durch  passende 
Wahl  der  Zahlensysteme  p  und  q  die  neuen  Gleichungen  den 
gegebenen  gegenüber  einfacher  werden. 

Hierauf  werden  wir  also  unsere  Bemühungen  richten. 
Vorher  bemerken  wir  nur  noch,  dass  den  Gleichungen  (11) 
gemäss  das  System  b  der  Zahlen  baß  vom  Typus  m  •  n  als  zu- 
sammengesetzt betrachtet  werden  kann  aus  dem  Systeme  a^^^ 
vom  gleichen  Typus  und  dem  quadratischen  Systeme  q  vom 
Typus  w  •  n,  in  Zeichen: 

b  =  a^i)  .  q. 

Man  darf  daher  auch  schreiben 

(13)  b  =  p  '  a-  q 

und  findet  mithin,  wenn  man  ein  rechteckiges  System 
vom  Typus  mn  links  mit  einem  quadratischen  vom 
Typus  w  •  w,  rechts  mit  einem  solchen  vom  Typus 
n-n  zusammensetzt,  wieder  ein  rechteckiges  System 
vom  Typus  nt^n.  Unschwer  erkennt  man,  dass  auch 
diese  Zusammensetzung  von  Zahlensystemen  associativ 
d.  h.  dass 

P  •  («(?)  =  (P«)  •  Q 
ist.     Desgleichen  ist 

p  .  (p^a)  =  (p2h)  •  a,  (aq)  -  q^  =  a  -  (qq^), 

wenn  p,Pi  zwei  Zahlensysteme  vom  Typus  m  •  w«;  q^q^ 
zwei  solche  vom  Typus  w^n  sind. 
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Da  die  Determinante  der  Systeme  p  und  q  der  Einheit 
gleich  sind,  wollen  wir  sie  Einheitssysteme  nennen.  Ihre 
reciproken  Systeme  p~^,  j~^  sind  dann  ((34)  vor.  Cap.)  auch 
Systeme  ganzer  Zahlen  und  zwar  Einheitssysteme  von  dem- 
selben Typus  wie  p  resp.  q.  Aus  der  Formel  (13)  geht  aber 
offenbar  noch  folgende  heryor: 

(14)  a  =  /3^^  •  fc  •  2~^. 

Denken  wir  uns  eine  Determinante  x**"  Grades  des  Systems 
a^i)  =  jp  .  a^  etwa  diejenige,  welche  aus  den  Zeilen  hfi^,  -  -  -  ix 
und  den  Spalten  h^^h^y-  -  hx  gebildet  ist: 

Piil«l*j  +  •  •  '  +  PtjmörmA,,     •  •  •l>«ilölA^    +      '  *  +  Piim(hnh^ 
Pi^l^h^  +  •  •  •  +  PittmO^mhi,    '  '  '  Pi^l^lh^   +  *  '  *  +  Pi^mO^mh^ 

den  einfachsten  Determinantensätzen  zufolge  ist  sie  eine  Summe 
von  so  yiel  Gliedern,  als  aus  den  m  Indices  1,  2,  •  •  •  m  sich  x 
verschiedene  auswählen  lassen,  und  jedes  dieser  Glieder  ist 
eine  (aus  den  Spalten  Z^,  %s,  •  •  -  %x  gebildete)  Determinante 
x^^  Grades  aus  a  mal  einer  Determinante  x^®**  Grades  aus  p^ 
mithin  ist  jede  Determinante  x**"  Grades  aus  a^^^  eine  homo- 
gene lineare  Funktion  von  Determinanten  x^°  Grades  aus  a 
und  also  jedenfalls  durch  den  grossten  gemeinsamen  Theiler 
dx  aller  der  letzteren  theilbar;  daher  wird  auch  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  aller  jener  Determinanten  durch  d^  theil- 
bar sein.    Ist  aber  p  ein  Einheitssystem,  so  folgt,  da 

gesetzt  werden  kann,  dasselbe  auch  umgekehrt,  und  daher  ist  für 
beide  Systeme  der  grösste  gemeinsame  Theiler  all'  jener  Deter- 
minanten ein-  und  dieselbe  Zahl  d^^  Aus  ganz  entsprechenden 
Gründen  leuchtet  dasselbe  ein  für  die  beiden  Systeme  a^^>  und 
h  ==  a^^^  •  q^  wenn  auch  q  ein  Einheitssystem  ist,  und  somit 
findet  sich  der  Satz:  So  oft  in  der  Beziehung 

p  und  q  Einheitssysteme  sind,  sind  für  die  beiden 
Systeme  a,  h  desselben  Typus  die  grossten  gemein- 
samen Theiler  aller  Determinanten  desselben  Grades 
und  also  auch  ihr  Rang  und  ihre  Elementartheiler 
die  gleichen. 
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3.    Wir  heben  gewisse  besondere  Einheitssysteme  p,  q  vor 
den  übrigen  hervor. 

Verstehen  wir  nnter  R,»  die  Substitution,  welche 

Xi  in  —  x/y    Xje  in  —  Xg 

verwandelt,  unter  T,-,«  diejenige,  welche 

Xi  in  Xx ,    Xjc  in  —  Xi 

überführt,  endlich  unter  Sf,  +  x  diejenige,  bei  welcher 

Xi  in  Xi  +  Xx 

übergeht,  während  jedesmal  die  übrigen  unbestimmten  unver- 
ändert bleiben,  so  kommt  allen  diesen  drei  Substitutionen 
offenbar  der  Modulus  1  zu,  die  ihnen  entsprechenden  Coeffi- 
cientensysteme  sind  folglich  Einheitssysteme.  Dasselbe  gil^ 
wenn  h  eine   positive   ganze  Zahl  ist,   von    der  Substitution, 

welche 

Xi  in  x/  +  hxx 

verwandelt,  da  sie  ersichtlicherweise  nichts  anderes  ist,  als  die 
hmal  wiederholte  Substitution  Si^^x-  Diese  Substitutionen 
resp.  die  ihnen  entsprechenden  Zahlensysteme  mögen  als  ele- 
mentare vor  allen  übrigen  ausgezeichnet  werden.  Wenn  man 
nun  ein  2jahlensystem  a  links  mit  den,  resp.  üi,«,  ^-.j«,  Sj^±x 
entsprechenden  Zahlensystemen  vom  Typus  m  •  m  zusammen- 
setzt, so  wird  die  Wirkung,  welche  dadurch  auf  das  System  a 
hervorgebracht  wird,  wie  sogleich  einleuchtet,  darin  bestehen, 
dass  bei  Ui^x  die  Zeilen  «,  x  entgegengesetzt  genommen,  bei 
Tix  dieselben  mit  einander  vertauscht  werden,  wobei  zugleidi 
eine  von  ihnen  das  Vorzeichen  Terändert,  bei  S^,  aber  zur 
i**°  Zeile  die  x*®  mit  h  multiplicirt  addirt  resp.  subtrahirt 
wird.  Geschieht  dagegen  die  Zusammensetzung  von  a  zur 
Rechten  mit  elementaren  Einheitssystemen  vom  Typus  n  • »», 
so  werden  dieselben  Yeranderungen  an  den  gleichen  Spalten 
des  Systems  a  hervorgebracht.  Mit  Hilfe  dieser  einfachen 
Bemerkungen  wollen  wir  nun  nach  Kronecker*)  zeigen, 
wie  allein  durch  eine  Reihe  von  solchen  elementaren 
Zusammensetzungen  jedes   ganzzahlige  Zahlensystem 

*)  Kronecker,  Reduktion  der  Systeme  von  n*  ganzzahligen  Ele- 
menten, Joum.  f.  Math.  107  S.  135. 
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a  auf  eine   einfache   (reducirte)   Form   zurückgeführt 
werden  kann. 

Sind;  was  wir  dabei  stets  voraussetzen  können^  nicht 
sämmtliche  Zahlen  des  Systems  a  gleich  Null;  so  giebt  es 
unter  ihnen  eine  oder  mehrere  von  kleinstem  Werthe.  Durch 
eine  Yertauschung  von  höchstens  zwei  Zeilen  und  zwei  Spalten 
d.  i.  durch  Zusammensetzung  des  Systems  links  oder  rechts 
mit  einem  elementaren  Systeme  der  zweiten  Art,  lässt  sich 
eine  dieser  Zahlen  an  die  erste  Stelle  des  Systems  bringen 
und  eventuell  darauf  durch  Zusammensetzung  mit  einem  Systeme 
der  ersten  Art  positiv  machen.  Sind  dann  nicht  alle  Elemente 
der  ersten  Zeile  durch  dies  erste  Element  theilbar,  z.  B.  nicht 
das  x'%  so  kann  man,  indem  man  ein  passendes  Vielfache  der 
ersten  Spalte  von  der  x*®°  subtrahirt,  d.  i.  durch  Zusammen- 
setzung zur  Rechten  mit  einem  passenden  Systeme  der  dritten 
Art  das  x^  Element  positiv  und  kleiner  machen  als  das  erste, 
worauf  es  sich  wieder  an  die  erste  Stelle  bringen  lässt  u.  s.  w., 
bis  nothwendig  nach  einer  beschränkten  Anzahl  solcher  Ope- 
rationen alle  Elemente  der  ersten  Zeile  durch  das  dann  an 
erster  Stelle  stehende  positive  Element  theilbar  sein  werden. 
Offenbar  können  sie  dann  durch  mehrfache  Zusammensetzung 
zur  Rechten  mit  Systemen  der  dritten  Art  sämmtUch  ausser 
dem  ersten,  das  unverändert  bleibt,  zu  Null  gemacht  werden. 
—  Sollte  nunmehr  noch  nicht  jedes  Element  der  ersten  Spalte, 
z.  B.  nicht  das  x*®,  durch  das  erste  theilbar  sein,  so  könnte 
man  es,  indem  man  die  erste  Zeile  mit  einer  passenden  ganzen 
Zahl  multiplicirt  von  der  x**°  subtrahirt,  d.  i.  durch  Verwen- 
dung eines  geeigneten  Zahlensystems  der  dritten  Art  auf  der 
linken  Seite  positiv  und  kleiner  machen  als  das  erste,  und 
darauf  mit  dem  so  bereits  erhaltenen  Systeme  den  ganzen 
Process  von  Neuem  beginnen.  Da  jedesmal  dabei  das  an  erster 
Stelle  stehende  Element  verkleinert  wird,  muss  nothwendiger- 
weise  nach  einer  endlichen  Anzahl  solcher  Processe  die  erste 
Zeile  ausser  dem  ersten  Oliede  lauter  Nullen,  die  erste  Spalte 
aber  lauter  durch  das  erste  Olied  theilbare  Elemente  ent- 
halten, und  alsdann  können  diese  letzteren  durch  Verwendung 
einer  Reihe  von  Systemen  der  dritten  Art  auf  der  linken  Seite 
ebenfalls  auf  Null  gebracht  werden. 
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Gesetzt  nun,  in  dem  so  reducirten  Systeme  a  käme  noch 
ein  Element  vor,  welches  nicht  durch  das  erste  theilbar  ist, 
so  addire  man  durch  Zusammensetzung  mit  einem  Systeme 
der  dritten  Art  zur  Linken  die  entsprechende  Zeile  zur  ersten, 
wodurch  das  Anfangsglied  ungeändert  bleibt,  und  mache  dann, 
indem  man  die  erste  Spalte,  mit  einer  passenden  Zahl  mul- 
tiplicirt,  zur  Spalte  jenes  Elementes  addirt,  d.  i.  durch  Zu- 
sammensetzung  mit  einem  geeigneten  Systeme  der  dritten  Art 
auf  der  rechten  Seite  das  fragliche  Element  positiv  und  kleiner 
als  das  erste.  Sogleich  lässt  sich  der  ganze  Process  von  Neuem 
beginnen,  wobei  stets  das  Anfangsglied  sich  verringert;  nach 
einer  endlichen  Anzahl  von  Wiederholungen  muss  man  daher 
endlich  das  System  a  auf  ein  anderes  reduciren,  bei  welchem 
die  erste  Zeile  und  Spalte  ausser  dem  positiven  Anfangsglied 
nur  Nullen  enthalten,  jedes  andere  Glied  aber  durch  das  An- 
fangsglied  theilbar   ist.     Das   reducirte   System   hat   also   die 

Gestalt: 

i?i  0      . .  •  0 


0      ttmS 


^mn    y 


WO  i?i  >  0  und  jedes  daß  durch  ly^  theilbar  ist. 

Jetzt  aber  lässt  sich  offenbar,  ohne  dass  die  erste  Zeile 
und  Spalte  verändert  wird,  das  Zahlensystem  der  a«/?,  wenn 
es  nicht  aus  lauter  Nullen  besteht,  auf  genau  dieselbe  Weise 
weiter  reduciren,  wobei  die  Theilbarkeit  seiner  Elemente  durch 
i/i  augenscheinlich  durch  die  auszuführenden  Operationen  nicht 
aufgehoben  werden  kann,  u.  s.  f.,  und  so  wird  folglich  zuletzt 
ein  System  von  folgender  Gestalt: 


n 


m 


% 

0  •• 

0   . 

0 

%  •• 

• 

0    . 

0 

0  •• 

•  Iq 

0    • 

0 

• 

0  •• 

•                t 

•0 

• 

0    • 

•              • 
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hervorgehen,  in  welchem  i?i,  ^2> '  * '  ^2?  positive  ganze  Zahlen 
sind,  von  denen  jede  in  der  folgenden  als  Theiler  enthalten 
ist*).  Ein  solches  System,  in  welchem  alle  Glieder  ausserhalb 
der  „Diagonale"**)  Null  sind,  möge  hinfort  ein  Diagonal- 
system genannt  werden.  Bezeichnen  wir  das  in  Rede  stehende 
mit  E  und  bedenken,  dass  die  Zusammensetzung  der  Systeme 
associativ  ist,  und  dass  die  sämmtlichen  bei  der  Reduktion 
sei  es  links,  sei  es  rechts  zur  Zusammensetzung  verwandten 
Systeme  Einheits^steme  waren,  also  unter  sich  zusammen- 
gesetzt wieder  gewisse  Einheitssysteme  p  und  q  liefern,  so 
können  wir  das  erreichte  Resultat  einfach  in  folgendem  Fun- 
damentalsatz zusammenfassen: 

Das  System  a  vom  Typus  m'ti  kann  durch  Zu- 
sammensetzung mit  einem  Einheitssysteme  p  vom 
Typus  mm  zur  Linken,  und  einem  solchen  Systeme 
q  vom  Typus  n-n  zur  Rechten  in  ein  Diagonalsystem 
E  verwandelt  werden,   sodass  die  Gleichung  besteht: 

(15)  p'  a-  q==  E, 

Hier  ist  aber  ein  Zusatz  von  grosser  Wichtigkeit.  Man 
bemerkt  leicht,  dass  im  Systeme  E  alle  Determinanten,  deren 
Grad  >  q  ist,  verschwinden,  nicht  aber  sammtliche  Determi- 
nanten vom  Grade  q.  Da  a  vom  Range  r  ist,  folgt  demnach 
aus  dem  Satze  am  Schlüsse  vor.  nr.,  dass  q  =  r  sein  muss. 
Dann  ist  aber  jede  Determinante  aus  E,  deren  Grad  x  ^  r 
ist,  wenn  sie  nicht  verschwindet,  durch  x  der  Zahlen  ^^rj^, 
'  *  rir  und,  da  jede  von  diesen  durch  die  vorhergehende,  mithin 
jedes  Produkt  aus  x  von  ihnen  durch  das  Produkt  der  x  ersten 
aufgehen  muss,  durch  i^i  •%••••  ^x  theilbar,  während  die 
aus  den  ersten  x  Zeilen  und  Spalten  gebildete  Determinante 
diesem  Produkte   gleich   ist;   das   Produkt  ^i  •  %  *  *  *  *  ''7*   ^^t 


*)  Möglicherweise,  wenn  nämlich  p  s:  fn  •<  n  oder  g  =^  n  <^m 
ist,  fallen  die  letzten,  nur  aus  Nullen  bestehenden  Zeilen  resp.  Spalten 
weg;  und  wenn  g^^m^^n  ist,  wird  tj  nicht  stets  positiv  sein,  sondern 
dasselbe  Vorzeichen  haben  müssen,  wie  die  Determinante  A. 

**)  Wir  behalten  diesen  leicht  verständlichen  Ausdruck,  der  eigent- 
lich nur  bei  quadratischen  Systemen  zutreffend  ist,  der  Kürze  wegen 
auch  bei  rechteckigen  Systemen  bei. 
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folglich    grösster    gemeinsamer    Theiler    aller   Determinanten 
^ten  0];>ades  Ton  E,  also  dem  angezogenen  Satze  zufolge 


ebenso 


also 


d 


X  — 1 


dx—1  =  fli%  •  •  •  ijx~i 
=  ßx  gleich  rix     Man  findet  folglich: 


Das  Diagonalsystem  E,  welches  in  der  Formel  (15) 
auftritt,  muss  die  Form  haben: 

^1  0  . . .       0 
0 


wo  die  nur  Nullen  enthaltenden  Zeilen  resp.  Spalten 
ausfallen,  so  oft  der  Rang  r  gleich  m  resp.  n  ist;  die 
reducirte  Form  des  Zahlensystems  a  ist  also  eine  ein- 
deutig bestimmte.     Da  e^  =  ijx  gefunden  worden,  so  ist  der 

Herleitung  gemäss  jede  der  Zahlen  e^,  Cj,  •  •  •  Cr  in  der  folgen- 

e 
den  enthalten,  also  der  Quotient  — ^  eine  ganze  ZahL 


'X  — 1 


4.    Wenn  a,  6  ganzzahlige  Systeme  desselben  Typus  m  •  n 
sind,  zwischen  welchen  die  Beziehung 

(16)  b  =p  '  a  '  q 

besteht,  während  p,  q  ganzzahlige  Einheitssysteme  resp.  vom 
Typus  m  •  m  und  n  •  n  sind,  so  ist  auch  umgekehrt 

wo  p^^y  q"^  gleichfalls  solche  Systeme  sind.  In  diesem 
Falle  nennen  wir  die  Systeme  a,  &  einander  äquivalent. 
Zur  Aequivalenz  zweier  Systeme  a,  6  (desselben  Typus) 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  sie  gleichen 
Rang  und  gleiche  Elementartheiler  haben.  Dass  dies 
nothwendig  sei,  ist  bereits  in  dem  Schlusssatze  von  nr.  2  aus- 
gesprochen; dass  es  auch  hinreicht,  ergiebt  sich  aus  dem  Fun- 
damentalsatze (15),  wie  folgt:  haben  a,  b  gleichen  Rang  und 
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gleiche  Elementartheiler,  so  kann  man 

p  '  a*  q^=^  Ey    r    h  '  s  =  E 

machen,  wo  p,  r  und  g,  s  Einheitssysteme  je  des  gleichen 
Typus  sind;  hieraus  folgt  aber 

r  •  6  •  s  =  p  •  a  '  q 
also 

6  =  r~^p  •  a  •  qsr-^, 

WO  nun  r~^p,  qs'^^,  weil  aus  Einheitssystemen  resp.  von 
gleichem  Typus  zusammengesetzt,  wieder  solche  sind. 

Besteht  allgemeiner  zwischen  a,  b  die  Beziehung  (16), 
während  p,  q  beliebige  quadratische  Systeme  vom  Typus 
m'M  und  nn  resp.  sind,  so  wollen  wir,  eine  Gauss'sche 
Ausdrucksweise  verallgemeinernd,  6  unter  a  enthalten  nennen. 
Die  Aequivalenz  ist  somit  nur  ein  besonderer  Fall  des 
Enthaltenseins.    Alsdann  lässt  sich  folgender  Satz  beweisen: 

Damit  ein  System  b  unter  einem  Systeme  a  (des- 
selben Typus)  enthalten  sei,  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  der  Rang  des  Systems  b  nicht  grösser 
ist  als  der  von  a,  und  dass  die  Elementartheiler  von 
b  Vielfache  der  entprechenden  Elementartheiler  von 
a  sind*). 

Um  diesen  Satz  zu  begründen,  betrachten  wir  zuvorderst 
zwei  quadratische  Systeme  a,  6  vom  Typus  n  •  n  und  das 
aus  ihnen  zusammengesetzte  quadratische  System  c  desselben 
Typus.  Sind  a«^,  baß,  Caß  die  Elemente  dieser  drei  Systeme, 
so  besteht  die  allgemeine  Beziehung: 

Caß  =  Clalbiß  +  ttaibiß  +  *  •  '  +  Cl'anbnß' 

Ist  nun  r  der  Rang  von  a,  so  kann  man  zwei  Einheits- 
systeme p,  q  vom  Typus  n  •  n  angeben,  so  beschaffen,  dass 
das  zusammengesetzte  System  p  *  a  -  q  das  folgende  wird : 

•)  Dieser  Satz  ist  (in  einer  andern  Einkleidung)  zuerst  von  Fro- 
benius  in  seiner  grossen  Abhandlung  „Theorie  der  linearen  Formen 
mit  ganzen  Coefficienten**  im  Joum.  f.  Math.  86  und  88,  und  zwar  in 
letzterem  Bande  S.  114  bewiesen  worden.  Einen  andern,  dem  hier 
dargestellten  näherstehenden  Beweis  gab  Hensel  „über  die  Elementar- 
theiler componirter  Systeme**  in  dems.  Journal  114  S.  109. 
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E  = 


e,  0. 

••0   0- 

0  e^  ■ 

••0  0- 

0  0  • 

•  •  e,  0     • 

0  0  •• 

, .       0     . 

^T"       1 

■  1                      1    • 

WO  €i,  €^,'  '  '  Cr  die  r  von  Null  verschiedenen  Elementartheiler 
von  a  sind^  und  man  kann  setzen: 

d  =  p'C=  (paq)  '  {q-^h)  =  E  -  g^ 

wo  g  ein  quadratisches  System  von  n  •  n  Zahlen  ist,,  welche 
gafi  heissen  mögen;  diese  Gleichheit  lehrt  offenbar,  dass  das 
Zahlensystem  d  mit  dem  folgenden: 

eign   eign  •  •  •  ^i</i« 


0      0      ..-0 


vom  Typus  n  •  n  übereinstimmt.  Nun  ist  aber  erstlich,  da  d 
aus  der  Zusammensetzung  eines  Einheitssystems  mit  c  her- 
vorgeht, der  grösste  gemeinsame  Theiler  dx  aller  Unterdeter- 
minanten x^^  Grades  von  d  gleich  demjenigen  von  c.  Man 
sieht,  dass  diese  sämmtlich  verschwinden,  wenn  x  >  r,  dass 
also  dann  dj  =  0  ist;  für  x  <  r  dagegen  wird  jede  von  Null 
verschiedene  Unterdeterminante  x*®°  Grades  D^  gleich  dem 
Produkte  aus  x  von  den  Elementartheilem  ^i,  ^,  •  *  •  ^r  und 
der  entsprechenden  Unterdeterminante  Gx  des  Systems 

gn  gi2  •  • '  gin 


gri  gri  •  •  •  gm 
0    0     ...  0 


sein,  sodass  wir  setzen  dürfen 
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wenn  ii  Ki^  <.'-'<.  ix  gewisse,  der  Grösse  nach  geordnete 
Indices  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  r  bedeuten.  Betrachten  wir  femer 
diejenigen  Unterdeterminanten  x  —  1^°  Grades  Dx—iy  welche 
in  der  Determinante  D«  zu  den  Elementen  ihrer  letzten  Zeile 
adjungirt  sind,  so  dürfen  wir  analog 

setzen,  und  jede  dieser  Unterdeterminanten  wird  theilbar  sein 
durch  (Zx_-i.  Da  aber  Gx  eine  homogene  lineare  Funktion  der 
gedachten  G»— i  ist,  so  wird  jedenfalls  D»  gleich  e,-^  mal  einer 
homogenen  linearen  Funktion  der  gedachten  Dx~i  iind  folg- 
lich durch  ßi^  '  dx— 1>  umsomehr  also  dui'ch 

ßx  •  dx—i  =  ;j dx—i 

^x  — 1 

theilbar  sein.  Dies  gilt  daher  auch  vom  grössten  gemeinsamen 
Theiler  dx'  der  sämmtlichen  Dx,  mögen  sie  Null  oder  von 
Null  verschieden  sein,  und  somit  ist  dj  theilbar  durch 


rfx-l 


oder 


^x-l 


d'  f       ^      »  ^  ^X 

==  e^    theilbar  durch  -r: —  =  e» . 


^^^^  .X  ^^^^-     ^^^^ 


Man  erhält  also  zunächst  folgenden  Satz:  Ist  ein  qua- 
dratisches System  aus  zwei  (oder  mehreren)  solchen 
Systemen  zusammengesetzt,  so  ist  jeder  seiner  (von 
Null  verschiedenen)  Elementartheiler  ein  Vielfaches 
des  entsprechenden  Elementartheilers  eines  jeden 
einzelnen  der  Systeme*). 

Zwar  scheint  der  Satz  durch  das  Vorhergehende  nur  be- 
züglich des  ersten  Faktors  a  bewiesen  zu  sein.  Jedoch  sind 
offenbar  die  Determinanten  x**°  Grades,  welche  aus  einem 
Systeme  a  sich  bilden  lassen,  denjenigen  gleich,  die  aus  dem 
conjugirten  Systeme  a'  hervorgehen,  somit  auch  die  Zahlen 

•)  Der  hier  mitgetheilte  Beweis  des  Satzes  findet  sich  bei  Fro- 
benius  „über  die  Elementartheiler  der  Determinanten"  in  den  Sitzungs- 
berichten der  Berl.  Ak.  v.  J.  1894,  wo  auch  noch  ein  zweiter  aus  der 
Formel  (19)  dieses  Capitels  geschöpfter  Beweis  gegeben  wird. 
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dx  und  die  Reihe  der  Elementartheiler  für  beide  dieselben. 
Ist  aber  c  =^  a  'b,  so  ist  c  =^h'  -  a\  dem  Bewiesenen  zufolge 
also  die  ElementarUieiler  von  c'  d.  h.  von  c  Vielfache  der  ent- 
sprechenden Elementartheiler  von  V  d.  i.  von  6.  — 

5.    Nunmehr   betrachten  wir  ein   rechteckiges   System 
a  vom  Typus  m  •  n: 

ttii    ai2    •  •  •  0>\n 


Ctml  Ctm2  '  *  *  «m«  , 


wir  setzen  w  <  n  voraus;  entgegengesetzten  Falls  gelten  ähn- 
liche Schlüsse.  Erweitert  man  dies  System  durch  Hinzu- 
fügung von  n  —  m  Zeilen  mit  Nullen  zu  einem  quadratischen 
Systeme  %  vom  Typus  n*n\ 

a\\    «12    •  •  •  flb  n 

<*ml  Ötm2  •  •  •  ötmii 

0    0    ...0 

so  leuchtet  ein^  dass  die  Gesammtheit  aller  aus  a  gebildeten 
Determinanten  vom  Orade  x  ^  m  mit  der  Gbsammtheit  aller 
solchen  aus  a^  gebildeten  bis  auf  gewisse  hinzutretende  Deter- 
minanten des  letzteren^  welche  Null  sind^  übereinstimmt,  und 
somit  wird  die  mit  d^^  bezeichnete  Zahl  und  folglich  auch  e^ 
für  beide  Systeme,  so  lange  x^m  ist,  ein-  und  dieselbe  sein. 
Ist  femer  a^^^  das  aus  dem  quadratischen  Systeme  p: 


Pll  Pi2    '  •  '  Pi 


m 


PmlPm2  '  •  'Pmm 

und  a  zusammengesetzte  System 

Oll    ai2  •  •  •  din 


ff  » 


ö^ml  Clm2  •  •  •  (f'mn  ; 

SO  kann  man  das  erweiterte  System  Oq^^^ 
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öli    0>vi   •  •  •  öij 


0    0    ...0 


dessen  Elementartheiler  Cx',  wie  bemerkt,  so  lange  x  ^  w  ist, 
mit  denjenigen  yon  a^^)  übereinstimmen,  als  zusammengesetzt 
ansehen  aus  dem  quadratischen  Systeme  p^: 


ihi 

1>12    • 

• 

>       •       • 

0-- 

•0 

P/Bl 

Pm%  ' 

•  •  Vmm 

0.. 

•0 

0 

•          • 

0       • 

• 

•0 

>            •            • 

1  • 

•             • 

•0 

• 

0    0    ...  0     0. . .  1 

vom  Typus  n  •  n  mit  dem  quadratischen  Systeme  %  vom 
gleichen  Typus.  Dem  vorigen  Satze  zufolge  werden  mithin 
die  (von  Null  verschiedenen)  Elementartheiler  von  a^^>  Viel- 
fache der  entsprechenden  Elementartheiler  von  a  sein. 

Wenn  nun  das  System   a<^^  vom   Typus   m  « n   mit   dem 
quadratischen  Systeme  ^  vom  Typus  n-  n\ 

qx\  }i3  •  •  •  q\% 


sich  zu  dem  Systeme  b: 

hii   bi2   •  •  •  bin 


bml  bmi  •  •  •  6 


mn 


zusammensetzt,  so  entsteht  o£Fenbar  aus  dem  erweiterten 
Systeme  a^^^^  durch  jene  Zusammensetzung  das  erweiterte 
System  b^: 

bn  6i2  •  •  •  bin 


bml  bm2  *  •  •  bmn 

0    0    ...  0 
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vom  Typus  n  •  n  und  seine  (von  Null  verschiedenen  Hlementar- 
theiler,  welche,  so  lange  x  <  m  ist,  mit  denjenigen  von  b  über- 
einstimmen, sind  dem  Hilfssatze  zufolge  Vielfache  von  den 
entsprechenden  Elementartheilem  von  a^^\  folglich  auch  von 
denjenigen  von  a.  Soll  also  b  unter  a  enthalten  sein, 
so  ist  nothwendig,  dass  der  Rang  von  b  nicht  grosser 
als  der  von  a,  und  dass  die  Elementartheiler  von  b 
Vielfache  der  entsprechenden  Elementartheiler  von 
a  sind. 

Nehmen  wir  aber  diese  Bedingungen  als  erfiUlt  an,  and 
bestimmen  Einheitssysteme  p,  r  und  5,  s  resp.  vom  Typus 
m  •  m  und  n  •  n,  so  dass 


wird,  wo 


0  e. 


E=- 


0  0 
0  0 


••  0 
•  •  0 


er  ■■ 
0  ■• 


J5;(«)  = 


<o 

...  0    •    • 

0    V 

...  0   ... 

0    0 

.  .  .    Cr'    •  .  • 

0   0 

•                  • 

.. .  0   .  • . 

und  allgemein  f/  *=  i?«  •  ^  ist,  wahrend  einige  der  letzten  ij, 
auch  Null  sein  können.     Offenbar  wird  auch 

Po '^'2  =  ^07     »"0  •  ^0  •  «  =  ^0^^^ 

sein,  wenn  wir  durch  den  Index  0  die  resp.  nach  dem  Obigen 
zu  Quadraten  erweiterten  Systeme  bezeichnen,  und  man  findet 
sogleich  Eq^^^  als  zusammengesetzt  aus  dem  Diagonalsysteme  H^i 


Vi 

0  • 

•               • 

•           • 

0 

0  •• 

■    Vr 

•               • 

0 

• 

0  •• 

•              • 

•  0 

•               • 

1  ••• 

•               • 

0  0  ...  0  0  .   •  1 

vom  Typus  n  •  n  und  aus  Eq.    Hieraus  folgt  aber 

Da  nun,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  sowohl  r^"^  als  auch 
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das  zusammengesetzte  System  r^'^^H^p^  dieselbe  Gestalt  hat^ 
wie  das  System  p^,  so  erschliesst  man  aus  vorstehender  Glei- 
chung diese  andere 

wenn  unter  ö,  x  gewisse  quadratische  Systeme  vom  Typus 
m  •  m  resp.  n  •  n  verstanden  werden,  d.  h.  6  ist  unter  a  ent- 
halten. Die  obgenannten  Bedingungen  genügen  also 
auch  dazu,  dass  h  unter  a  enthalten  ist,  und  somit  ist 
der  zu  Beweis  gestellte  Satz  jetzt  vollkommen  er- 
wiesen. 

6.  Zur  Abkürzung  der  Ausdrucksweise  führen  wir  an 
dieser  Stelle  zwei  Benennungen  ein.  Ist  D^  irgend  eine  aus 
einem  System  a  gebildete  Determinante  x^^  Grades,  so  soll 
jede  Unterdeterminante  erster  Ordnung  von  Dx,  die 
also  stets  eine  aus  a  gebildete  Determinante  x  —  1**"*  Grades 
ist,  kurz  eine  Subdeterminante  von  D^  genannt  werden; 
dagegen  nennen  wir  jede  aus  a  gebildete  Determinante  x  -j-  1*®*^ 
Grades,  welche  Z)»  als  Unterdeterminante  erster  Ordnung  ent- 
hält, eine  Superdeterminante  von  Dx*)- 

Wenn  man  nun  aus  einem  Systeme  a: 

an  ai2  •  •  •  <hn 


0>ml  (^m2  '  '  '  (hnn 


irgend  eine  Determinante  x^**  Grades  herausnimmt,  so  lässt 
sich  ihr  System  stets  als  eine  Zusammensetzung  des  Systems 
a  mit  quadratischen  Systemen  auffassen.  In  der  That  erkennt 
man  z.  B.  das  System 


ttii  ai2  •  •  •  fli 


«xl  ^x2  *  •  •  öxx 


sogleich    als   Resultat    der    Zusammensetzung    folgender    drei 
Systeme: 


*)  Vgl.  Hense],  über  reguläre  Determinanten  und  die  aus  ihnen 
abgeleiteten  Systeme,  Jonm.  f.  Math.  114  S.  25. 

Bachmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  20 
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1  0  •  •  •  0  0  •  •  •         an  ati  ' ' '  Ol«  1  0  •  •  •  0  0  •  •  • 

01--00 01..00-- 

OO-IO 00-.10-- 

00--00 00     ...     . 


dessen  erstes  vom  Typus  m  •  m,  dessen  letztes  vom  Typus  n  •  n 
gedacht  ist,  während  in  beiden  alle  Glieder  bis  auf  die  ersten 
X  Diagonalglieder  vom  Werthe  1  gleich  Null  sind.  Dem 
vorigen  Satze  zufolge  darf  man  daher  sagen:  Ist  2>x  irgend 
eine  Determinante  x*®"  Grades  des  Systems  a,  und  t^  der  grösste 

gemeinsame  Theiler    aller  ihrer  Subdeterminanten,   mithin  — 

ihr  x^^  Elementartheiler  e^,  so  ist  e^  ein  Vielfaches  von  e«. 
Denkt  man  sich  diesen  Quotienten  für  sammtliche  Determi- 
nanten x**°  Grades  von  a  gebildet,  so  wird  folglich  auch  der 
grösste  gemeinsame  Theiler  z/^  aller  dieser  Quotienten  durch 
Sjt  theilbar  sein.    Andererseits  ist  jedes  Dx  theilbar  durch  d^  und 

umsomehr  -r-^  eine  ganze  Zahl,  und  t^y  als  grösster  gemein- 

"x  — 1 

samer  Theiler  gewisser  Determinanten  x  —  1*®°  Grades  von 
a,  ist  gewiss  durch  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  dieser 
sämmtlichen  Determinanten,  d.  i.  durch  dx—i  theilbar.  Dem- 
nach ist  der  Quotient 

^x        ^x  «X 


d      *      t  dt 

X — 1  X  X — 1 

D  D 

eine  ganze  Zahl  oder   -j— ^  durch  —  und  folglich  auch  durch 

^X — 1  X 

z/x  theilbar.     Da   dies    für  jede    der   Determinanten   D^   gilt, 
muss  auch  der   grösste   gemeinsame  Theiler   aller   Quotienten 

D  d 

*    d.  h.  ^r-^  =  e^   theilbar    sein    durch   J^.     Aus    beiden 


Resultaten  erschliesst  man  die  Gleichheit 

^x  =  ^x. 

Hatten  wir  also  bisher  den  Elementartheiler  e^  nur  als  Quo- 
tienten zweier  grössten  gemeinsamen  Theiler  definirt: 
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d 

X 


Cx  =  3 — ;   SO   zeigt  sich  jetzt  e^   selbst  als  ein   grösster 


"x— 1 


gemeinsamer  Theiler  bestimmt,  wie  folgt:  Der  x**  Ele- 
mentartheiler  eines  Systems  ist  der  grosste  gemein- 
same Theiler  der  Quotienten^  welche  man  erhält^  wenn 
man  jede  Determinante  x^^  Orades  des  Systems  durch 
den  grössten  gemeinsamen  Theiler  ihrer  Subdeter- 
minanten  dividirt*). 

Ist  das  System  a  ein  Theil  eines  Systems  a^  so  wird  jede 
Determinante  x*®°  Grades  aus  a  auch  eine  solche  von  a  und 
jeder  Quotient  aus  einer  Determinante  x^^  Grades  von  a  und 
dem  grössten  gemeinsamen  Theiler  ihrer  Subdeterminanten  auch 
einer  der  analogen  Quotienten  von  a  sein;  mithin  ist  gewiss 
der  X*®  Elementartheiler  von  a  als  grösster  gemeinsamer  Divisor 
sammtlicher  jener  Quotienten  theilbar  durch  den  grössten  ge- 
meinsamen Divisor  dieser  Quotienten  d.  i.  durch  den  x^°  Ele- 
mentartheiler von  a.  Enthält  also  ein  System  a  ein 
anderes  a  als  Theil^  so  geht  der  tC^  Elementartheiler 
des  ersteren  im  x^^  Elementartheiler  des  letzteren  auf. 

Ist  femer  eine  Primzahl  p  in  den  mit  d^,  rf^-i,  Dx,  ^x 
bezeichneten  Zahlen  genau  resp.  d^^  ^x— i,  ^x  +  A,  ^x— i  +  A' 
Mal  als  Faktor  enthalten^  so  sind  k^k'  nicht-negative  Zahlen, 

^x 

und  p  ist  in  e^  und  —  genau  dx  —  dx—\  resp.  dx  —  dx—i  +  '^  —  ^' 


X 


Mal  enthalten.     Da  -~  durch  dx  =  ^x  theilbar  ist,  findet  sich 

X 

A  —  A'  >  0.  So  oft  also  A  =  0  ist,  muss  auch  A'  =  0  sein. 
Hieraus  folgt  der  Satz:  Ist  Dx  eine  Determinante  x*~ 
Grades,  welche  die  Primzahl  p  genau  so  oft  als  Faktor 
enthält,  als  sie  im  grössten  gemeinsamen  Theiler  dx 
aller  solcher  Determinanten  aufgeht,  so  muss  auch 
unter  ihren  Subdeterminanten  eine  sein,  welche  die 
Primzahl  p  in  der  gleichen  Potenz  enthält,  wie  dx-i. 
7.    Bevor  wir   die   grosse  Reihe   der  Folgerungen   weiter 


*)  Diese  Definition  fand  zuerst  Stephen  Smith  in  seiner  Abhand- 
lung: On  Systems  of  Linear  Indeterminate  Equations  and  Congruences, 
Phil.  Trans.  161  p.  298. 

20* 
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entwickeln^  welche  die  in  der  Formel  (15)  ausgesprochene 
Reduktion  ganzzahliger  Systeme  zu  ziehen  gestattet,  stellen 
wir  ihr  eine  zweite  ähnliche  an  die  Seite. 

Gesetzt  wieder,  r  sei  der  Rang  des  Systems  a,  und  zu- 
erst m  <ny  so  können  wir  durch  eine  eventuelle  vor^mgige 
Umformung,  zu  der  es  nur  der  Yertauschung  gewisser  Zeilen 
bedarf,  bewirken,  dass  die  aus  den  ersten  r  Zeilen  möglichen 
Determinanten  r^**  Grades  nicht  sammtlich  verschwinden;  als- 
dann verschwinden  auch,  wenn  x  <  r,  nicht  i»mmtliche  aus 
den  ersten  x  Zeilen  möglichen  Determinanten  x^°  Grades,  denn 
jene  können  al«  Uneare  homogene  Funktionen  von  diesen 
dargestellt  werden.  Ist  dies  geschehen,  so  sei  allgemein  r« 
grösster  gemeinsamer  Theiler  aller  Determinanten  x^°  Grades, 
die  aus  den  ersten  x  Zeilen  herstellbar  sind,  sodass,  da  jede 
solche  eine  homogene  lineare  Funktion  von  Determinanten 
X  —  1*^  Grades  ist,  die  aus  den  ersten  x  —  1  Zeilen  her- 
stellbar sind,  jedenfalls  — —  =  m^  eine  ganze  Zahl  sein  wird. 

Wenn  man  nun  zur  Rechten  mit  Einheitssystemen  zusammen- 
setzt, so  erkennt  man  zuvörderst  ganz  wie  bei  der  früheren 
Reduktion*,  dass  die  Zahlen  r«  also  auch  Ux  dabei  ungeandert 
bleiben;  denn  die  Determinanten  x^  Grades,  welche  aus  den 
ersten  x  Zeilen  gebildet  werden,  sind  bei  dem  zusammen- 
gesetzten Systeme  homogene  lineare  Funktionen  derjenigen, 
welche  bei  dem  ursprünglichen  Systeme  aus  den  ersten  x 
Zeilen  gebildet  sind,  und  umgekehrt;  femer  sieht  man,  dass 
man  diese  Einheitssysteme  so  wählen  d.  h.  die  Spalten  so  mit 
einander  verbinden  kann,  dass  die  erste  Zeile  die  Gestalt  an- 
nimmt: 

ti  =  Wj,  0,  0,  •  •  •  0. 
Ist  dann 

&«1,  &22;  &28;  •  •  •    ^in 

die  neue  zweite  Zeile,  so  können,  wenn  r  >  2,  nidit  sammt- 
liehe  Zahlen  &88,  2^s>  •  •  •  2>8ii  Null  sein,  da  sonst  s&mmtliche 
aus  den  ersten  zwei  Zeilen  genommenen  Determinanten 
2**°  Grades  Null  wären,  was,  wie  bemerkt,  nicht  sein  kann. 
Daher  haben  dann  bn,  hn,  *  -  *  bin  den  grössten  gemeinsamen 
Theiler  ti^,  und  durch  geeignete  Verbindung  der  letzten  n  —  1 
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Spalten  kann  man  die  zweite  Zeile  umformen  in 

6,1,  «j,  0  ...  0, 

und  wenn  man  nun  die  zweite  Spalte,  mit  einer  passenden 
ganzen  Zahl  multiplicirt,  zur  ersten  fügt,  wodurch  die  erste 
Zeile  ungeändert  bleibt,  b^^  positiv  und  kleiner  machen  als 
Ug.  Auf  ähnliche  Weise  führt  man  sodann  die  dritte  Zeile 
in  die  Gestalt 

^u  ^8,,  «B,  0  . . .  0 

über,  worin  c^^ ,  c^  positiv  und  kleiner  sind  als  u^  u.  s.  w.  bis 
zur  r**°  Zeile,  welche  die  Form  erhalten  wird: 

drl,  dri,   '  '  *    dr^r—lj    ^r  y    0    .  .  •    0, 

wo 

positiv  und  kleiner  sind  als  Ur.  Sind  nun  überhaupt  noch 
Zeilen  vorhanden,  so  muss  jede  von  ihn^i  die  Gestalt  haben: 

damit  jede  Determinante  r  +  1^"  Grades  Null  sei.  Man  ge- 
langt also  durch  Zusammensetzung  mit  Einheits- 
systemen zu  einem  System  der  folgenden  Gestalt: 


(178) 


(«1 

0     0 

0  • . . 

bn 

M,     0 

0  .   • 

dr\ 

dri    drZ 

• . .  Wr  0  •  •  • 

«1 

1              •              • 

•  .  •    Xr    0    •  •  • 

in  welchem  die  letzten  n  —  r  Spalten  aus  Nullen   bestehen, 
die  Zeilen  von  der  r  -|-  1***^  an  aber  ausfallen,  wenn 


m. 


Wäre  zweitens  w>n,  so  würde  nach  einer  eventuellen 
vorläufigen  Vertauschung  gewisser  Spalten  eine  ähnliche 
Operation  an  den  Zeilen  d.  h.  eine  Zusammensetzung 
mit  Einheitssystemen  auf  der  linken  Seite  das  System  a 
in  die  entsprechende  Form 
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(17  b) 


[Ml   hu 

•  •  •    rfir           h 

0    u. 

•  • •    d^r           ^2          '  *  • 

0    0 

•  •  •    rfr— l,r   Ar— 1  •  *  • 

0    0 

•  •  •    Mr              Ar 

0    0 

...  0            0 

11               1 

*         «      1      t                                            n 

überführen,  in  welcher  die  letzten  m  —  r  Zeilen  aus  Nullen 
bestehen,  die  Spalten  von  der  r  +  1**°  an  aber  ausfallen, 
wenn  r  =  n. 

8.  Wir  benutzen  diese  Resultate  vor  allem  zum  Beweise 
eines  wichtigen  Satzes*).  Sei  2)x— i  eine  aus  den  Zeilen  «i, 
H,  * ' '  ix— 1  und  den  Spalten  Äi,  ^2;  •  •  •  K—i,  ebenso  Z),  eine 
aus  den  Zeilen  f^,  ^g,  •  •  •  fx  und  den  Spalten  ffi,  g^y  '  -  -  g»  von 
a  gebildete  Determinante  x  —  1****  resp.  x*^  Grades,  wobei 
es  zulässig  ist,  dass  die  f  sich  theilweise  mit  den  f ,  die  g  mit 
den  li  decken.     Wir  betrachten  das  Zahlensystem  a: 


a^l*!  •  •  •    «ijAx-l 


a, 


l9i 


at 


\9it 


di ,Ai   •  •  •    fl^i. 


o.-. 


«/x*l  •  •  •    ^/x*x-l  % 


'x9l 


•  •  •    ^x9x  > 


welches  aus  (2x  —  1)  •  (2x  —  1)  Elementen   besteht   und  zur 
Abkürzung  durch 

«lA        OHg 

üfh  üfg 

bezeichnet  werden  mag.     Der  zu   beweisende  Satz   lautet 
dann  so: 

Das  Produkt  Dx— i  •  Dx  ist  theilbar  durch  das  Pro- 
dukt aus  dem  grössten  gemeinsamen  Theiler  aller 
Subdeterminanten  von  Dx  und  dem  grössten  gemein- 
samen Theiler   aller   aus   a   gebildeten   Superdetermi- 


*)  Vgl.  Frobeniuö  in  der  zuletzt  angefahrten  Arbeit. 
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nanten  von  D«— i.  Da  nämlich  das  Rechteck  der  Elemente 
afk  ▼om  Typus  x(x  —  1)  ist,  kann  das  System  a,  indem  man 
die  letzte  Reduktionsmethode  zur  Reduktion  jenes  Rechtecks 
verwendet,  durch  Zusammensetzung  mit  Einheitssystemen,  die 
nur  eine  Vertauschung  der  ersten  x  —  1  Spalten  von  a 
bewirken  und  nur  die  letzten  x  Zeilen  verändern,  in  ein 
anderes  a'  verwandelt  werden,  in  welchem  die  letzte  Zeile 
des  genannten  Rechtecks  aus  Nullen  besteht;  es  sei  folgendes: 

wobei  dem  Gesagten  zufolge  die  Determinante  |  aU  \  numerisch 
gleich  I  aik  \  d.  i.  gleich  Dx—i  sein  muss.  Da  zugleich  das 
System  a}g  aus  a/g  durch  Zusammensetzung  mit  den  ange- 
wandten Einheitssystemen  der  zuletzt  genannten  Art  hervor- 
geht, muss  sowohl  die  Determinante  |  ajg  \  numerisch  gleich 
I  a/g  I  d.  i.  Dxj  als  auch  der  grösste  gemeinsame  Theiler  SDx^i 
aller  Subdeterminanten  für  beide  Determinanten  derselbe  sein. 
Endlich  muss  aber  auch  der  grösste  gemeinsame  Theiler  %^^^ 
aller  aus  a  gebildeten  Superdeterminanten  von  |  aik  \  dem- 
jenigen aller  aus  a'  gebildeten  Superdeterminanten  von  |  aU  \ 
gleich  sein;  denn,  da  jede  der  letzten  x  Zeilen  von  a'  nur  eine 
homogene  lineare  Verbindung  der  letzten  x  Zeilen  von  a  sein 
kann,  so  ist  jede  von  den  letzteren  Superdeterminanten  auch 
eine  homogene  lineare  Verbindung  der  ersteren,  also  jede  von 
jenen  durch  den  grössten  gemeinsamen  TheUer  von  diesen 
theilbar,  und,  weil  nur  Einheitssysteme  zur  Zusammensetzung 
benutzt  wurden,  auch  umgekehrt.  Betrachtet  man  aber  ins- 
besondere diejenigen  Superdeterminanten  von  |  aU  \ ,  welche 
Elemente  der  letzten  Zeile  des  Systems  a'  enthalten,  so  sind 
diese  gleich  je  einem  Elemente  der  letzten  Zeile  von  a/^mal 
I  ^«A  I  =*  i  -^«-1;  ^^^  folglich  ist  d'  Dx— 1  ihr  grösster  ge- 
meinsamer Theiler,  wenn  man  mit  d  denjenigen  aller  Elemente 
der  letzten  Zeile  von  a/^  bezeichnet;  mithin  ist  jedenfalls  d-Dx^i 
ein  Vielfaches  der  Zahl  S)(*),  die  ein,  allen  aus  a'  gebildeten 
Superdeterminanten  von  |  a/k  |  gemeinsamer  Faktor  ist. 

Andererseits    ist    die   Determinante   |  a/g  \  =  +  -D»,   weil 
sie  homogen  und  linear  ist  sowohl  nach  den  Elementen  ihrer 
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letzten  2ieile  als  auch  nach  den  Sabdeterminanten  ilurer  x  —  1 
ersten  Zeilen^  theilbar  durch  d-^x-i-  Daraus  folgt ,  dass 
dDx-i  •  Dx  durch  SD<*^  •  rfSJ^-i  und  folglich  D^-iD*  durch 
S)(*>2)x-i  theilbar  ist,  w.  z.  b.  w. 

9.  Ist  nun  p  irgend  eine  Primzahl,  so  wollen  wir  mit 
f^x  die  höchste  Potenz  derselben  bezeichnen,  welche  in  der 
Zahl  dx  aufgeht,  wo  ^^  =  0  zu  setzen  ist,  wenn  d^  diese  Prim- 
zahl überhaupt  nicht  als  Faktor  enthalt.     Da 


^-1       ^x-i  *  ^x-2         dl_^ 

eine  ganze  Zahl  ist,  ergiebt  sich  mit  Bezug  auf  jede  Prim- 
zahl p  die  Beziehung: 

(18)     dx  +  ^x-:2  —  2dx^i  ^  0  oder  dx  —  a^-i  ^  ^x-i  —  dx-i. 

Seien  femer  p^x,  p'^x—i  die  höchsten  Potenzen  xon  p,  welche 
in  Dx  resp.  in  allen  ihren  Subdeterminanten  und  folglich  in 
5E),e— 1,  dagegen  jp**— i,  /W"^  diejenigen,  welche  in  D^-i  resp. 
in  aUen  ihren  aus  a  gebUdeten  Superdeterminanten  und  folg- 
lieh  in  2)^"^  aufgehen:  dann  besteht  dem  letztbewiesenen  Satze 
zufolge  die  zweite  Ungleichheit: 

(19)  dx  +  Sn^lS  <^'^  +  <^^-l' 

Wir  entwickeln  einige  Polgerungen  aus  diesen  beiden  Un- 
gleichheiten, führen  aber  zunächst  mit  Hensel  zu  diesem 
Zwecke  eine  bequeme  Benennung  ein.  Weil  nändich  pßx  die 
höchste  in  dx  d.  i.  in  sämmtlichen  Unterdeterminanten  x^^ 
Grades  des  Systems  a  aufgehende  Potenz  von  p  ist,  muss  es 
unter  den  letzteren  sicher  eine  geben,  welche  genau  durch 
p^x  theilbar  ist;  jede  solche  Unterdeterminante  wollen  wir 
eine  mit  Bezug  auf  p  reguläre  Unterdeterminante 
x*®°  (Jrades  nennen. 

Nehmen  wir  nun  erstens  an,  Dx  und  Dx—i  seien  regu- 
lär mit  Bezug  auf  p.    Dann  ist 

^M  =  dxf     9»  —  \  =  dx—i 
und  die  Ungleichheit  (19)  nimmt  die  Form  an: 

^x  +  »x-1  5  ^""^  +  i^x-l. 

Andererseits  ist  jede  Superdeterminante  von  D^-i  als  Unter- 
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determinante  x^^  Gh-ades  (wenn  sie  nicht  Null  ist)  durcli  p^«, 
und  jede  Subdeterminante  von  2>x  als  Unterdeterminante 
X  —  l*«»»  Grrades  durch  j9^x-i  theilbar,  also 

also  ___ 

was  in  Verbindung  mit  der  obigen  Ungleichheit  sofort  die 
Gleichheiten 

ei^ebt.  Demnach  giebt  es  unter  den  aus  q,  umsomehr  also 
unter  den  aus  a  gebildeten  Superdeterminanten  von  D«— i 
mindestens  eine,  welche  genau  durch  jt^x,  unter  den  Subdeter- 
minanten  von  2>x  eine,  welche  genau  durch  p^x— i  theilbar  ist, 
oder  man  erhält  folgende  zwei  Sätze: 

I.  Jede  mit  Bezug  auf  p  reguläre  Determinante 
x*^  Orades  eines  Systems  a  (x  >  1)  enthält  eine  solche 
reguläre  Determinante  x  —  !*•**  Grades  als  Unterdeter^ 
minante. 

n.  Jede  mit  Bezug  auf  p  reguläre  Determinante 
X  —  !*•"  Grades  (x  nicht  grosser  als  die  kleinste  der 
beiden  Zahlen  m^n)  ist  in  einer  solchen  regulären 
Determinante  x^'^  Grades  als  Unterdeterminante  ent- 
halten*). 

Den  ersten  dieser  beiden  Sätze  fenden  wir  bereits  auf 
anderem  Wege  in  nr.  6. 

Wir  wollen  ferner  eine  Unterdeterminante  x*^ 
Grades  —  ohne  Bezug  auf  eine  bestimmte  Primzahl  — 
regulär  nennen,  wenn  sie  dem  grössten  Theiler  ä^ 
aller  solcher  Unterdeterminanten  numerisch  gleich 
ist.  Das  System  ihrer  Subdeterminanten  resp.  das 
ihrer  Superdeterminanten  heisse  regulär,  wenn  ihr 
gi«88ter  gemeinsamer  Theiler  gleich   4^1   resp.   gleich   d»+i 

*)  S.  Henael,  über  reguläre  Determinanten  etc.  S.  29.  Fro- 
benins  hat  dieselben  Sätze  bewiesen  im  Sitzungsbericht  d.  B.  Ak. 
1894  S.  81—44;  er  erhält  dort  die  Ungleichheit  (19)  ans  einer  von 
Kronecker  (Joum.  f.  Math.  72  S.  158)  gegebenen  Determinanten- 
Identität. 
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ist.     Ans  den  beiden  erhaltenen  Sätzen  folgt  dann   der   nach- 
stehende*): 

Ist  eine  ünterdeterminante  x**°  Grades  regulär, 
so  ist  auch  das  System  aller  ihrer  Subdeterminanten, 
wie  auch  dasjenige  aller  ihrer  Superdeterminanten 
regulär.  In  der  That  ist  die  Determinante  dann  auch  r^ular 
in  Bezug  auf  jede  Primzahl  p,  unter  ihren  Subdeterminanten 
ist  also  eine,  welche  genau  durch  pßx—i  aufgeht,  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  derselben  enthält  folglich  jede  Primzahl 
p  genau  ebenso  oft  wie  rf^— i  und  muss  folglich  gleich  rf»— i 
sein.  In  derselben  Weise  zeigt  sich,  dass  der  grösste  gemein- 
same Theiler  aller  Superdeterminanten  der  regulären  Deter- 
minante x^°^  Grades  gleich  d^-f  i  ist. 

Eine  weitere  Folgerung  aus  den  beiden  obigen  Sätze  ist 
dieser  andere: 

Sind  Di  und  Dh  zwei  mit  Bezug  auf  p  reguläre 
Determinanten  eines  Systems  resp.  vom  Grade  i  und 
Ä,  ist  Di  eine  Unterdeterminante  von  Dh,  und  x  eine 
Zahl  zwischen  i  und  A,  so  giebt  es  eine  mit  Bezug  auf 
p  reguläre  Determinante  Dx  des  Systems  vom  Grade 
X,  welche  Dj  als  ünfcerdeterminante  enthält,  und  selbst 
als  solche  in  Dh  enthalten  ist.  Denn  Di  wird  als  eine 
mit  Bezug  auf  p  reguläre  ünterdeterminante  des  gesammten 
Systems  auch  eine  solche  reguläre  ünterdeterminante  des- 
jenigen Theilsystems  sein,  aus  welchem  Du  gebildet  ist,  und 
daher  findet  sich,  in  wiederholter  Anwendung  des  zweiten 
unserer  Sätze,  eine  Determinante  D«  der  gedachten  Art,  welche 
wenigstens  in  Hinsicht  auf  dies  Theilsystem  regulär  ist,  d.  h. 
p  in  derselben  Potenz  pßx  enthält,^  wie  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  aller  ünterdeterminanten  x**"  Grades  von  D*.  Da  aber 
Dh  regulär  ist  in  Hinsicht  auf  das  gesanmite  System,  so  folgt 
durch  wiederholte  Anwendung  des  ersten  unserer  Sätze,  dass 
^J=  dx  also  Dx  auch  für  das  gesammte  System  regulär  sein 
muss,  und  somit  die  Richtigkeit  der  Behauptung. 

Wir  nehmen  nun  zweitens  nur  Dx  als  regulär  an  mit 
Bezug  auf  p.    Dann  ist 

^X  =  ^K. 

•)  S.  Hensel  a.  a.  0.  S.  26. 
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Da  zugleich  (^x-i^^x— i  s^in  muss,  folgt 

dx  —  dx-i  ^  Sjc  —  6x-i    d.  i.  wegen  (19)  ^  6^*^  —  ^x-i- 

Geht  aber  p  in  sämmtlichen  Superdeterminanten  von  Z)x-i 
in  der  Potenz  p*^^"^  auf,  so  ist  gewiss  ö^*^  ^  d^*^  und  deshalb 

In  dem  besonderen  Falle,  in  welchem  D«— i  regulär  also 

^x  — 1  =  ^x— 1 

ist,   kann  d^*)  nur   gleich   d^  sein,   und   die  Ungleichheit   ver- 
wandelt sich  in  die  Gleichheit 

Ca  —  ^x-i  =  d^"^  —  dx-i. 

d 
Nun  ist  wegen  e^  =  -r^^  die  Potenz  p^x-^x— i  die  höchste  in 

"x~l 

6x  aufgehende  Potenz  von  p,  man  erhält  also  folgenden  Satz: 
Theilt  man  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  aller 
Superdeterminanten  einer  (von  Null  verschiedenen) 
Determinante  x  —  l**''  Grades  durch  diese  letztere, 
so  enthält  der  Quotient  jede  Primzahl  p  höchstens, 
und  falls  die  Determinante  regulär  ist  mit  Bezug  auf 
Pf  genau  in  derselben  Potenz,  wie  der  x^  Elementar- 
theiler  des  Systems. 

Wird  drittens  umgekehrt  D«— i  als  regulär  mit  Bezug 
auf  p  also 

dx— 1  =  ^x— 1 

vorausgesetzt,  so  folgt,  da  stets  (J^*)  ^  ^x  ist  und  wegen  (19) 

In  dem  besonderen  Falle,  wo  auch  Dx  regulär  also  dx  =  ^x 
ist,  muss  nach  dem  Satze  I  auch  6x—i  =  ^x— i  söin  und  die 
Ungleichheit  geht  in  die  Gleichheit 

^x  —  ^x— 1  =  dx  —  ffx—l 

über.     Sonach  ergiebt  sich  der  weitere  Satz: 

Theilt  man  eine  (von  Null  verschiedene)  Deter- 
minante x*^  Grades  eines  Systems  durch  den  grössten 
gemeinsamen  Theiler  ihrer  Subdeterminanten,  so  ent- 
hält  der  Quotient  jede   Primzahl  p  mindestens,   und, 
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falls  die  Determinante  regulär  ist  mit  Bezug  auf  i?^ 
genau  in  derselben  Potenz,  wie  der  x^  Elementar- 
theiler  des  Systems*). 

Als  homogene  lineare  Funktion  ihrer  Subdeterminanten 
ist  die  Determinante  jedenfalls  durch  den  grossten  gemein- 
samen Theiler  der  letzteren  theilbar.  Demnach  ist  der  ge- 
dachte Quotient  eine  ganze,  durch  e^  theilbare  Zahl. 

Nun  giebt  es  unter  den  Determinanten  x*^  Grades  des 
Systems  für  jede  Primzahl  p  wenigstens  eine,  welche  in  Bezug 
auf  sie  regulär  ist.  Werden  also  die  gedachten  Quotienten 
ftlr  sämmtliche  jener  Determinanten  gebildet,  so  enthält  einer 
Ton  ihnen  und  folglich  auch  ihr  grösster  gemeinsamer  Theiler 
die  Primzahl  |>  d.  i.  jede  Primzahl  genau  in  derselben  Potenz 
wie  ßx  und  muss  folglich  gleich  6«  sein.  Wir  gelangen  auf 
diese  Weise  zu  der  Smith*schen  Definition  des  x**" 
Elementartheilers  wieder  zurück. 


Drittes  Capitel. 
Die  linearen  Oleichnngen. 

1.  Von  den  im  Vorigen  entwickelten  Eigenschaften  der 
Elementartheiler  wollen  wir  jetzt  eine  Reihe  von  Anwendungen 
auf  die  Theorie  der  linearen  Gleichungen  und  Con- 
gruenzen  machen.  Wir  führen  hier  von  vornherein  zwei 
Ausdrücke  ein,  deren  wir  uns  dabei  zur  Abkürzung  bedienen. 
Ist  a  ein  Zahlensystem  vom  Typus  mn,  so  sollen  diejenigen 
Determinanten  von  a,  welche  den  höchsten  Grad  haben, 
also  den  Grad  m  oder  n,  jenachdem  m<in  oder  w  >  n  ist, 
kurz  „die  Determinanten^^  des  Zahlensystems  genannt 
werden.     Ist  ihr  grösster  gemeinsamer  Theiler,  also  die  Zahl 


*)  Als  dne  Folgerang  dieses  Satzes  heben  wir  hier  den  folgenden 
hervor:  Ist  D^  eine  ünterdeterminante  «*^  Grades  des  Systems 

und  gehen   alle   ihre  Snbdefcerminanten   dnrch  p^x^i"^^  auf, 

so  ist  D    selbst  durch  p^n"^^  theilbar. 
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dyn  resp.  dnf  der  Einheit  gleich^   so  soll   das  Zahlensystem  a 
ein  Primsystem  heissen. 
Sind  nun 

Äa  =  aalXi  +  ttai^i  +  '  "  *  +  «an^n 

(a  =  1,  2,  •  •  •  wi) 

m  Linearformen,  deren  System  a  vom  Range  r  ist,  so  können 
wir  statt  ihrer  durch  die  Substitution  (5)  vorigen  Capitels  zu- 
nächst m  andere 

J^  =  aalXi  +  ^aiXi  +  •  *  *  +  <^anXn 

(a  =»  1,  2,  •  •  •  m) 

einführen  und  diese  dann  durch  die  Substitution  (9)  ebenda- 
selbst in  ebensoviel  lineare  Formen 

Ba  =  balVl  +  baiVi  H h  banVn 

(a  =s  1,  2,  •  •  •  m) 

mit  den  n  Unbestimmten  ^i,  J/t,  •  •  •  y»  verwandeln.  Wählt 
man  hierbei  aber  die  Systeme  p^q  so^  dass 

6  =|} '  a  '  q=^  E 
wird,  so  nehmen  die  letzteren  Formen  die  Gestalt  an: 

und  lehren,  so  oft  r  <  m  ist,  dass  die  Elemente  des  Zahlen- 
systems 

ftr+1,1    ^r-f  1,2    •  •  •    ^r+l,« 


'mn 


bml  6mf  • • •    fc« 

Null  sind;  mithin  bestehen  folgende  Relationen: 

«alffl/f  +  aa292/9  H +  danQnß  =  0, 

aus  denen  man,  da  die  Determinante  Q  =  1  ist,  fSr  dieselben 

Werthe  der  Indices  a,  ß 

aafi  =  0 
d.  h.  die  Oleichui^en 

Pal(hfi  +Pa2«2/»  + }-  Pam^hnfi  =  0 

(«=x=r-f  1,  ••«;/?  =  1,2,    -n) 

erhält.  Die  m  Elemente  ai^,  Oj,^,  •  •  •  Op,^  sind  mithin  m  —  r 
Bedingrungsgleichungen  unterworfen,  deren  Coef&cienten,  da  p 
ein  Einheitssystem   ist,  ein  Primsystem    bilden.     Da   hiemach 
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wenigstens  eine  Determinante  des  letzteren  Ton  Null  Terschieden 
ist,  so  lassen  sich  für  jeden  Index  ß  ans  jenen  m  —  r  Glei- 
chungen m  —  r  der  Elemente  aii,  (hß,  •  •  •  a^^  als  die  gleichen 
homogenen  linearen  Fonktionen  der  übrigen  darstellen,  sodass 
/  auch  die  entsprechenden  Formen  A^y  A^,  -  -  -  A^  dieselben 
pi"^  homogenen  linearen  Funktionen  der  übrigen  von  ihnen  werden. 

Man  erkennt  auf  solche  Weise  den  Satz:  So  oft  der  Rang 
r  des  Zahlensystems  a  kleiner  als  m  ist,  sind  die 
Formen  Aa  nicht  unabhängig  von  einander,  vielmehr 
sind  m  —  r  von  ihnen  homogene  lineare  Funktionen 
der  übrigen  r.  Die  letzteren  aber  sind  unabhängig 
von  einander.  Gesetzt  nändich,  sie  seien  die  Formen  A^, 
A^y' ' '  Ary  so  kann  keine  lineare  Relation 

Oj^l  +  a^A^  H f-  OrAr  =  0 

zwischen  ihnen  bestehen,  ohne  dass  sämmtUche  Coefficienten 
Oj,  o^?  •  •  •  «/•  verschwinden;  denn  letztere  müssten  die  n  Glei- 
chungen 

(h(i  •  «1  +  <h,i  •  «2  +  •  •  •  +  Ötr^^  •  «r  =  0 

(/?=:1.2,..  -n) 

erfOUen,   unter  denen  es   doch,   da  r  der  Rang   von  a   ist,   r 
geben  muss,  deren  Determinante  von  Null  verschieden  ist 
Wenn  wir  hiemach  ein  System  von  m  Gleichungen 

(1)  Aa  =  aa 

(a  =s  1,  2,  •  •  •  m) 

betrachten,  so  werden,  so  oft  r  <  m  ist,  die  Formen  Aa  nicht 
unabhängig  von  einander  sein  und  deshalb  die  Constanten 
tta  durch  genau  dieselben  homogenen  linearen  Glei- 
chungen mit  einander  verbunden  sein  müssen,  wie 
die  Formen,  damit  die  Gleichungen  sich  nicht  wider- 
sprechen. Ist  aber  diese  nothwendige  Bedingung  erfüllt, 
sind  also  m  —  r  der  Constanten  a|,  o^,  •  •  •  o^  dieselben  homo- 
genen linearen  Fimktionen  der  übrigen,  wie  die  entsprechenden 
Formen  4^,  ^,  •  •  •  Am  von  den  übrigen  derselben,  so  sind 
ebenso  viel  der  Gleichungen  (1)  die  Folge  der  übrigen  r  und 
man  braucht  nur  diese  letzteren  beizubehalten.  Auf  solche 
Weise   kommt   man   stets  auf  den  Fall,   wo   der  Rang 
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des  Systems  a  gleich  der  Anzahl  der  Gleichungen  ist, 
oder  auf  den  Fall  unabhängiger  Gleichungen  zurück. 
2.  Ist  insbesondere  das  System  (1)  ein  überschüssiges 
System  von  Gleichungen  d.  h.  m  >  n,  so  würden  wir, 
£Edls  r  <in  wäre,  durch  diese  Betrachtung  sogleich  auf  ein 
unzureichendes  System  von  r<n  Gleichungen  mit  n  Un- 
bekannten geführt,  wie  wir  nachher  es  betrachten  werden. 
Mithin  dürfen  wir,  da  r  nicht  >n  sein  kann,  r  =  n  vor- 
aussetzen. Ist  alsdann  die  oben  für  die  Auflösbar- 
keit der  Gleichungen  gefundene  nothwendige  Bedin- 
gung erfüllt,  so  werden  die  Gleichungen  (1)  stets  eine 
(einzige)  Lösung  wenigstens  in  rationalen  Zahlen  be- 
sitzen. Denn  bei  derselben  Wahl  der  Systeme  py  q  wie  zu- 
vor sind  sie  den  Gleichungen 


(2) 


ö^r'-f  1  =  0,    •  .  .  O,^  ==  0 

völlig  gleichbedeutend,  von  denen  die  letzteren  nach  der  Vor- 
aussetzung erfüllt  sind,  während  die  ersteren  durch  ein  ratio- 
nales Werthsystem  der  y,  folglich  die  Gleichungen  (1)  auch 
durch  ein  solches  Werthsystem  der  x  auflösbar  sind.  Ist 
aber  das  System  a  ein  Primsystem,  so  ist  die  ausge- 
sprochene nothwendige  zugleich  auch  die  ausreichende 
Bedingung  dafür,  dass  die  Gleichungen  (1)  eine  (ein- 
zige) Lösung  in  ganzen  Zahlen  besitzen.  Denn  alsdann 
ist  (7^  =  e^eg  •  -  '  e«  =  1  und  somit  sämmtliche  Elementartheiler 
^;  «a,  •  •  •  ««  der  Einheit  gleich,  die  y,  welche  (2)  genügen, 
ganze  Zahlen  und  also  auch  die  ihnen  entsprechenden  x  eine 
ganzzahlige  Lösung  der  gegebenen  Gleichungen. 

Weil,  so  oft  die  nothwendige  Bedingung  für  die  Auflös- 
barkeit der  Gleichungen  (1)  erfüllt  ist,   in  dem  erweiterten 

Systeme  a: 

»11    ttia    •  •  •  ai«  tti 

ttji    a%<i    •  •  •  a%n.  (^ 


öml   Öm2    •  •  •    (^n   Ö^n 


die   Elemente   gewisser  m  —  n  Zeilen  jedesmal   die   gleichen 
homogenen  linearen  Funktionen  der  entsprechenden  Elemente 
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der  übrigen  n  Reihen  sind^  so  werden  dann  die  Determinanten 
dieses  Systems  noth wendig  verschwinden,  während  dies  naeh 
def  Voraussetzung  bei  dem  Systeme  a  nicht  der  Fall  ist.  Man 
überzeagt  sich  leicht,  dass  auch  umgekehrt,  wenn 
diese  Bedingung  erfüllt,  also  nicht  die  Determinanten 
des  Systems  a,  wohl  aber  die  Determinanten  des  er- 
weiterten Systems  Null  sind,  eine  (einzige)  rationale 
und,  wenn  a  ein  Primsystem  ist,  eine  (einzige)  ganz- 
zahlige Lösung  der  Gleichungen  vorhanden  ist  In 
der  That,  ist  z.  B.  die  Determinante  d  der  ersten  n  Glei- 
chungen von  Null  verschieden,   so   findet  man  die  Silben  x^^ 


X. 


27 


Xt^j  welche  ihnen  genügen,  mittels  der  Formel 


und  folglich  wird 


etil   •  •  •  <H^i—\  öi,,-|-i  •  •  •  «1«  «1 


an       «18       •  •  •  öl;,      Ol 


«nl         Öii2  •  •  •  «/in 

««+*,!««+*,  2  •  •  •  «/•-|-A.i»»ii-f  A 

d.  i.  nach  der  Yoraussetzimg 

-4«-f  A  =  «n-f  A, 

also  auch  den  übrigen  Gleichungen  Genüge  geleistet.  Die 
Zahlen  Xi,  x^,  *  •  •  x^  sind  eindeutig  bestimmt  und  haben  ratio- 
nale Werthe,  deren  Generalnenner  nur  ein  Faktor  von  z/  sein 
kann.  Wählt  man  aber  für  z/  nach  und  nach  bei  dieser  Be- 
trachtung sämmtliche  von  Null  verschiedene  Determinanten 
des  Systems  a,  welche,  so  oft  a  ein  Primsystem  ist,  den  ein- 
zigen Faktor  1  gemein  haben,  so  sieht  man,  dass  jener  General- 
nenner in  diesem  Falle  nur  1  sein  kann,  die  Lösung  also 
eine  ganzzahlige  ist. 

Von  diesem  Satze  machen  wir  sogleich  Gebrauch,  um 
folgenden  anderen  zu  beweisen: 

Wenn  a  ein  beliebiges,  aJ  ein  Primsystem  vom 
Typus  w(w  +  fi)  ist  und  die  entsprechenden  Deter- 
minanten beider  sind  einander  proportional,  jede 
Determinante  von  a  also,   wenn    unter   d   der   grösste 


n 
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gemeinsame  Theiler  aller  Determinanten  von  a  ver- 
standen wird^  gleich  ({mal  der  correspondirenden 
Determinante  von  S),  so  lässt  sich  auf  unzweideutige 
Weise  ein  System  d  vom  Typus  mm  und  mit  der 
Determinante  J  =  d  angeben^  so  beschaffen,  dass 

(3)  a==^  8    'GS 

ist.  In  der  That  hat  man,  um  diese  Beziehung  zu  erfüllen, 
die  m  •  m  Zahlen  daß  so  zu  wählen,  dass  diejenigen  von  ihnen, 
welche  die  «**  Reihe  bilden,  den  w  +  f*  Gleichungen 

(4)  üaß  =  Sal  '  ©l^  +  ^«2  •  ®2/?  +  *  *  *  +  *am  *  ^tn(i 

Genüge  leisten;  das  System  der  Goefficienten  dia/i  dieser  Glei- 
chungen ist  aber  der  Annahme  zufolge  ein  Primsystem  und 
das  durch  die  Spalte  a«!,  ««2,  •  •  •  «a,m+/i  erweiterte  System 
hat  lauter  verschwindende  Determinanten;  in  der  That  erweist 
sich  z.  B.  die  Determinante 


«al 


(jjn 


(S 


21 


^ml 


a 


am 


o 


Im 


O) 


2/n 


ST 


mm 


;   fl^a.in-f-l  <^l,m-|-l  Ws^m-f  1  *  *  *  ^m,m-\-l 

wenn   sie   nach  den  Elementen    der   ersten   Spalte   entwickelt 

gedacht  wird,  nach  der  Voraussetzung  gleich    ,  mal  der  Deter- 
minante 

aal  «11  <hi  '  •  '  ^ml  I 


^am  ^Iwi  fhm  *  '  '  ^wwi 

tta,m-|-l  Äi^m-l-l  Ö2,m-|-1  *  *  "  <^in  +  l 


welche,  da  a  einen  der  Werthe  1,2,  •••w  bedeutet,  zwei 
gleiche  Spalten  also  den  Werth  Null  hat.  Dem  vorigen  Satze 
zufolge  giebt  es  also  ein  System  von  Zahlen  d«^^,  welche 
die  Gleichungen  (4)  befriedigen;  und  wenn  man  diese  för 
«  =  1,  2,  •  •  •  m  und  für  je  m  Werthe  ß  der  Reihe 

1,  2,  •  •  •  m  +  f* 
aufstellt,   so   lehren  sie,   dass  die   aus    diesen   m  •  m  Werthen 
aa;i  gebildete  Determinante  d.  i.  jede  Determinante  des  Systems 

BftOhmftnn,  Zahlentbeorie.    IV,  J.  21 
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a  gleich  ^mal  der  entsprechenden  Determinante  des  Systems 
^,  folglich 

ist.  — 

3.  Indem  wir  zu  dem  Falle  eines  unzureichenden 
Systems  von  linearen  Gleichungen  übergehen,  betrachten 
wir  zuerst  homogene  Gleichungen.  Gesetzt  also,  man 
habe  m  Gleichungen  mit  n  >  m  Unbekannten 

(5)  Äa  =  0; 

wir  dürfen  sie  als  unabhängig  also  r  =  m  voraussetzen.  Ver- 
fährt man,  wie  im  vorigen  Falle,  bestimmt  also  zwei  Einheits- 
systeme Pf  q  oder  zwei  Substitutionen  (5),  (9)  vorigen  Capitels 

so  dass 

p  '  a  •  q  =  E 

wird,  so  gehen  die  Gleichungen  (5)  in  folgendes  System  gleich- 
bedeutender Gleichungen  über: 

^1^1  =  0^  ^y«  =  0,  •  •  •  Cmym  =  0 
und  liefern  die  einzige  Lösung 

yi  =  y«  =  •  •  •  =  ym  =  0, 

während  ym-|-i,  -  -  -  Vn  willkürlich  bleiben.  Nach  (9)  vorigen 
Capitels  findet  sich  also  die  vollständige  Auflösung  der 
Gleichungen  (5)  mittels  nachstehender  Formel: 

(6)  Xa  =  ga,»i-f  1  •  ym-f  1  +  *  *  *  +  2a,ii  '  tfn, 

(a  =  1,  2,  •  •  •  «) 

wenn  darin  für  ym+i,  ym-1-2,  -  -  -  Vn  sämmtliche  ganze 
Zahlen  gesetzt  werden. 

Insbesondere  erhält  man,  indem  man  diese  Zahlen  sämmt- 
lieh  gleich  0  wählt  bis  auf  ym-{-ßy  welches  gleich  1  gewählt 
werde,  n  —  m  specielle  Auflösungen  der  Gleichungen  (5): 

(/9  =Ä  1,  2,  •  •  •  «  —  m) 

welche  dadurch  ausgezeichnet  sind,  dass  jede  andere 
Auflösung  als  eine  ganzzahlige  homogene  lineare 
Funktion  von  ihnen  dargestellt  werden  kann.  In  der 
That  liefert  die  Formel  (6),  wenn  ym-\-ß  kurz  u^  genannt  und 
^  =  w  —  m  gesetzt  wird,  folgende  Ausdrücke: 
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(8)         Xi  =  V  Uß  •  Xßi,   X^  =yj  U^  '  X^ii,      "Xn  =^  ^li^  ^{in 

als  allgemeinste  Auflösung  der  gegebenen  Gleichungen. 
Aus  diesem  Grunde  nennt  man  die  fi  besonderen  Auflösungen 
(7)  ein  System  fundamentaler  Auflösungen;  sie  bilden 
ein  Zahlensystem  x  vom  Typus  ^  •  n,  von  welchem 
man  sogleich  einsieht,  dass  es  ein  Primsystem  ist.  In 
der  That  besteht  dies  Zahlensystem  aus  den  letzten  ^  Spalten 
des  Systems  g;  da  die  der  Einheit  gleiche  Determinante  Q 
des  letzteren  als  homogene  lineare  Funktion  der  Determinanten 
jener  /t  Spalten  darstellbar  ist,  kann  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  dieser  letzteren  nur  der  Einheit  gleich  sein,  w.  z.  b.  w. 
Hieraus  ist  einzusehen,  dass  kein  System  von 
Fundamentalauflösungen  aus  weniger  als  ^  Lösungen 
bestehen  kann.     Denn  bildeten 

y/*i>  ypt}  ' ' '  Vßn 

ein  solches  Fundamentalsystem  von  A  <  /t  Lösungen,  so  würde 
man  setzen  können 

und  für  das  System  der  x^a  vom  Typus  /t  •  n  würden,  obwohl 
es  ein  Primsystem  ist,  alle  Determinanten  verschwinden. 

Man  nennt  mehrere  Lösungen  der  Gleichungen  (5)  un- 
abhängige Lösungen,  wenn  nicht  sämmtliche  Determinanten 
des  aus  ihnen  gebildeten  Zahlensystems  gleich  Null  sind;  z.  B. 
bilden  die  fundamentalen  Lösungen  (7)  ein  System  von  fi  un- 
abhängigen Lösungen.  Man  erkennt  zunächst,  dass  die 
Anzahl  unabhängiger  Lösungen  nicht  grösser  als  ^ 
sein  kann.     Denn,  sind 

Val,   ya2y    '  '  '  Van 

(a  =  1,  2,  .  .  •  /i  +  1) 

irgend  welche  ft  -(-  1  Lösungen,   so  bestehen  den  allgemeinen 
Formeln  (8)  gemäss  folgende  Gleichungen: 

(a  =  l,2,.    -/i-f  1;/^=1,2,.    -n) 

21* 
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lind  in  dem  Zahlensysteme  vom  Typus  i(i  +  l)»i  dieser  Zahlen 
y^fl  worden  nothwendig  alle  Determinanten  ft  -|-  1*™  Grades 
verschwinden.  Somit  sind  je  fi  -f*  1  LSsongen  von  einander 
abhängig  und  die  Anzahl  unabhängiger  Löenngen  höchstens 
gleich  fi. 

Dies  Torauageschickt,  seien 

Sai,  y.t,  ■■    9«' 

irgend  welche  n  Lösungen  der  Gleichungen  (5)  und  y  ihr 
Zahlensystem.     Aus  den  (in  Gleichungen 

(,'.')  V-.'i  ==  »BiiTi;»  +  «B»a^.«  H h  "a^a:^^ 

folgt  y  als  das  zusammengesetzte  System 

Jf  =  M  ■  :r, 
wenn  man  mit  u,x  resp.  die  Systeme 

«11     Mil     ■  ■  -    «1«  Xu     Xit     ■  ■  ■    I,, 

und 

M.,|    «ui    ■  ■  ■   «ü.  Xf,i    Xf,t    ■  ■  ■    Xf,f 

vom  Typus  (t  •  ^  resp.  ft  -  n  bezeichnet.  FOr  je  n  Lösungen 
Findet  mithin  die  Beziehung  statt 

(10)  »-»-J-. 

Nimmt  man  in  den  Gleichungen  (9)  fUr  a  seine  ^inmt- 
licben,  ftlr  ß  aber  je  fi  Werthe  der  Reihe  1,  2,  ■  -  •  n,  so  ist 
ihnen  zufolge  die  aus  den  entsprechenden  fi*  Elementen  ya^ 
gebildete  d.  h.  jede  Determinante  von  y  gleich  der  ent- 
sprechenden Determinante  von  x  mal  der  Determi- 
nante  U  des  quadratischen  Systems  u. 

Da  dos  System  x  aber  ein  Primsystem  ist,  folgt  hieraus 
//  =  0,  falls  y  ein  System  von  einander  abhängiger,  ü  gleich 
di;ni  grössten  gemeinsamen  Theiler  aller  Determinanten  von 
/  ein  System  unabhängiger  Lösungen  ist,  und  auch 
-t.  Also:  Jenachdem  U  von  Null  verschieden 
eich  Null  ist,  wird  y  ein  System  von  p  unah- 
n  Lösungen  sein  oder  nicht,  und  im  ersten 
it  (I  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller 
nanten  von  «. 
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Aus  den  Betrachtungen,  welche  dies  Ergebniss  geliefert, 
entnimmt  man  ohne  Mühe  den  weiteren  Satz:  In  verschie- 
denen Systemen  yon  ^  unabhängigen  Lösungen  sind 
die  einander  entsprechenden  Determinanten  zu  ein- 
ander proportional. 

Ist  insbesondere  ?7=  1,  so  wird  y  ein  Primsystem  sein 
und  umgekehrt.  Aus  £7=1  folgt  aber,  dass  u  und  folglich 
auch  das  reciproke  System  m~^  ganzer  Zahlen 

Wa'l    Uai    •  '  •    Uafi 
(tf  =  1,  ?,  .  •  .  yu) 

ein  Einheitssystem  ist;  aus  (10)  ergiebt  sich  dann 

X  =  u~^  •  y 
oder  die,  diese  Beziehung  aussprechende  Formel 

aus  welcher  nach  (8) 

(11)  Xa  =  Wiyia  +  tv^yia  H h  '^vy^u 

(«  =  1,  2,     •  .  1.) 

hervorgeht,  wenn  man 

Wy  =  UiUiy  +  UiU^y  -\ (-  UuU^Y 

(y  =  1,  2,  ■  .  .  fi) 

setzt.  Da  der  letzten  Formel  gemäss  jedem  Systeme  ganzer 
Zahlen  w^,  w«,  •  •  •  w^u  ein  System  ganzer  Zahlen  w^y  w^y  -  -  -  w^t 
entspricht  und  umgekehrt,  so  zeigt  Formel  (11)^  dass  das 
System  y,  wenn  U=  1  ist,  also  jedes  Primsystem  von 
/i  Lösungen  ein  System  fundamentaler  Lösungen  der 
Gleichungen  (5)  ist.  —  Wenn  umgekehrt  y  ein  solches  ist, 
so  muss,  der  Formel  (10)  entsprechend,  eine  Beziehung 

X  =  V  '  y 

stattfinden,  wo  v  ein  System  ganzer  Zahlen  vom  Typus  ^  *  /i 
vorstellt.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  nicht  sämmtliche  Deter- 
minanten von  y  verschwinden  können,  weil  es  die  von  x  nicht 
thun;  fi  fundamentale  Lösungen  sind  nfithin  auch  stets 
unabhängige  Lösungen.  Femer  darf  aus  gleichem  Grunde 
die  Determinante  V  des  Systems  v  nicht  Null  sein,  vielmehr 
muss  V=  1  und  jedes  System  y  von  fi   fundamentalen 
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Lösungen  ein  Primsystem  also  U  =  1  sein.  Man  hat 
somit  den  Satz: 

Jenachdem  J7=  1  ist  oder  nicht^  ist  das  durch 
(10)  bestimmte  System  y  ein  System  von  fi  fundamen- 
talen Lösungen  oder  nicht,  oder:  Damit  ein  System 
von  fi  Lösungen  ein  Fundamentalsystem  sei,  ist  noth- 
wendig  und   hinreichend,    dass  es  ein  Primsystem  ist. 

Hiemach  ist  die  Formel 

wenn  darin  unter  u  ein  Einheitssystem  verstanden  wird,  der 
allgemeine  Ausdruck  aller  Systeme  von  ^  fundamentalen  Lö- 
sungen. Sei  I/o  =  u^x  ein  bestimmtes  solches  System,  y  jedes 
andere,  so  folgt  aus  den  beiden  Gleichungen 

y  =  uXj   yo  =  Uo'X 
die  dritte: 

y  =  MMo"^  •  yo, 

in  welcher,  da  u  ein  beliebiges,  Uq~^  ein  bestimmtes  Einheits- 
system bedeutet,  offenbar  auch  uUq~^  jedes  beliebige  Einheits 
System  vorstellt.     Sa  gewinnt  man  folgenden  Satz: 

Man  erhält  aus  einem  beliebigen  Systeme  y^  von 
(i  fundamentalen  Lösungen  der  Gleichungen  (5)  die 
Gesammtheit  solcher  Systeme,  wenn  man  in  der 
Formel 

(12)  y  =  t*  •  2/0 

für  u  jedes  Einheitssystem  vom  Typus  ^  •  (i  setzt. 

4.  Bei  der  grossen  Bedeutung,  welche  diese  Sätze  für 
die  Theorie  der  linearen  Gleichungen  haben,  halten  wir  es 
für  angezeigt,  wenigstens  den  Hauptsatz  von  der  Existenz 
eines  Systems  von  ft  Fundamentalauflösungen  noch 
auf  eine  andere  Art  zu  beweisen,  bei  welcher  man  der  allge- 
meinen Theorie  von  den  Elementartheilem  nicht  bedarf  Eine 
solche  Methode  entnehmen  wir  der  auf  Seite  276  genannten 
Arbeit  von  Stielt  je  s,  in  welcher  die  Abhandlungen  von 
Smith  und  theilweise  auch  von  Frobenius  über  lineare 
Gleichungen  und  Congruenzen  eine  sehr  elegante  Bearbeitung 
gefunden  haben. 
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Wir  beginnen  mit  der  Bemerkung,  dass  die  Determi- 
nanten,  welche  aus  einem  Zahlensystem  a  vom  Typus 
m{m  -{-  yi)  sich  bilden  lassen,  nicht  sämmtlich  unab- 
hängig von  einander,  sondern  durch  gewisse  Identi- 
täten   mit    einander    verknüpft    sind.     Ihre    Anzahl    ist 

oflFenbar 

(MiiK^  +  2)  ■  .  ■  Qi  +  m) 

— — — — — —  ■  — —    ■     ^-  ■  ■  I  • 

1'  •  2  •  •  •  iw 

Bezeichnen  wir  nun  diejenige  von  ihnen,  welche  aus  den  ersten 
m  Zeilen  und  Spalten  gebildet  ist: 


etil     Cti2    '  '  '  CL\ 


tn 


mit  Jy  femer  mit  ^i^m+x  diejenige,  welche  hieraus  entsteht, 
wenn  die  »*•  Spalte  durch  die  m  -|-  x**  Spalte  des  Systems  a 
ersetzt  wird,  so  erhält  man  1  +  ^f^  von  allen  jenen  Deter- 
minanten, von  denen  sich  leicht  einsehen  lässt,  dass  sie  unab- 
hängig von  einander  sind,  d.  h.  dass  keine  für  alle  Werthe 
der  Zahlen  aaii  giltige  Beziehung  zwischen  ihnen  besteht.  Dies 
wird  man  offenbar  zeigen,  wenn  man  nachweist,  dass  bei  ge- 
eigneter Wahl  der  Werthe  a«^,  die  freilich  nicht  stets  ganz- 
zahlig zu  sein  brauchen,  jene  Determinanten  beliebig  vorge- 
schriebene Werthe  annehmen  können.  Man  kann  aber  zu- 
nächst die  Elemente  von  ^  so  wählen,  dass  ^  einen  (von 
Null  verschiedenen)  gegebenen  Werth  erhält.  Ist  dies  ge- 
schehen, so  hat  man,  wenn 

gegebene  Werthe  annehmen  sollen,  die  Elemente 
gemäss  den  folgenden  Gleichungen: 

-4ii     •  ai,m4-x  +  ^n     •  ö^,m-fx  4"  •  •  •  "i"  ^ml    '  (hn,m-{-x  =  -^l.w-f-x 
^im  '  Ctl,w4-x  +  -^im  '  (h,m-\-x  "1"  '  "  *  "|"  ^mm  '  (hn,m-\-x  =  -^m,m-f-x 

ZU  bestimmen,  in  denen  unter  Aix  das  zu  a,x  adjungirte  Ele- 
ment der  Determinante  J  verstanden  wird;  die  Werthe 
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(.•  =  1,2,..    w) 

werden  diese  Gleichungen  erfüllen,  und  indem  man  für  x  jeden 
der  Werthe  1,  2,  •  •  •  ft  wählt,  nehmen  so  in  der  That  sammt- 
liche  l-\-m(i  gedachte  Determinanten  beliebig  vorgeschriebene 
Werthe  an.  Die  übrigen  Determinanten  des  Systems  a  sind 
aber  nun  durch  diese  1  -f-  Wft  zugleich  mitbestimmt.  Denn, 
ist  ^'  diejenige,  in  welcher  die  Spalten  f^i;  ^9  *  *  *  ^a  von  ^ 
fehlen  und  durch  die  Spalten  m  -f-  ü^,  w  -|-  A,,  •  •  •  w  -|-  Aj  des 
Systems  a  ersetzt  sind,  so  ergiebt  sich,  wenn  man  für  die 
Elemente  der  letzteren  ihre  Ausdrücke  (13)  einführt,  nach 
den  einfachsten  Determinantensätzen  folgende  Beziehung: 


(14)         J'  =  ±^2, 


Dies  vorausgeschickt,  sei  nun  ein  System  von  m  unab- 
hängigen Gleichungen  (5)  mit  n  =  m  +  f^  Unbekannten  ge- 
geben, und  wir  wollen  annehmen,  unter  den  von  Null  ver- 
schiedenen Determinanten  des  Systems  a  habe  die  Determinante 
z/  den  kleinsten  Werth.  Aus  den  Gleichungen  lassen  sich 
dann  die  Unbekannten  :i^i,  ^Tg,  •  •  •  X;«  durch  die  übrigen  mittels 
der  Formel 

ausdrücken;  um  sämmtliche  ganzzahlige  Auflösungen  der 
Gleichungen  zu  finden,  wird  man  daher  die  sonst  willkürlichen 
Werthe  Xm-\.i,  x,n-\-2,  •  •  •  ^n  so  als  ganze  Zahlen  zu  bestimmen 
haben,  dass  auch  x^y  x^,  -  -  *  Xm  ganzzahlig  werden.  In  dem 
besonderen  Falle,  wo  sämmtliche  Determinanten  ^i^^^^^  folg- 
lich nach  (14)  überhaupt  sämmtliche  Determinanten  von  a 
durch  z/  theilbar  sind,  bleiben  mithin  05^4-1,  Xm-\-2, '  -  -  Xn  völlig 
willkürliche  ganze  Zahlen  und  die  vorige  Formel  liefert  die 
vollständige  Auflösung  der  Gleichungen  (5),  indem  man  für 
^„,4.1,  Xru+2, ' '  '  ^n  sämmtliche  ganzzahligen  Werthe  einsetzt. 
Ist  aber  z.  B.  z/i,„,-|.i  nicht  theilbar  durch  Jy  so  führe  man 
in  die  Gleichungen  (5)  durch  die  unimodulare  Substitution 
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X^  ^=  <3/i  CX«j_j-ij 

in  welcher  c  eine  sogleich  näher  zu  bestimmende  ganze  Zahl 
bezeichnet,  neue  Variabein  ein;  die  Gleichungen  -4«  =  0  gehen 
dadurch  in  andere  JB«  =  0  über  und  jeder  ganzzahligen  Auf- 
lösung des  ersteren  Systems  entspricht  eine  solche  des  neuen 
und  umgekehrt.     Da  das  System  a  dabei  durch  das  folgende 

öu     •  •  •    Ol,»,«!,,«-!-!    Cau    •  •  •  0,\,m-\-n 


ersetzt  wird,  so  geht  die  Determinante  ^i,,«^!  oflFenbar  in 
Am+i  — ^^  über  und  die  ganze  Zahl  c  kann  so  gewählt 
werden,  dass  dieser  neue  Werth  von  Null  verschieden  aber 
kleiner  als  ^  ausfällt.  Alsdann  kann  man  das  gleiche  Ver- 
fahren wiederholen,  muss  so  aber,  da  jedesmal  die  Minimal- 
determinante des  Systems  verringert  wird,  nach  einer  end- 
lichen Anzahl  von  Wiederholungen  auf  den  Fall  kommen,  dass 
sämmtliche  Determinanten  des  Systems  durch  eine  von  ihnen 
theilbar  sind.  Die  Variabein  des  so  an  Stelle  des  gegebenen 
tretenden  Systems  von  Gleichungen  sind  dann,  dem  ersten 
Falle  entsprechend,  homogene  lineare  ganzzahlige  Funktionen 
von  fi  willkürlichen  ganzen  Zahlen,  und,  da  die  ursprünglichen 
Variabein  selbst  eben  solche  Funktionen  von  jenen  sind,  so 
gilt  von  ihnen  genau  das  Gleiche.  Die  allgemeinste  Lösung  der 
Gleichungen  (5)  hat  also  die  Gestalt,  welche  in  den  Formeln 
(8)  auf  anderem  Wege  für  sie  gefunden  worden  ist.  Hiermit 
ist  die  Existenz  eines  Systems  von  fi  fundamentalen  Auf- 
lösungen festgestellt. 

5.  Bevor  wir  uns  jetzt  von  den  homogenen  zu  den  nicht 
homogenen  Gleichungen  wenden,  ziehen  wir  aus  der  fundamen- 
talen Beziehung  (15)  des  vorigen  Capitels,  indem  wir  darin 
r  ^=  m<^n  voraussetzen,  einen  wichtigen  weiteren  Schluss. 

Schreiben  wir  dieselbe  in  der  Gestalt: 

und  nehmen  als  die  Systeme  p"^  und  (f~^  die  beiden  folgen- 
den an: 
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Pii   Pii    "  '  Pim  Uu    5ii    •  •  •  ffli 


Pml  Pmi  '  •  '  Pmm  Qm!   Qm!  '  •  '    Q.n  y 

SO  besteht  die  allgemeine  Gleichung 

(ia,i  =  ei  '  Pa\q\,i  +  ^  •  Pa%qi^  + h  ^-.  *  Pam  qmß 

und  demnach  folgende  Determinantenrelation: 

j  Oll  •  •  •  öl» 

I 

I  ««1       •  •  •  ««• 


# 


«•+1,1  •      9-i+u» 


# 


eipii    '  •  '  e^Pim  0  .  •  •  0  I      qti    -  -    qin 
I I 

I  ! 

eiPml    '  '      e„,Pmm  0-         0         j 

0  0        i-.o:' 


■  0         • . .  0  0  •  •  •  1        q'n\   ' '  '  q 


nn 


Da  /r~^,  g~*  Einheitssysteme  sind,  erhält  die  zur  Linken 
stehende  Determinante  den  Werth  e^e^-  -  *  e„^=^  d^  und  wir 
gelangen  zu  folgendem  Satze: 

Ist  a  ein  Zahlensystem  vom  Typus  m{m  +  fi), 
dessen  Determinanten  nicht  sämmtlich  verschwinden, 
80  kann  man  demselben  ein  complementäres  System 
vom  Typus  (i(m  +  f^)  anfügen,  so  beschaffen,  dass  die 
Determinante  des  aus  beiden  gebildeten  quadratischen 
Systems  vom  Typus  (w  +  fi)(m  +  ft)  gleich  dem  grSssten 
gemeinsamen  Theiler  aller  Determinanten  von  a,  also, 
wenn  a  ein  Primsystem  ist,  gleich  1  wird. 

Diesem  allgemeinen  Resultate  gemäss  kann  man 
insbesondere,  wenn  ^  -{-  1  Zahlen 

Oll  Oii  •  •  •  cii,ft-\-i 

ohne    gemeinsamen    Theiler    gegeben    sind,    ihnen    fi 
Reihen  von  ^  +  1  Zahlen 
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anfügen,  so  beschaffen,  dass  die  Determinante  aller 
(^  +  1)*  Zahlen  der  Einheit  gleich  wird,  oder  man  kann 
ein  Einheitssystem  vom  Typus  (ft  +  1)  *  (i^  +  1)  bilden,  welches 
die  gegebenen  Zahlen  als  seine  erste  Zeile  enthält.  Denkt  man 
sich  die  Determinante  nach  den  Elementen  der  ersten  Zeile 
entwickelt  und  nennt  ÄiK  das  zu  at^  adjungirte  Element  der- 
selben, so  erhält  man  die  Gleichung 

Sind  also  an,  Ois,  •  •  -  ai,^^i  Zahlen  ohne  gemeinsamen 
Theiler,  so  ist  die  Gleichung 

(16)  aiiXi  +  0^12^8  +  •••  +  ai,^+i  j?^-|-i  =  1 

in  ganzen  Zahlen  Xi,  x^,-  -  -  Xft^i  auflösbar.  Gleiches 
gilt  jedenfalls  auch  von  der  Gleichung 

(17)  an Xi  +  0x2^2 -\ h  ai^^^iX^-^i  =  rf, 

wenn  d  grösster  gemeinsamer  Theiler  der  Coeffi- 
cienten  ist. 

Die  Au%abe,  alle  Einheitssysteme  der  letzteren  Art  zu 
finden,  ist  allgemein  zuerst  von  Her  mite  gelöst  worden*). 
Wir  beschäftigen  uns  aber  sogleich  mit  der  andern,  von  welcher 
sie  nur  den  einfachsten  Fall  darstellt:  Zu  einem  gegebenen 
Primsysteme  a  vom  Typus  m{m  +  ^)  sämmtliche  com- 
plementäre  zu  finden,  so  beschaffen,  dass  das  Gesammt- 
system  vom  Typus  (m  +  fi)  •  (m -f- ft)  eine  der  Einheit 
gleiche  Determinante  hat.  Da  ein  solch  complementäres 
System  durch  die  Betrachtungen,    die   uns  zum  obigen  Satze 


•)  S.  Liouville's  Joum.  des  Math.  XIV  p.  21—30.  Dieselbe  Auf- 
gabe unter  anderer  Einkleidung  hat  Jacobi  in  einer  nachgelassenen 
Abhandlung:  ,^über  die  Auflösung  der  Gleichung 

im  Joum.  f.  Math.  69  S.  1  auf  vier  Terschiedene  Weisen  bebandelt. 
Für  n  m^  2  gab  Eisenstein  die  Lösung  der  Aufgabe  in  seinen  „^Uge- 
meine  Untersuch,  ab.  die  Formen  3.  Gr.  mit  3  Var.,  welche  der  Kreis- 
theilung  ihre  Entstehung  yerdanken^,  J.  f.  Math.  28. 
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geführt  haben,  unmittelbar  geliefert  wird,  handelt  es  sich  nur 
darum,  aus  einem  solchen  Systeme  sämmtliche  übrigen 
herzuleiten.     Sei  das  erstere  Gesammtsystem: 


jedes  andere: 


Uli    Ois    •  • 

•  O'l.m+fi 

y  — 

yn  yi2  ' ' 

•  yi,m-\-n 

y^i  y^i ' ' 

X   

Xn  Xu  •  •  • 

Xfil  Xfii  •  •  • 

^Hfff^  +  f* 

Aus  dem  Schlusssatze  von  nr.  2,  der,  wie  von  selbst  einleuchtet, 
auch  in  dem  Grenzfalle  m  =  n  seine  Geltung  behalt,  schliesst 
man  sogleich  das  Bestehen  einer  Gleichung 

x  =  e'y, 

worin  e  ein  Einheitssystem: 


en 


Cl2 


'  •  '   ei.m-h/. 


^w«-f/',l   ^'m^  jHfi   '  '  '   ßi/«-f-;/,m-f-M 


ist.     Daraus  folgt 


c  =  X  '  y^^, 


wo  y~^  das  zu  y  reciproke  System  bezeichnet,  dessen  Elemente 
-4ii         An         •  •  •  Ami,         rii  •  •  •  Ffti 

heissen    mögen.      Demnach    bestehen    die   beiden   allgemeinen 
Formeln 


und 


(«  =  1,2,  .m;  /y  =  l,  2,  •  •    w) 
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(a  =  1,  2,        m;  y  =  1,  2,  • .  •  .u) 

d.  i.  nach  den  bekannten  Beziehungen  zwischen  den  Elementen 
einer  Determinante  und  ihren  adjungirten  Elementen 

eaa  =  1,       Cafi  =  0,       WCUU    «  ^  /S,       ^«,m  +  y  =  0. 

Das  System  e  hat  daher  folgende  Gestalt: 

1         ...0         0  o.o 


0  ...  1  0  0.    .  0 

Die  in  den  letzten  fi  Zeilen  und  Spalten  befindlichen  Elemente 
^mH-o,m-|-^  bilden  eine  unimodulare  Determinante  fi*®°  Grades, 
in  welcher  «^+«,»14-^  das  zu  ^m4-a,m-|-,^  adjungirte  Element  sei. 
Wenn  man  dann 

(18)  fii^Y  =  «m+l,m+^  •  ^  +  liy  H +  ^m-\-ft,m-\-fi  •  ^i-fi,Y 

(/:?  =  1,  2,  •  • .  /« ;  y  =  1,  2,  •  •  •  m) 

setzt,  so  folgt  sogleich 

(a«l,2,    ••/«;  y  =  l,  2,    •    m) 

und  man  erkennt  hieraus,  dass  das  System  e  aus  folgenden 
beiden  anderen: 

1  0  ...  0  0  ...  0 


0  0  ...  1  0 

0   0    ...    0    Cm-\-l,m-\-l     '  '  ' 

0 

0  0  ...  0  6^4.^,^4-1  .  •  • 

1  0     ...  0      0  0.. 

0 

0     0     ...  1      0  0.. 

1?11     ^12     •  •  •    1?lm     1    0    .  .  • 

0 
0 

• 

rifil   ^ju2   •  •  -.^/im  0  0-..    1 


I 
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zusammengesetzt  ist.     Mithin  hat  man 

und  man  findet  die  allgemeinste  Auflösung  der  Auf- 
gabe mittels  der,  diese  Beziehung  ausdrückenden 
Formel: 

(a  =  1,  2,  .  .  .  /« ;  /!^  =  1,  2, .  .  .  m  4-  /«) 

in  welcher  die  /ia^  Zahlen  |a,x  =  ^m-|-a,m-|-x  ein  Einheits- 
system bilden,  während  die  ^l  •  m  Zahlen  ri^x  den  For- 
meln (18)  zufolge  ganz  willkürliche  ganze  Zahlen  sind, 
da  die  in  diesen  Formeln  auftretenden  ^  •  m  Zahlen  em+x^a 
gleichfalls  willkürliche  ganze  Zahlen  bedeuten. 

6.    Wenn  wir  nun  zu  den  linearen  Gleichungen  zurück- 
kehrend, unter  h  ein  System  Ton  fi  unabhängigen  Auflosungen 

(19)  6^1  hß%  '  • '  hßn 

der  m  Gleichungen 

(5)  ^  =  0 

(a  SS  1,  2,    •  •  m) 

verstehen,  so  bildet  dasselbe  zusammen  mit  dem  Systeme  a 
ein  quadratisches  System  vom  Typus  (m  +  f^)  •  (*w  -|-  ^) : 

Oll    ai2     •  •  •  «l,m-f/< 


dessen  Elemente  durch  die  allgemeine  Formel 

mit  einander  verbunden  sind.     Demgemäss  stellen  oflFenbar  die 
Elemente  des  Systems  a,  nämlich  die  Werthe 

(20)  aal  aa2  '  "  dan 

(a  SS  1,  2,  •    •  m) 

ein  System  von  m  Auflösungen  der  fi  Gleichungen 
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(21)  b^i'yi  +  hfii'y%-\ h  b(in  •  y«  =  0 

vor,  welche  wir  kurz  die  zu  den  Oleichungen  ^^  =  0  ad- 
jungirten  Gleichungen  5^  =  0  nennen  wollen,  und  zwar 
ein  System  von  m  unabhängigen  Auflösungen,  da  die 
Determinanten  des  Systems  a  nicht  sämmtlich  verschwinden. 
Diese  Reciprocität  zwischen  den  Systemen  a  und  b  spricht 
sich  auch  noch  in  einem  Satze  aus,  den  wir  hier  zunächst  an- 
fügen müssen.  Denkt  man  sich  die  Determinante  C  des  qua- 
dratischen Systems  nach  den  Determinanten  ihrer  ersten  in 
Zeilen  entwickelt,  so  dass  nach  (13)  des  ersten  Gapitels 

ist,  so  ist  dem  ersten  Faktor  unter  dem  Summenzeichen,  der 
eine  beliebige  Determinante  des  Systems  a  bezeichnet,  als 
zweiter  Faktor  offenbar  diejenige  Determinante  des  Systems 
b  zugesellt,  welche  aus  den  im  ersten  nicht  vorkommenden 
Spalten  gebildet  ist,  und  die  wir  deshalb  die  complementäre 
Determinante  von  b  nennen  wollen.  Der  zu  beweisende  Satz 
lautet  dann:  Die  Determinanten  des  Systems  der  Goeffi- 
cienten  in  den  Gleichungen 

sind  proportional  den  complementären  Determinanten 
im  System  der  Coefficienten  der  adjungirten  Glei- 
chungen 

B^  =  0. 

Um  ihn  zu  beweisen,  schicken  wir  die  Bemerkung  voraus, 
dass,  da  die  letzteren  Coefficienten  die  Elemente  irgend  eines 
Systems  von  ^  unabhängigen  Auflösungen  der  ersteren  Glei 
chungen  sind,  nach  einem  in  nr.  3  ausgesprochenen  Satze  aber 
die  entsprechenden  Determinanten  verschiedener  solcher 
Systeme  unter  sich  proportional  sind,  es  offenbar  genügen 
wird,  den  behaupteten  Satz  für  ein  bestimmtes  System  von 
f(  unabhängigen  Lösungen  zu  beweisen.  Nun  wähle  man  die 
fi(m  +  f*)  Zahlen 
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nach  nr.  5  so,  dass  die  Determinante 

I  an    012    •  •  •  ^i,m-|-// 


yn  yi2   ' '  •  yi,m-\-/i 


yfii  yf4i  '  • '  yfi,m-\-fi 

dem  grössten  gemeinsamen  Theiler  d  aller  Determinanten  von 
a  gleich  wird,  und  bezeichne  mit  Faß  das  zu  y«/?  adjungirte 
Element  in  dieser  Determinante.  Da  alsdann  die  Identität 
stattfindet 

(a=l,  2,  •    -m;  /y  =  l,  2,  •  .  .//) 

80  bezeichnet  das  System  F  der  ft(m  +  ft)  Zahlen 

ein  System  von  ft  Lösungen  der  Gleichungen  (5);  femer  ist 
nach  Formel  (15)  des  ersten  Capitels  jede  aus  diesem  System 
gebildete  Determinante  vom  Grade  ^  proportional,  nämlich 
gleich  df^~^  mal  der  complementären  Determinante  des  Systems 
a;  da  letztere  nicht  sämmtlich  verschwinden,  ist  F  ein  System 
von  unabhängigen  Lösungen,  und  somit  der  Satz  bewiesen*). 
7.  Nach  dem  Satze,  mit  dessen  Beweis  wir  nr.  2  be- 
schlossen, giebt  es,  wenn  a  und  ^  zwei  gegebene  Systeme 
vom  Typus  m(m  -{-  ii),  das  letztere  ein  Primsystem  bedeuten, 
deren  entsprechende  Determinanten  einander  proportional  sind, 
ein  einziges  System  d  vom  Typus  m  -  m  so  beschaffen,  dass 

(22)  a  =  *  •  ST, 

die  Determinante  ^  also  gleich  dem  grössten  gemeinsamen 
Theiler  d  aller  Determinanten  von  a  ist.  Wir  wollen  jetzt 
die  Aufgabe  lösen,  alle  Systeme  dyV)  vom  Typus  m-m 
resp.   m(m  +  f^);   das   letztere  als  Primsystem,   zu   be- 


*)  Einen  andern  Beweis  schöpft  Stieltjes  in  der  angeführten 
Schrift  aus  den  in  nr.  4  gegebenen  Formeln.  S.  auch  Frobenius  Joum. 
f.  Math.  82  S.  287. 
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stimmen,  welche  bei  gegebenem  System  a  der  Glei- 
chung (22)  genügen.  Dies  kann  auf  Grund  des  Satzes  der 
Torigen  nr.  leicht  ausgef&hrt  werden.  In  der  That  giebt  es 
zunächst^  wie  wir  wissen,  unendlich  viel  Systeme  von  ^  un- 
abhängigen Lösungen  der  Gleichungen  (5);  sei  das  System  b 
der  ft(m  +  f*)  Zahlen 

ein  solches.  Dem  erwähnten  Satze  zufolge  sind  die  Determi- 
nanten von  a  den  complementären  Determinanten  von  h 
proportional.     Denkt  man  sich  nun  die  Gleichungen 

5^  =  0 

0**1,2,.    •/«) 

aufgestellt,  und  bezeichnet  mit  W^  irgend  eines  der  unendlich 
vielen  Systeme  von  m  Fundamentalauflösungen 

(a  =  1,  2,    •  •  m) 

dieser  Gleichungen,  so  ist  Wq  ein  Primsystem  vom  Typus 
m(w  +  /[*),  dessen  Determinanten  den  complementären  Deter- 
minanten von  h  imd  folglich  den  entsprechenden  Determi- 
nanten von  a  nach  demselben  Satze  proportional  sind.  Nach 
nr.  2  giebt  es  dann  ein  einziges  System  d^  vom  Typus  m  •  m, 
welches  mit  ©^  zugleich  die  Gleichung  (22)  erfttlli  Somit  er- 
weist sich  also  zunächst  die  gestellte  Aufgabe  als  lösbar.  Aus 
einer  Lösung 

a  =  do  •  ®^o 

dieser  Gleichung  gehen  aber  alle  übrigen  sehr  einfach  her- 
vor. Die  entsprechenden  Determinanten  der  beiden  Prim- 
systeme ^  und  ^Q  müssen  nämlich  offenbar  einander  gleich 
sein,  und  demnach  giebt  es  nach  nr.  2  ein  System  e  vom  Typus 
m  '  ntj  für  welches 

ist,  während  seine  Determinante  £  =s  1  ist;  demnach  wird 

also,  wie  ebenfalls  aus  nr.  2  folgt,  öe  =  d^  und,  da  e  ein  Ein- 
heitssystem ist,  auch  umgekehrt  8  =  d^er^.    Die  allgemeinste 

B«ohm«nn,  Zahlentheorie.    IV,  i.  22 
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Auflösung  der  Gleichung  (22)  lautet  also,  wenn  d^,  sr^  eine 
bestimmte  Auflösung,  e  aber  irgend  ein  Einheitssystem  vom 
Typus  m  •  m  ist, 

Mit  Hilfe  dieses  Resultates  lösen  wir  nun  eine  andere  Auf- 
gabe, die  sich  mehrfach  in  der  Folge  uns  darbieten  wird.  Es 
handelt  sich  darum,  alle  Systeme  eines  gegebenen 
Typus  aufzustellen,  deren  Determinanten  gegebene 
(nicht  sämmtlich  verschwindende)  Werthe  haben*). 

Das  gesuchte  System  sei  vom  Typus  ft(w  +  f^)-  Wir 
bemerken  vor  Allem,  dass  die  Werthe  seiner  Determinanten 
nicht  völlig  willkürlich  angenommen  werden  dürfen,  da  sie, 
wie  in  nr.  4  auseinandergesetzt,  theilweise  abhängig  von  ein- 
ander sind. 

Man  darf,  wenn  das  System  ein  ganzzahliges  sein  soll, 
die  dort  mit  2^,  ^^,m+x  bezeichneten  Determinanten  offenbar 
nur  mit  der  Einschränkung  willkürlich  wählen,  dass  ent- 
sprechend der  Formel  (14)  auch  sämmtliche  übrigen  Determi- 
nanten z/'  ganze  Werthe  erhalten.  Es  wird  mithin  voraus- 
gesetzt, dass  die  gegebenen  Werthe  ftlr  die  Determinanten  des 
gesuchten  Systems  a  dieser  Bedingung  entsprechen.  Alsdann 
gestattet  die  Aufgabe  unendlich  viele  Auflösungen.  In  der 
That  können  wir  zuerst  die  Elemente  a^«  in  den  ersten  fi  Zeilen 
und  Spalten  eines  Systems  vom  angegebenen  Typus  so  wählen, 
dass  die  Determinante  |  a^x  |  einen  der  vorgeschriebenen,  von 
Null  verschiedenen  Werthe  erhalte,  den  wir  mit  -^bezeichnen 
wollen.     Darauf  lassen  sich 

(23)  ai,A4-f  X   «M+*    •    •    •    «iU.^-f-X 

(X  =  1,  2,    •  •  m) 

nach  dem  Vorbilde  der  Formel  (13)  so  wählen,  dass  auch 
sämmtliche  übrige  Determinanten  die  vorgeschriebenen  Werthe 
erhalten.     Freilich  werden  dabei  die  Zahlen  (23)  nicht  noth- 


*)  Diese  Aufgabe  ist  zuerst  von  Gauss  für  den  Typus  2  •  3  im 
art.  279  seiner  Disqu.  Arithm.  (vgl.  Cap.  2  nr.  7  des  ersten  Abschnittes) 
und  fSr  den  Typus  2  •  4  im  art.  236  ders.  gelöst  worden  Die  im  Text 
gegebene  Lösung  ist  der  mehrfach  genannten  Schrift  von  Stieltjes 
entnommen. 
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wendig  ganze  Werthe  erhalten.  Wenn  man  jedoch  sammtliche 
Elemente  des  so  erhaltenen  Systems  mit  ^jd  mnltiplicirt^  so 
bekommt  man  ein  System  lauter  ganzer  Zahlen^  dessen  Deter- 
minanten den  vorgeschriebenen  Werthen  offenbar  propor- 
tional sind.  Nennt  man  dies  System  q  und  bestimmt^  wie 
in  der  vorigen  Aufgabe,  ein  Primsystem  US^  vom  gleichen 
Typus  und  ein  System  d^  vom  Typus  ft  •  ft  so,  dass  die 
Gleichung 

erf&Ut  wird,  so  sind  die  vorgeschriebenen  Werthe,  weil  den 
Determinanten  von  q,  auch  den  entsprechenden  Determinanten 
von  iSq  proportional,  und  zwar,  da  V5^  ein  Primsystem  ist, 
sind  sie,  durch  ihren  grossten  gemeinsamen  Theiler  d  dividirt, 
den  letzteren  gleich.  Ist  mithin  8  ein  System  vom 
Typus  fi  •  IL,  dessen  Determinante  ^  gleich  d  ist,  wie 
es  offenbar  solcher  Systeme  unendlich  viele  giebt,  so  müssen 
nothwendigerweise  in  dem  Systeme 


(24)  a  =  *  .  ET, 


0 


die  Determinanten  die  vorgeschriebenen  Werthe  haben.  Und 
da  umgekehrt,  wenn  a  ein  solches  System  ist,  es  nach  nr.  2 
ein  bestimmtes  System  d  vom  Typus  fi  •  ^l  mit  der  Determi- 
nante ^  =  d  giebt,  für  welches  a  =  d  -  oS^  wird,  so  liefert 
die  Formel  (24)  sammtliche  Lösungen  der  Aufgabe, 
wenn  man  darin  für  ä  sammtliche  Systeme  der  ange- 
gebenen Beschaffenheit  setzt. 

8.  Wir  heben  den  besonderen  Fall  dieser  Aufgabe  her- 
vor, in  welchem  m  =  1  ist,  also  sammtliche  Systeme  vom 
Typus  fi(fi  +  1)  35U  finden  sind,  deren  ^  +  1  Determi- 
nanten ^1,  ^2,  •  •  •  z/^^-i*)  vorgeschriebene  Werthe  «i, 
«2,  •  •  •  a^4-i  haben  sollen.  Für  diesen  wichtigsten  Fall  soll 
hier  die  Lösung  noch  mitgetheilt  werden,  welche  Hermite 
dafür  gegeben  hat**). 

Jedes  System 


*)  Wir  wollen  dabei  mit  J^  diejenige  Determinante  des  Systems 
bezeichnen,  welche  die  »^  Spalte  desselben  nicht  enthält. 
•^  S.  Joum.  f.  Math.  40  S.  264. 

22* 
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C25)  Xal  Xai   '  "  Xa.fi  +  l 

(a  =  1,  Ä, .    •  /4) 

der  verlangten  Art  bildet  zusammen  mit  ft  +  1  beliebigen 
Elementen  eine  Determinante  fi  +  1**"  Grades,  in  welcher  die 
vorgeschriebenen  Werthe  zu  jenen  Elementen  adjungirt  sind: 
mithin  bestehen  die  ^l  Gleichungen: 

(26)  av'Xßi  +  tti'X^i  '\ 1-  a^4.i  •  ar^.^+i  ==  0 

(^  =  1,  2.  • . .  /*) 

d.  h.  die  Elemente  des  gesuchten  Systems  sind  ft  Lösungen  der 
Gleichung 

(27)  a^xi  +  a^x^  H 1-  «^4.12:^+1  =  0; 

sie  sind  auch  unabhängige  Losungen  derselben,  wenn,  wie  wir 
voraussetzen,  nicht  sämmtliche  Zahlen  ai,  os,  •  •  •  c^fi-\-\,  z.  B. 
a^  nicht  gleich  Null  sind.  Umgekehrt,  wenn  die  Elemente 
(25)  fi  unabhängige  Lösungen  dieser  Gleichung  vorstellen,  so 
folgt  aus  den  ^i,  Identitäten  (26) ,  dass  die  Determinanten  ^^y 
z/2,  •  •  •  ^^+1  proportional  sind  zu  «i,  og,  •  •  •  a^^i  resp.  Nun 
lassen  sich  leicht  solche  il  unabhängige  Lösungen  von  (27) 
aufstellen.  Z.  B.,  wenn  d^  den  grössten  gemeinsamen  Theiler 
der  Zahlen  o^,  cc^y  •  •  •  ax  bezeichnet,  sodass  Sfj,^i  mit  dem 
grössten  gemeinsamen  Theiler  d  sämmtlicher  Zahlen  c(^,  c^^ 
'  '  •  a^t^i  identisch  ist,  erhält  man  eine  Lösung  der  Gleichung 
(27),  wenn  man  Xy,  x^,  •  •  •  Xtc—\  der  Gleichung 


(28)     aiiPi  +  «2^2  H f-  «x-i^Jx-i 

-  <^--::*) 

gemäss  wählt,  alsdann 

Xji  — —     «, 

X 

und  die  übrigen  x  gleich  Null  setzt. 

Auf  solche  Weise  bilden 

wir  yi  Lösungen,  die  wir  folgendermassen  bezeichnen  wollen: 

In    l    0       -O 

0 

(29) 

621     $22     fi      "  '    ^ 

0 

*)  Dass  solche  Wahl  möglich  ist,  würde  aus  dem  Satze  (17)  in  m*.  5 
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und  deren  System  das  System  |  heisse.  Zur  näheren  Fest- 
stellung der  l^a(i  wähle  man  die  2^  ganzen  Zahlen 

gemäss  den  Gleichungen 

x^i  •  «y-i-i  -f  X^i  •  d^  =  5^-f  1, 

was  bekannterweise  geschehen  kann,  da  d^^i  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  von  d^',  «i*+i  ist,  und  setze 

alsdann  erftlllen  die  Werthe  (29),  wie  man  sich  sogleich  über- 
zeugt, thatsächlich  die  Gleichung  (27)  sowohl  wie  (28).  Nun 
sind  die  so  aufgestellten  ^  Lösungen  der  letzteren  unabhängige 
Lösungen,  denn  diejenige  Determinante  von  §,  welche  die 
erste  Spalte  nicht  enthält,  ist  gleich 


*1 

** 

*.-! 

*«               *l            «1 

-    — 

*. 

«» 

*. 

^f^i-l                          ^                           "^ 

also  von  Null  verschieden.     In   Folge    davon   sind    die   Deter- 
minanten von  I  proportional  resp.  zu  «i,  «2,  *    •  «/*+!,  und  da 

die  erste  von  ihnen  gleich   -J  ,  so  sind  sie  sämmtlich  gleich 


«1  «2  «/4  +  1 


d  ^    d  '  d 

d.  h.  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler,  und  das  System  |  ist 
also  ein  Primsystem.  Wird  also  wieder  unter  S  ein  System 
vom  Typus  ^  •  ^  verstanden,  dessen  Determinante 
gleich  d  ist,  so  wird  das  System 

ein  System  der  gesuchten  Art,  und  jedes  System 
dieser  Art  vorstellen,  wenn  für  Ö  darin  jedes  System 
der  bezeichneten  Beschaffenheit  gesetzt  wird. 

Wir   schliessen    diese  Betrachtung   des   besonderen  Falles 


leicht   hervorgehen,   doch   bedürfen  wir  desselben  hier  nicht  in  seiner 
Allgemeinheit. 
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mit  einer  bemerkenswerthen  Folgerung  ab.  Hat  man 
nämlich  2(^  -|-  1)  ganze  Zahlen 

«1  «2  •  •  •  CCft^t 

zwischen  denen  die  Gleichung  stattfindet 

(30)  «i/Ji  +  «i/Js  H h  a/.+1/J^+i  =  1, 

so  lasst  sich  eine  unimodulare  Determinante  ^  -|-  1*®*"  Grades 
angeben^  in  welcher  «i,  cc%,  -  -  -  a^+i  die  Elemente  der  ersten 
Zeüe,  und  /Ji,  /J2,  •  •  •  /J/i-f-i  die  ihnen  adjungirten  Elemente 
sind*).  Denn,  bestimmt  man  dem  Vorigen  entsprechend  ein 
System  vom  Typus  ii(ii  -{-  1),  dessen  Determinanten  die  Werthe 
ßiy  ßi}  ' ' '  ßfi-h^  haben ,  so  bilden  seine  Zeilen  zusammen  mit 
den  Elementen  cct,  a%y  -  •  -  a^^i  eine  solche  Determinante  2), 
da  sie  nach  diesen  Elementen  entwickelt^  gleich 

«i/Ji  -f  ocfßi  -\ h  a^i+i/J/i  +  i 

also  wegen  (30)  gleich  1  ist.  — 

9.    Wir  wenden  uns  nunmehr  zu   den  nicht-homo- 
genen linearen  Gleichungen 

(31)  A„  =  UalXt  +  ttalXi  H j-  UanX^  =  «„, 

(a  =  1,  2,  •  •  •  m  <  w) 

ZU  denen  wir  durch  die  speciellen  Gleichungen  (16)  und  (17) 
schon  geführt  worden  sind.  Wir  dürfen  voraussetzen,  dass 
diese  Gleichungen  unabhängig  von  einander  sind.  Mit 
ihnen  kehren  wir  zu  der  Hauptaufgabe  der  Theorie  der  line- 
aren Formen,  zur  Darstellung  der  Zahlen  durch  solche  Formen 
oder  durch  ein  System  von  solchen  wieder  zurück,  denn,  in- 
dem wir  untersuchen,  für  welche  a«  die  Gleichungen  in  ganzen 
Zahlen  auflösbar  sind,  gewinnen  wir  ein  Bild  von  der  6e- 
sammtheit  der  Werthe,  welche  durch  das  System  der  m  Linear- 
formen darstellbar  sind.  Hier  gilt  nun  vor  allem  folgender 
Satz**): 


••> 


•)  S.  Journ.  f.  d.  r.  u    a.  Math.  86  S.  160. 

*)  Dieser  Satz  findet  sich  zuerst  bei  J.  Heger,  Abb.  der  Wiener 
Akademie  14  II  S.  111.  S.  auch  Smith,  On  Systems  etc.  art.  111,  so« 
wie  Frobenius,  J.  f.  Math.  86  S.  171  Satz  IV. 
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Zur  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  (31)  in  ganzen 
Zahlen  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der 
grösste  gemeinsame  Theiler  d  aller  Determinanten 
für  das  System  a  der  Coefficienten  der  gleiche  ist, 
wie  für  das  durch  die  constanten  Glieder  erweiterte 
System  a. 

Diese  Bedingung  ist  nothwendig;  denn,  wenn  die  Glei- 
chungen (31)  erfüllt  sind,  so  ist  jede  Determinante  von  a, 
wenn  sie  die  aus  den  constanten  Gliedern  bestehende  Spalte 
nicht  enthält,  eine  der  Determinanten  yon  a,  andernfalls  aber 
eine  homogene  lineare  Funktion  der  letzteren,  und  somit  ist 
jede  Determinante  von  a  also  auch  ihr  grösster  gemeinsamer 
Theiler  durch  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  d  aller  Deter- 
minanten von  a  theilbar,  während  andererseits  in  letzterem 
gewiss  auch  jener  aufgehen  muss:  sie  stimmen  folglich  noth- 
wendig beide  mit  einander  überein. 

Die  Bedingung  ist  aber  auch  hinreichend.  Denn,  be- 
stimmt man  die  Einheitssysteme  p,  q  nach  der  Formel 

(32)  p'aq  =  E, 

wo  E  das  Diagonalsystem 

Ci  0  •  •  •  0    0 
0  ftj  .    .  0    0 


•    •   • 


0  0     "  e,n  0     " 

bezeichnet,  so  führt  man  nach  Gap.  2  nr.  2  die  Gleichungen 
(31)  auf  m  andere  zurück  von  der  Form 

(33)  eaPa  =  «a, 

(a  «  1,  8,        m) 

welche  jedenfalls  eine  Lösung  in  rationalen  Zahlen  ya  zu- 
lassen. Femer  aber  erkennt  man  zufolge  der  Formel  (6) 
jener  nr,  nämHch: 

»a  =  Pal^l  +  Pai(h  +  *  *  *  +  PamO^m 

(a  =3  1,  «,    •    m) 

sogleich  die  Richtigkeit  folgender  mit  (32)  analoger  Beziehung: 

2) .  a  •  go  =  ®> 
wenn  unter  q^  das  Einheitssystem 
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qn    "  '  im  0 


qm  "  '  qnn  0 

0    ...  0    1 


und  unter  S  das  durch  die   constanten  Glieder  «„    erweiterte 

System  E: 

e^  0   .  •  •  0    0     .  •  a^' 

0  6i  .    .  0    0  •  • .  Oj' 


0  0       •  em  0  •  •  •  flu 


verstanden  wird.  Mithin  ist  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
aller  Determinanten  des  erweiterten  Systems  6  gleich  dem- 
jenigen von  Q  oder  a  Ai.  d  =  e^  e^  •  -  -  Cm-  Nun  sind  aber 
die  von  0  verschiedenen  Determinanten  von  6  die   folgenden 

Werthe: 

j     d      f     d      ,  d     , 

demnach  ist  allgemein    -  eine  ganze  Zahl  und  die  durch  die 

Gleichungen  (33)  bestimmten  Zahlen  yi^y^y  -  -  -  ym  sind  ganz- 
zahlig. Führt  man  letztere  in  die  Formeln  (9)  der  nr.  2  des 
zweiten  Capitels  ein,  so  liefert  diese: 

Xa  =  Qaiyi  +  qa^yi  H h  qanVn 

(a  =  1,  2,    •  •  n) 

eine  ganzzahlige  Auflösung  der  Gleichungen  (31),  welche  ganzen 
Werthe  auch  den  unbestimmt  gebliebenen  ym-\-i,  Vm-f  2,  •  •  •  y« 
beigelegt  werden,  w.  z.  b.  w.  Und  sie  giebt  zugleich  ihre  all- 
gemeine Auflösung,  wenn  diesen  Unbestimmten  alle  möglichen 
ganzen  Zahlenwerthe  ertheilt  werden. 

Man  kann  diese  allgemeine  Lösung  auch  folgendermassen 
finden.  Bestimmt  man  nach  nr.  6  zu  den  m  Reihen  von  w  +  |w 
Elementen  des  Systems  a  noch  fi  Reihen 

Clm-\-fi,l  Orm-\-(i,2  '  '  '  fl^«4.^,m+/i 

von  der  Beschaflfenheit,  dass  die  Determinante  der  (m  +  ^y 
Elemente  gleich  d  wird,  und  bezeichnet  mit 
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ganz  willkürliche  Zahlen^  so  kann  man  aus  den  m  -|-  fi  Glei- 
chungen 

(a  =  1,  2,    •  •  m  4-  /<) 

die  Werthe  Xi  bestimmen  und  findet  allgemein 

(84)  d'  Xi^=  —  {dal-  '  '  aa,i^\  aa  aa,i-f-l   •  •  •  Cla,m+ft  |. 

Wenn  nun  diese  Determinante  nach  den  Unterdetermi- 
nanten ihrer  ersten  m  Zeilen  entwickelt  wird,  so  wird  sie  eine 
homogene  lineare  Funktion  derjenigen  Determinanten  von  q, 
welche  die  i^  Spalte  nicht  enthalten,  der  Divisor  d  lässt  sich 
also  gegen  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der  letzteren 
heben,  und  man  erhält  durch  die  Formel  (34)  eine  Lösung 
der  Gleichungen  (31)  in  Gestalt  einer  ganzzahligen  linearen 
Funktion  von  ft  unbestimmten  ganzen  Zahlen 

diese  Formel  muss  daher  der  allgemeinen,  vorher  gefundenen 
Lösimg  der  Gleichungen  (31)  gleichbedeutend  sein. 

10.  Wir  fügen  an  die  Betrachtungen  der  vorigen  nr.  noch 
einige  Bemerkungen  an. 

1)  Aus  der  Formel  (34)  folgt  unmittelbar,  dass  Xi  theilbar 

ist   durch    -^ ,  wenn  mit  (?')  der  grösste  gemeinsame  Theiler 

derjenigen  Determinanten  von  a  bezeichnet  wird,  welche  die 
!**•  Spalte  nicht  enthalten.     Betrachten  wir  nun,  indem  wir 

UaO  =  Cla 

setzen,  neben  dem  Systeme  (31)  nicht  homogener  Gleichungen 
dasjenige  homogener  Gleichungen,  welches  folgt: 

(35)  aaoXo  +  ttalXi  H h  aanXn  =  0. 

(a  =  1,  2,  •  •  .  wi) 

Unter  der  Voraussetzung,  dass  für  die  Systeme  a 
und  Q  sämmtliche  Determinanten  denselben  grössten 
gemeinsamen  Theiler  d  haben  oder  dass  e?®^==dsei,  haben 
diese  Gleichungen  eine  ganzzahlige  Auflösung,  bei  welcher 
Xq=  —  1,  also,  indem  man  die  Vorzeichen  bei  derselben  um- 
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kehrt,  auch  eine  solche,  bei  welcher  Xq=  l  =  -j^  ist.  Wir 
wollen  zeigen,    dass  sie  auch  eine  solche  ganzzahlige 

Auflösung  haben,  bei  welcher  x,= -^,  oder  auch  eine 

solche,    bei    welcher    rc,- = ^   ist     In   der   That,    das 

System  der  Gleichungen 

(36)         ttao^o  + h  tta^i-iXi-i  +  aa,,.f  i;a:,-|.i  -j 

ist  in  ganzen  Zahlen  auflösbar.  Denn  die  Determinanten  seines 
Coefficientensjstems  sind  diejenigen  Determinanten  von  a, 
welche  die  i**  Spalte  nicht  enthalten,  und  ihr  grösster  gemein- 
samer Theiler  ist  folglich  d^^.  Dagegen  sind  die  Determinanten 
des  durch  die  constanten  Glieder  erweiterten  Systems,  wenn 
sie  nicht  mit  den  eben  genannten  identisch  sind,  solche  Deter- 

minanten  von  a,  welche  die  ^  Spalte  enthalten,  mal  -^ ,    ihr 

grösster   gemeinsamer   Theiler   ist   also    gleich  8^*^  •  -j- ,  wenn 

tf(0  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  letzteren  Determinanten 
und  also  d  grösster  gemeinsamer  Theiler  von  (?*")  imd  8^^  ist. 
Mithin  ist  fUr  die  Gleichungen  (36)  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  aller  Determinanten  des   erweiterten  Systems   gleich 

demjenigen  von  e?0  =  ^ .  _  und  d^')  •  -|-  d.  h.,  da  «r'^  theilbar 

sein  muss  durch  d,  gleich  d '  -j-  =  ^^*^-    Nach  dem  Satze  der 

vorigen  nr.  ist  demnach  das  System  (36)  von  Gleichungen  in 
ganzen  Zahlen  auflösbar. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  gestatten 
hiernach  die  Gleichungen  (35)  offenbar  auch  eine 
solche    ganzzahlige    Auflösung,    bei    der    die    ünbe- 

stimmte  Xt  irgend    ein  Vielfaches   von  -^  ist*). 

2)  Wir  können  femer  bemerken,  dass,  wenn  die  Glei- 
chungen (31)  auflösbar  sind,  es  auch  die  Gleichungen 

•)  St.  Smith,  On  Systems  etc.  S.  811. 
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(37)  UalXi  +  ««2^2  H h  Clanen  =  ha 

(a  =  1,  2,  •    •  m) 

sein  werden,  sobald  ba  ^  a«  (mod.  d)  ist.  Denn  das  System 
a  ist  för  diese  Gleichungen  dasselbe  wie  für  jene,  und  offen- 
bar wird  der  grösste  gemeinsame  Theiler  d  aller  Determi- 
nanten des  erweiterten  Systems  a  unverändert  bleiben,  wenn 
die  Elemente  a«  dieses  Systems  durch  irgend  welche  ihnen 
(mod.  d)  congruente  Zahlen  ersetzt  werden.  Die  erforderliche 
Bedingung  för  die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  (37)  ist  also 
erfüllt.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Auflösbarkeit  der  Glei- 
chungen (31)  nur  Yon  den  Resten  abhangt,  welche  ihre 
rechten  Seiten  a«  (mod.  d)  lassen.  Nun  giebt  es  (mod.  d) 
solcher  Restsysteme  a«  im  Ganzen  d*";  wir  wollen  unt.ersuchen, 
für  wieviel  von  ihnen  die  Gleichungen  (31)  auflösbar  sind. 

Da  der  Rang  r  von  a  gleich  m  ist,  kann  man  nach  nr.  7 
des  zweiten  Capitels  das  Zahlensystem  a  allein  durch  Zusammen- 
setzung mit  Einheitssystemen  zur  Rechten  auf  die  Gestalt 
(17  a)  dortselbst  bringen  d.  h.  die  Gleichungen  (31)  durch  eine 
Substitution  anderer  Variabein  y  an  Stelle  der  x  durch  diese: 


(38) 


«1  =Miyi 


ersetzen,  in  welchen  t*^t4^  •  •  w,„  =  rf  sein  muss;  letztere  Glei- 
chungen sind  mithin  zugleich  mit  den  Gleichungen  (31)  auf- 
lösbar oder  nicht  auflösbar.     Die  erste  der  Gleichungen  (38) 

gestattet  aber  nur   für  —  Reste   von  a^  (mod.  d)  ganzzahlige 

Auflösungen;  für  jeden  von  diesen  liefert  die  zweite  der  Glei- 

chungen  nur       verschiedene    zulässige  Reste  von   a^  (ii^od.  d) 

u.  s.  w,,  die   letzte   dann   nur   —    verschiedene  Reste   von  a 


(mod.  d).     Somit  giebt  es  nur 


—  .       ... «— -  (ff*^  —  i 

«1       "t  ^m 


verschiedene    Restsysteme    a«    (mod.  d),    für    welche 
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die  Gleichungen  (31)  ganzzahlige  Auflösungen  ge- 
statten*). 

3)  Wir  beschliessen  endlicli  dies  Capitel  mit  der  Frage 
nach  der  Aequiyalenz  von  linearen  Formen  oder  von 
Systemen  solcher  Formen.  Wir  definiren  diese  Aequi- 
valenz  in  gewöhnlicher  Weise:  indem  wir  zwei  Systeme  von 
m  (unabhängigen)  Linearformen: 

Aa  ==  ttalXi  +  üaiXi  +  •  •  •  +  aan^n 

(a  =  1,  2,  •  •    m) 

und 

Ca  =  CaiS^i  +  CaiZf  H +  Can^n 

(a  =  1,  2,  •  •  •  m) 

einander  äquivalent  nennen,  sobald  das  eine  in  das 
andere  durch  eine  unimodulare  Substitution  zwischen 
den  Veränderlichen  übergeht. 

Nun  kann  man,  wie  soeben  bemerkt,  das  System  der 
Formen  Äa  mittels  einer  solchen  unimodularen  Substitution 
in  das  System  der  Linearformen  (88)  überfahren,  in  welchem 
u^  u^  '  •  '  thn=  d  ist  und  die  übrigen  Coefficienten  die  Be- 
dingungen     _  _ 

0  <  feil  <  Wl,    •  •  •  0  <  4i,l,    •  •  •  dm,m-l  <  Um 

erfüllen.  Wir  wollen  das  letztere  ein  reducirtes  Formen- 
system nennen;  durch  die  reciproke  Substitution  verwandelt 
es  sich  wieder  in  das  System  -4«.  Für  das  System  der  Linear- 
formen Ca  gilt  dasselbe:  auch  ihm  entspricht  ein  äquivalentes 
reducirtes  Formensystem  von  derselben  Gestalt.  Betrachten 
wir  nun  neben  dem  System  (38)  ein  zweites: 


WO  w/tij' ' '  '  Um  =  d  und 

ist,  und  fragen,  ob  es  mit  (38)  äquivalent  sein  kann.     Da  es 

*)  S.  St.  Smith  a.  a.  0.  S.  325,   wo  auch   eine   interessante    An- 
wendung dieses  Resultates  gegeben  wird. 
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alsdann  aus  letzterem  Systeme  durch  eine  unimodulare  Sub- 
stitution hervorgeht  und  dies  nicht  nur  für  die  gesammten 
beiden  Systeme,  sondern  auch  allgemein  für  diejenigen  beiden 
Theilsysteme  gilt,  welche  aus  den  x  ersten  der  entsprechenden 
Formen  bestehen,  so  muss  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
aller  Determinanten,  die  aus  den  ersten  x  Gleichungen  ge- 
bildet werden  können,  je  derselbe  sein,  d.  h. 

ebenso 

UiUi  ' '  '  tix— 1  =  tiiUa  •  •  •  Ux—i 

also  allgemein  u^  =  u^.     Aus  der  Gleichheit 

folgt  dann  y^'  =  y^;  mithin  aus  der  Gleichheit 

für  jedes  y^  die  Congruenz 

6,1  yi  =  fti^i  d.  h.  fcji  EE  /J31  (mod.  u^) 

also  nach  den  Ungleichheiten,  welchen  diese  Zahlen  unter- 
worfen sind,  6,1  =  /52i,  mithin  y^  =^2-  Nun  folgt  aus  der 
Gleichheit 

rnVi  +  yssy«  +  ^iVz  =  ^i^i  +  ^tVi  +  ^^s, 

welches  auch  yi^y^  sind,  die  Congruenz 

rnVi  +  Yf^tVi  =  CsiVi  +  Cjs^ya  (mod.  ti^) 
d.h. 

Yzx  =  ^1;  ^82  =  ^2  (mod.  U3) 

oder  vielmehr  der  beschränkenden  Ungleichheiten  wegen 

^81  =  ^1;  ^82  =  ^2  ™d  folglich  y/  =  y,, 

u.  s.  w.  Es  ergiebt  sich  mithin  als  Bedingung  für  die 
Aequivalenz  der  beiden  reducirten  Systeme  ihre  völ- 
lige Identität. 

Und  hieraus  folgt  ohne  Weiteres:  Die  zwei  Systeme 
von  Linearformen  Äa  und  Ca  sind  dann  und  nur  dann 
einander  äquivalent,  wenn  sie  ein-  und  dasselbe  redu- 
cirte  Formensystem  haben.  Die  Coefficienten  des  redu- 
cirten Formensystems  sind  hiemach  für  die  ganze  C lasse 
aller    unter   einander   äquivalenten   Systeme  von  Linearformen 
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unveränderlich  dieselben  und  können  deshalb  als  die  Inva- 
rianten des  Systems  der  Linearformen  Aa  betrachtet 
werden. 

Dem  Gefundenen  zufolge  giebt  es  ebensoviel  nichtäqui- 
valente Systeme  von  m  unabhängigen  Linearformen^  als  die 
Anzahl  der  reducirten  Systeme  betragt;  deren  giebt  es  aber 
wegen  der  die  Goefficienten  beschränkenden  Ungleichheiten  f&r 
jede  Zerlegung 

(39)  d  =  MiM,  "'Um 

der  Zahl  d  in  m  Faktoren 

•  m  —  1  1  o  m 

im  Ganzen  also 

(40)  J  '  ^^i^^'^7 

wenn  die  Summation  auf  aUe  Zerlegungen  (39)   sich  bezieht. 
Denken  wir  uns  d  in  Primzahlpotenzen  zerlegt: 

(41)  d  =  ]~[p>, 

P 

setzen  dann  

p 

so   sind  die  Exponenten  d,  wegen  (39)    durch  die  Bedingung 

(42j  *^  +  *^  +  ...  +  d^  =  d 

mit  einander  verbunden,   und  man  erhält  statt  des  Ausdrucks 
(40)  den  folgenden: 

p 

wo  die  Summation  auch  mit  der  Multiplikation  vertauscht  und 

p 
geschrieben  werden  darf.     Hier  sind  die  Glieder   der  Summe, 
die   auf  alle   Lösungen   der   Gleichung  (42)    auszudehnen    ist, 
identisch  mit  den  Gliedern  der  Entwicklung  von 

(/> + p'  H — h  p^y, 

wenn   diese   nur   einfach,   ohne   ihren  Polynomialcoefficienten, 
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genommen  werden.  Insbesondere  sind  sie  für  d  =  1  die 
Glieder  der  Summe 

selbst,  und  somit  wird  der  Ausdruck  (40)  oder  (43)  d.  i. 
die  Anzahl  der  reducirten  Formensysteme  in  dem  ein- 
fachen Falle,  wo  d  aus  lauter  verschiedenen  Primfak- 
toren besteht,  gleich 


n 


jn 


p'"  ■—  1 


1      ^' 
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Die  linearen  Congrnenzen. 

1.    Von  den  linearen  Gleichungen  wenden  wir  uns  jetzt 
noch   zu  den   linearen   Gongruenzen,   deren  wir  ein  System 
Ton  m  Gongruenzen 
(1)  Äa  =  aa  (mod.  x) 

(a  =-  1,  2,  .    •  m) 

betrachten    wollen.     Offenbar    sind    diese    m   Gongruenzen 
durchaus  gleichbedeutend  mit  den  m  Gleichungen 

(2)  Äa  +  X0a  =  «a, 

(o  =  1,  2,    •    m) 

auf    deren    Betrachtung    wir    mithin    die    Untersuchung    der 
ersteren  zurückführen  können. 

Seien  zuerst  die  Gongruenzen  homogen  also  aa  =  0] 
es   handelt  sich   dann  um   die   Auflösung   der   m  homogenen 
Gleichungen 
(3)  Aa  +  xxr«  =  0. 

(a  =  1,  2,  .  .    m) 

Wenn  mit  p,  q  wieder  dieselben  Einheitssysteme  bezeichnet 
werden,  wie  in  Gap.  2,  nr.  2,  so  lassen  sich  die  Gleichungen 
durch  passende  Gombination  auf  die  Gestalt 


»)  S.  Abschnitt  1,  Cap.  7  nr.  1. 
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y,  beliebig. 


-i^ 


Zr-i-i,  • ' '  Zm  gleich  XulL 

Wutann  iiU;r  findet  Mich  die  allgemeinste  Losung  der  61ei- 
vhwn^i^n  (\S)f  wenn  einerw^its  die  Werthe  Za  in  (4)  eingesetzt 
iiiMJ    dann    huh    dioHon  Gleichungen   die   Za    bestimmt    werden, 
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andererseits  durch  Substitution  der  gefundenen  Werthe  der  y« 
in  die  Gleichungen  (5)^  wodurch  man  findet: 

(9)    Xa=qal~tl-] h  ^ar'^tr  +  g«,r+l  gr+1  H f"  ««»  tn, 

(a  =  1,  2,  •    •  n) 

wenn  die  ^  ganz  beliebige  ganze  Zahlen  bezeichnen.     Diese 
Werthe  Xa  sind  dann  zugleich  die  allgemeinste  Lösung 
der  Gongraenzen 
(10)  ^  =  0  (med.  x). 

(a  =  1,  2,  •  •  •  m) 

Handelt  es  sich  mm  darum,  aus  allen  diesen  die  unter 
einander  incongruenten  Lösungen  auszuscheiden  resp.  ihre 
Anzahl  zu  bestimmen,  so  kann  man  bemerken,  dass,  da  der 
Modulus  der  Substitution  (5)  die  Einheit  ist,  offenbar  nicht 
nur  congruenten  Systemen  der  y  congruente  Systeme  der  x 
entsprechen,  sondern  auch  umgekehrt,  und  folglich  muss  die 
Anzahl  der  (mod.  x)  incongruenten  Systeme  (9)  der  Zahlen 
Xa  gleich  derjenigen  der  incongruenten  Systeme  (8)  der  Zahlen 
ffa  sein.     Die  letztere  ist  aber  ersichtlich 

s^s^  •  •  •  Sr  •  x""'''; 
konmit  man  also  überein,  Sk  =  x  za  setzen,   so  oft  &  >  r  ist, 
so  findet  sich  die  Anzahl   |^;x|   der   incongruenten  Lö- 
sungen oder  der   Wurzeln  der  Oongruenzen  (10)  durch 
die  Formel: 

(11)  \Ä,x\=$^S^'"$n. 

Da  Ck  durch  Sk^i  theilbar  ist,  so  geht  auch  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  Sh  von  Ck  und  x  durch  den  grössten  ge- 
meinsamen Theiler  5^— i  ^on  «a—i  und  x  auf;  folglich  ist 


h-i 


theilbar  durch  —     Der  Formel  (9)  zufolge  ist  deshalb,  so  oft 

h 

der  Rang  r  des  Systems  a  gleich  n  ist,  jede   der  Zahlen  Xa 

theilbar  durch  — -,  und  folglich  können  alsdann  die  Elemente 

^19  ^2} '  "  ^n  einer  Lösung  der  Oongruenzen  (10)  nur  unter 
der  Bedingung,  dass  s«  =  x  d.  h.  Cn  durch  x  theilbar  ist, 
Zahlen  ohne  einen  gemeinsamen  Theiler  sein.  Da  femer,  falls 
r<,n  ist,  e«  =  0  also  gleichfalls  theilbar  ist  durch  x,  dürfen 

Bachiiiann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  28 
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wir  sagen:  die  Congruenzen  (10)  können  nur  dann  eine  Lösung 
in  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  haben,  wenn  6„  theilbar 
ist  durch  x.  Umgekehrt  aber,  wenn  e„  durch  x  aufgeht  also 
Sn  =  X  ist,  so  ist  entweder  r  •=  n  also 

^a  =  qal  '  ^  tl  -] hian'^tn, 

(of  =  1,  2,    •    1.) 

oder  r  ist  <  n  und  es  gilt  die  Formel  (9);  in  beiden  Fallen 
findet  man,  indem  man  t«  =  1;  di©  übrigen  J  gleich  Null 
wählt,  die  Lösung 

welches  eine  Lösung  in  Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  ist, 
da  die  Determinante  des  Systems  g,  von  welchem  diese  Zahlen 
eine  Spalte  bilden,  gleich  1  ist.  —  Beide  Ergebnisse  zusammen- 
fassend gewinnt  man  folgenden  Satz: 

Damit  mehrere  homogene  lineare  Congruenzen 
zwischen  n  unbekannten  eine  Lösung  in  ganzen 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  haben,  ist  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  der  Modul  der  Con- 
gruenzen im  »****  Elementartheiler  des  Coefficienten- 
systems  aufgehe*). 

Jeder  Lösung  der  Congruenzen  (10)  in  Zahlen  rCi,  a:^,  •  •  •  a;„ 
ohne  gemeinsamen  Theiler  entspricht  ein  System  rationaler 
Werthe 

fc   ^     ^=^    .      *"-  * 

mit  dem  Generalnenner  x,  für  welches  die  m  Linearformen 

(12)  ttaigi  -f  aaii%  H h  aanin 

(a  =  1,  2,  •  •  •  m) 

ganzzahlig  werden,  und  umgekehrt.  Demnach  lässt  sich  der 
vorige  Satz  auch  in  dieser  andern  Fassung  aussprechen: 

Damit  die  Linearformen  (12)  für  rationale  Werthe 
der  Variabein  ganzzahlig  werden  können,  ist  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  der  n*®  Elementartheiler 


•)  S.  Frobenius,  Theorie  der  linearen  Formen  mit  ganzen  CoefB- 
cienten,  J,  fiir  Math.  86  S.  192. 
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des  Goefficientensystems  durch  ihren  Generalnenner 
theilbar  sei*). 

2.    Indem  man  in  den  m  Ausdrücken 

(a  :=  1,  2,  •  •  •  m) 

den  Unbestimmten  x^,  x^j  -    -  Xn  irgend  ein  System  von  Resten 

^ij  ^if      '^n   (mod.  x) 
beilegt  y  erhält  man  ein  System  zugehöriger  Werthe 

und  wenn  dies  auf  alle  mögliche  Weise  geschieht^  x"  solcher 
Systeme.     Entspricht  ein  zweites  derselben: 

A^\  Ä^\  •  "  A^ 

dem  System  r/',  r^\  •  •  •  r„"  von  Resten ,  so  wird  es  dem 
ersteren  (mod.  x)  congruent  sein  oder  nicht^  je  nachdem  die 
Zahlen 

eine  Wurzel  der  Congnienzen  (10)  darstellen  oder  nicht. 
Mithin  werden  je  |  -4,  x|  Systeme  von  Resten  der  Unbestimmten 
congruente  Systeme  Aa  ergeben  und  die  Anzahl  (-4,  x)  nicht- 
congruenter  Werthsysteme,  welche  die  m  Linearformen 
Aa  (mod.  x)  lassen  können,  wird  durch  die  Gleichung 

(13)  (^,x).|^,x|  =  x' 

bestimmt  sein.  Mit  Rücksicht  auf  (11)  findet  sich  also  die 
Formel: 

(")  (--)-,-^=na)-iia)- 

Diesem  Ausdrucke  für  {Ay  x)  lassen  sich  ein  paar  andere 
Bestimmungsweisen  an  die  Seite  stellen,  die  oft  nützlich  ver- 
wendet werden  können.  Wir  zeigen  zu  diesem  Zwecke, 
dass  s^s^-'Sr  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der 
Zahlen 
(15)  K%  x*— *di,  x»— «dg,  •  •  •  x(^-.i,  dr 

oder  der  Zahlen 


•)  Vgl.  hierzu  Hensel,   zur  Theorie  der  linearen  Formen,   J.  für 
Math.  107  S.  241. 

28* 
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ist.  In  der  That:  die  beiden  ersten  von  ihnen  haben  den 
grossten  gemeinsamen  Theiler  x^""^5i,  folglich  sie  alle  den- 
selben grossten  gemeinsamen  Theiler  wie  die  folgenden: 

(16)  x''"'^^!,  x'— »«lej,  x^-'e^ej^g,  •  •  •  e^Ca  •  •  •  6^. 

Von  den  letzteren  haben  die  beiden  ersten  zum  grossten  ge- 
meinsamen Theiler  x^~^  mal  denjenigen  von 

hier  ist   aber  —  prim   gegen  —  und  als  Theiler  von  —   auch 

gegen  — ,    mithin    haben   die    genannten    beiden  2^ahlen   den 

grossten  gemeinsamen  Theiler  %^'^^s^s^^  und  die  Zahlen  (16) 
genau  denselben^  wie  die  folgenden: 

X'— *5i^,  X'— »Cjöa^;  •  •  •  ?  e^e^'-er 

u.  s.  f.^  sodass  sich  schliesslich   s^s^*  *  *  Sr  als   grösster  gemein- 
samer Theiler  aller  Zahlen  (15)  herausstellt. 
Schreibt  man  denmach  die  Zahlen 

(17)  x%  x»-idi,  x— «rf»,  •  •  •  xei«^i,  An, 

von  denen,  wenn  r  <  n  ist,  die  letzten  n  —  r  gleich  Null  sind, 
so  werden  diese 

zum  grossten  gemeinsamen  Theiler  haben.  So  geht  der  Satz 
hervor: 

Die  mit  |  ^,  x  |  bezeichnete  Anzahl  ist  der  grosste 
gemeinsame  Theiler  aller  Zahlen  (17),  und  man  findet 
die  Zahl  (J.,  x),  wenn  man  x*  durch  den  letzteren 
dividirt.     Wenn  man  aber  die  Brüche 


(18) 

X   '    X«'              ^" 

oaer 

X»*          '           X*          '               X* 

auf  ihren  Generalnenner  bringt,  wird  der  letztere  offenbar  in 
genau    derselben   Weise    erhalten.     Und    somit    kann    man 
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(Ajx)  auch  als  den  Generalnenner  der  Brüche  (18) 
definiren. 

Nach  (11)  erhält  die  Zahl  |^;x|  dann  und  nur  dann 
den  Werth  1,  wenn  x  prim  ist  gegen  dn.  Man  schliesst  folg- 
lich den  Satz:  Die  Congruenzen  (10)  haben  dann  und 
nur  dann  die  einzige  Lösung  Xa^O  (mod.  x),  wenn 
r  =  n  und  x  zum  grössten  gemeinsamen  Theiler  aller 
Determinanten  von  a  prim  ist*). 

Denken  wir  uns  nunmehr  neben  den  m  Linearformen 

(19)  aalXt  +  aaiOOi  H 1-  ttan^n 

(a  =  1,  2,  •  •  .  m) 

mit  n  Unbestimmten  dasjenige  System  von  n  Linearformen 

(20)  ai0i  +  os^y»  H h  an^^y^n 

0?  =  1,2,         n) 

mit  m  Unbestimmten^  dessen  Zahlensystem  a'  das  zu  a  con- 
jugirte  System  ist 

Da^  wie  bereits  am  Ende  von  nr.  4  des  zweiten  Capitels 
bemerkt  worden  ist^  die  Elementartheiler  von  a  identisch  sind 
mit  denjenigen  von  a,  so  müssen  für  a  auch  die  grössten 
gemeinsamen  Theiler  von  x  und  den  Elementartheilem  die- 
selben Zahlen  5^,  ^j,  •  •  •  5»  sein,  wie  für  a,  und  somit  ergiebt 
sich  aus  (14)  ohne  weiteres  die  Gleichheit: 

(21)  (A',x)  =  iÄ,x) 

oder  der  Satz**):  Die  Anzahl  der  (mod.  x)  incongruenten, 
durch  die  m  Formen  (19)  darstellbaren  Werthsysteme 
ist  ebenso  gross,  wie  die  Anzahl  der  (moA  x)  incon- 
gruenten Werthsysteme,  welche  durch  die  n  con- 
jugirten  Formen  (20)  darstellbar  sini 

Heisst  aber  {  Ä'^  x  |  die  Anzahl  incongruenter  Lösungen 
des  zu  (10)  conjugirten  Systems  von  Congruenzen: 

ai/?yi  +  (hßVi  H h  (hnfiPm  =  0  (mod.  x) 

(/J  =  l,»,...n) 

mit  den  m  Unbestimmten  yi,  yj;  *  * '  y»»,  so  ist  der  Formel  (13) 
entsprechend 


*)  Jonm.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  86  S.  198. 
•♦)  S.  Frobenius  Th.  d.  lin.  Formen,  J.  f.  Math.  86  S.  192. 
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(A\x)-\A',x\  =  x'", 
mitliin  wegen  (21) 

\Ä^x\:\Ä\x\=x''  :x"*; 
nur  also,  wenn  m  =  n  ist,  gilt  die  Gleichheit 

Ä'j  x\  =  \  ÄfX\. 


3.  Wir  wollen  nun  annehmen,  dass  die  Congruenzen  (10) 
unabhängige  Congruenzen  also  r  =  m^n  sei.  Ihre  allge- 
meine Lösung  wird  dann  durch  die  Formel 

(22)    Xa  =  3al  -^Sl  H h  ^a.m^U  +  ?a.m-f  lSm+1  H h^ctntn 


8, 


8 


m 


(a  =  1,  2,  ■  •  .  n) 


geliefert,  indem  man  darin  fQr  ti7 1^} ' ' '  tn  oUe  ganzen  Zahlen 
setzt;  auch  ist  jedes  so  gelieferte  System  von  Werthen  x^, 
X2, ' ' '  Xn  eine  jener  Lösungen  und  man  erhält  jede  von  ihnen 
auch  nur  einmal.     Insbesondere  sind  die  n  Systeme 


(23) 


in 


8, 


221   —   • 


8, 


"  ini-r- 
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auch  n  Lösungen  der  Congruenzen  (10),  aus  denen,  wie  die 
Formel  (22)  zeigt,  alle  übrigen  Lösungen  sich  linear  zusammen- 
setzen lassen.  Da  q  ein  Einheitssystem  ist,  findet  sich  als 
Werth  der  Determinante  des   vorstehenden    Systems   offenbar 


.m 


hh 
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m 


hh 


s. 


=  (^, «). 


Es  giebt  mithin  für   die   von   einander   unabhän- 
gigen Congruenzen 

Aa^^O  (mod.  x) 

(a  =3 1,  2,  •  •  •  m) 

mit  n  Unbestimmten  n  Lösungen,  deren  Determinante 
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gleich  (ÄyTc)  ist  und  aus  welchen  alle  übrigen  linear 
zusammensetzbar  sind*). 

Diese  Losungen  könnte  man  füglich^  wie  bei  den  Glei- 
chungen, ein  System  fundamentaler  Losungen  der  Congru- 
enzen  nennen.  Lidessen  wollen  wir  diesen  Ausdruck  hier 
anders  gebrauchen.  Da  es  nämlich  bei  Gongruenzen  wesent- 
lich nur  auf  incongruente  Lösungen  oder  Wurzeln  ankommt, 
so  wollen  wir  k  Lösungen 

(24)  bal    6a2    •  •  •    ian 

(a  =  1,  2,  •  •  .  ;i) 

der  Congruenzen  (10)  dann  ein  System  von  Funda- 
mentalauflösungen nennen,  wenn  alle  incongruenten 
Lösungen  arj,  a:^,  •  •  •  a;»  durch  die  Formel 

(25)  Xa  =  hia0i  +  ftja^j  H h  bxa^x  (mod.  x) 

(a  =  1,  2, .    •  w) 

gegeben  werden,  indem  man  für  die  Unbestimmten 
^i;  ^i>' ' '  ^i-  ^11^  Reste  (mod.  x)  einsetzt.  Es  ist  leicht, 
eine  Bedingung  abzuleiten,  welche  dafür,  dass  die  Lösungen 
(24)  ein  solches  Fundamentalsystem  bilden,  nothwendig  und 
hinreichend  ist.  Da  nämlich  die  Ausdrücke  (25)  stets  den 
Congruenzen  (10)  genügen,  wenn  dies  die  Zahlen  (24)  thun, 
werden  letztere  ofiFenbar  dann  und  nur  dann  ein  Fundamental- 
system bilden,  wenn  jene  Ausdrücke  genau  so  viel  (mod.  x) 
incongruente  Systeme  Xa  darstellen  können,  als  die  Congru- 
enzen (10)  Wurzeln  haben.  Bezeichnet  man  also  mit  (JB,  x) 
die  Anzahl  der  (mod.  x)  incongruenten  Werthsysteme,  welche 
die  n  Formen 

mit  X  Unbestinunten  oder,  was  dasselbe  sagt,  welche  die  con- 
jugirten  k  Formen 

&aiyi  +  haiVi  H h  banVn 

(a  =  1,  2, .  .    a) 

mit  n  Unbestimmten  darstellen  können,  so  ist  die  noth- 
wendige    und     hinreichende    Bedingung    dafür,    dass 


♦)  Frobenius  a.  a.  0.  S.  182. 
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die  Losungen  (24)  ein  Fundamentalsystem  der  Con- 
gruenzen  (10)  bilden^  die  Gleichheit: 

(26)  \Ä,x\  =  (B,  k). 

Da  der  Voraussetzung  nach  aUgemein 

(X'alifil  +  »al&/?2  + h  Ctanifin  ^  0    (mod.  x) 

(a  =  l,2,..m; /?  =  !,«,. ••^) 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  die  m  Werthreihen 

(27)  ttal    aa%    •  •  •    aan 

(a  =3  1,  2,  •  •  •  in) 

des  Systems  a  ebenso  viel  Lösungen  der  X  Congruenzen 
(28)  ft^iyi  +  hßty%  H h  f>ßnyn  =^  0  (mod.  x) 

sind.  Nennt  man  |  JB,  x  |  die  Anzahl  incongruenter  Lösungen 
der  letzteren,  so  besteht  die  mit  (13)  analoge  Beziehung 

|5,x|.(B,x)  =  x-. 

Ist  folglich  die  Gleichung  (26)  erfüllt  d.h.  das  System 
(24)  von  Lösungen  der  Congruenzen  (10)  ein  funda- 
mentales, so  folgt  die  Gleichung 

\B,x\  =  {A,x) 

und  daher  werden  auch  die  Lösungen  (27)  der  Con- 
gruenzen (28)  ein  fundamentales  System  von  Lösungen 
der  letzteren  sein.  Dieser  eigenthümlichen  Beciprocitat 
zwischen  den  beiden  Congruenzensystemen  (10)  und  (27)  halber 
nennt  man  sie  einander  adjungirt. 

Nimmt  man  an,  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller 
Determinanten  ä*®°  Grades  des  Systems  a  sei  prim  gegen  den 
Modulus  X,  dagegen  derjem'ge  aller  Determinanten  A  +  1**** 
Grades  sei  es  nicht,  so  ist  s^+i  >  1,  aber  s^  und  folglich  auch 
Sh—\,  Sk-iy  •  •  •  5i  sind  gleich  1.  Dann  verwandeln  sich  aber 
die  Gleichungen  (9)  in  folgende  Congruenzen: 

Xa  ^  ?a,A+l  •  1 &+1  H h  ffam  •  —  •&!. 

(a  =  1,  2,    •  •  n) 

(mod.  x),  welche  lehren,  dass  das  System 
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(29) 


XX  X 

gfi,Ä-fi- —  <Z2,A+i^ —  •••  dfhh-^i- — 


X 

m 


X 


.  .  .  g 


um 


m 


•  •  •  ?»,»»  + 1 


ein  System  von  n  —  A  fundamentalen  Lösungen  der  Congru- 
enzen  (10)  ist.  Es  giebt  aber  kein  System  von  Fundamental- 
auflösnngen^  welche  aus  einer  geringeren  Anzahl  Lösungen 
bestände.  Li  der  That,  wäre,  wenn  A  ==  n  —  h  —  fi  gedacht 
wird,  das  System  (24)  ein  solches,  so  müssten,  wenn 

die  /J**  Reihe  von  (29)  bezeichnen,  die  Congruenzen  statthaben: 

Xaß  E^  &la-8fi^  +  ha^tß  H h  ha^Xß   (mod.  x) 

(a  =  1,  2, .  •  •  «i  /:?  =1 1,  2^.    •  «  —  A)j 

und  man  bemerke,  dass 


^la^lß  +  bia^ifi  +  •  •  •  +  ^Xa^Xß  = 


s 


*+/» 


laß 


WO  laß  ganzzahlig  ist,  gesetzt  werden  darf.  Demnach  lässt 
sich  das  System  (29)  auf  jede  der  beiden  nachstehenden  Arten 
schreiben: 

&i2^ii       -{- ' ' '  -{-^xi^xi      +  «521,  •  •  •; 


(30) 


oder: 


(31) 


&12^1,»i  — Ä  +  •  •  •  +  ^XiSiX^n—h  +  XS2,«— A, 


8 


A+1 


5n     +*lll; 


9 


•A  +  l 


S2I      +  XI2I  , 


X  X 


««•"  .         ..,..     ..,    ^^ 


worin  auch  die  £  ganze  Zahlen   bedeuten.    Nimmt   man  nun 
irgend   eine  Determinante  n  —  Ä*^  Grades   des  Systems  (29) 
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und  entwickelt  man  sie  den  Formen  (30)  oder  (31)  zufolge 
nach  Potenzen  von  x,  so  zeigt  die  erste  dieser  Formen,  dass 
die  Glieder  mit  geringeren  Potenzen  als  x'*  identisch  ver- 
schwinden; der  Form  (31)  zufolge  aber  ist  das  Glied  der  ent- 
wickelten Determinante,  welches  x^  enthält,  gleich  x^  mal 
einem  Aggregate  von  Determinanten  A*®**  Grades  des  Systems 


8     ,      ^^^^ 
*A-fl 

*A  +  1 

"'s          ^"^  ' 

T~  fel.n  —  A^ 

^    S2,n— Aj 

ein  Aggregat,  welches  gewiss  den  Faktor 


H^ 


«A+/U  +  1  **+/*  +  «   *  '  *  *« 

enthält,  und  ist  also  theilbar  durch 


x"-* 


Ebenso  ist  das  Glied  der  entwickelten  Determinante,  welches 

^n— A 

x''^^  enthält,  theilbar  durch u.  s.  w.,  das  letzte 

Glied  theilbar  durch  x"""*.  Die  ganze  Determinante  n  —  ä*" 
Grades  des  Systems  (29),  die  wir  betrachten,  wird  mithin  ge- 
wiss durch  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der  eben  be- 
zeichneten Zahlen  d.  i.  durch 


aufgehen,  und  da  diese  Determinante  irgend  eine  der  Deter- 
minanten n  —  A***^  Grades  jenes  Systems  ist,  muss  auch  der 
letzteren  grösster  gemeinsamer  Theiler,  welcher,  da  q  ein  Ein- 
heitssystem ist,  den  Werth 


h"- * 


h-i-l  ^A-f.«  •  •  ••  *n 


hat,  durch  den  vorigen  Werth  theilbar  sein  und  folglich  der 
Quotient 


^A  +  1  *A-f  2  •  •  •  ^n 
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eine  ganze  Zahl.  Dies  ist  aber  nicht  der  Fall,  wenn  ft  >  0 
d.  h.  A  <  n  —  h  ist.  — 

Auf  solche  Weise  ist  folgender  Satz  gewonnen  worden*): 
Wenn  iih  Systeme  a  der  grosste  gemeinsame  Theiler 
aller  Determinanten  A*®**  Grades  prim  gegen  x,  der- 
jenige aller  Determinanten  h  +  1*®°  Grades  aber 
nicht  prim  gegen  x  ist,  so  giebt  es  für  die  Con- 
graenzen (10)  ein  System  von  n  —  Jf  Fundamentalauf- 
lösungen, aber  kein  solches  System,  das  aus  weniger 
als  n  —  h  Lösungen  bestände. 

4.    Der  Fall  nicht  homogener  Congruenzen 

(32)  Äa^^tta  (mod.  x) 

(a  =  1,  2, .      w) 

bietet  nach  den  im  Vorigen  entwickelten  Resultaten  keine 
Schwierigkeit  mehr,  Wir  dürfen  die  Congruenzen  als  unab- 
hängige voraussetzen. 

Ist  dann  zuerst  m^n^  so  wird  r  =  m  sein.  Da  die  Con- 
gruenzen den  Gleichungen 

(33)  Äa  4-  ^^a  =  aa 

(a  =  1,  8, .    •  »I) 

vollkommen  gleichbedeutend  sind,  erhalten  wir  zuvörderst  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  ihre  Auflösbar- 
keit durch  Anwendung  des  in  nr.  9  des  dritten  Capitels  ge- 
gebenen Kriteriums:  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller 
Determinanten  muss  derselbe  sein  für  die  beiden  Systeme: 

Oll    ' ' '  Otn    X  0  •  •  •  0              ai   an    •  •  •  «in    x  0  •  •  •  0 
und 

«ml   •  •  •    Omn    0   0    •  •  •    X  dm    «ml     '  *  '    «mn    0   0    •  •  •    X. 

Nun  sind  die  Determinanten  des  ersten  Systems  1)  die 
sammtlichen  Determinanten  m**°  Grades  von  a,  2)  die  mit  x 
multiplicirten  Determinanten  m  —  1**°  Grades,  3)  die  mit  x* 
multiplicirten  Determinanten  m  —  2**"  Grades  von  a,  u.  s.  w., 
endlich  x*".  Ihr  grösster  gemeinsamer  Theiler  ist  also  mit 
demjenigen  der  Zahlen 

x~,  x«"-i  •  dl,  x«-« .  c^,  •  •  •  X  •  dm-i,  dm 
*)  S.  Frobenius  J.  f.  Math.  88  S.  109. 
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identisch,  welcher  sich,  wie  in  iir.  2,  gleich  s^s^  - '  -  Sm  ergiebt 
Bezeichnet  man  für  das  erweiterte  System  die  grössten  ge- 
meinsamen Theiler  der  Determinanten  verschiedener  Grade 
mit  *i,  *2;  *  •  •  *»>  ™^^  hy  ^iy ' ' '  ^n  die  Elementartheiler  und 
mit  <fi,  (f^f ' ' '  ^n  ihre  grössten  gemeinsamen  Theiler  mit  x, 
so  findet  sich  der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  Determi- 
nanten des  obigen  zweiten  Systems  durch  dieselbe  Betrachtung 
gleich  6^6^  '  '  6m'  Und  somit  ist  die  nothwendige  und  hin- 
reichende Bedingung  für  die  Auflösbarkeit  der  Gongruenzen 
(32)  im  Falle  m^n  die  Gleichheit 

(34)  «i^g  •  •  •  5m  =  <yiÖ'8  •  •  •  tfm  *). 

Ist  aber  zweitens  w>n,  so  sind  die  m  Gongruenzen 
(32)  mit  n  Unbekannten  völlig  gleichbedeutend  den  m  Glei- 
chungen (33)  mit  m  -\-  n  Unbekannten,  man  kann  daher 
auch  in  diesem  Falle  das  Kriterium  der  Auflösbarkeit  an- 
wenden, wie  vorher,  und  findet  als  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  für  die  Auflösbarkeit  der  Gongruenzen  (32)  in 
diesem  Falle  die  Gleichheit  des  grössten  gemeinsamen  Theilers 
für  die  zwei  Systeme  von  Zahlen: 

X"»,  x'^-^dj,  x"»-*d^,  •  •  •  x"»-"d^ 
und 

x"»,  x"»-^*i,  x"»-**j,  .-.x^-«*«,  x^-«-^*,+i 

d.  h.  die  Gleichheit 

X*"-"  •  S^S^  •  •  •  5n  =  x"*-»*-^  •  0102  '  '  '  f^n  +  l 

oder 

Da  nun  nach  dem  vorletzten  Satze  von  nr.  6  des  zweiten 
Gapitels  et  durch  €{  und  daher  auch  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  Si  von  e,-  und  x  durch  den  grössten  gemeinsamen 
Theiler  d  von  €{  und  x  theilbar  ist,  so  folgt  aus  vorstehender 
Gleichung  tfn+i  theilbar  durch  x  d.  h.  ön-^-i  =  x,  und  die 
Bedingungsgleichung  erhält  die  Gestalt 

(35)  «1  «2  •  •  •  5n  =    ffi^f^'  *  '  ffn 

und  ist  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  6n^i  =  x 
oder  der  ihr  gleichbedeutenden  Bedingung,  dass  ««+i 

^  S.  hierzu  und  zu  dem  Folgenden  Smith  a.  a.  0.  art  17  and  18. 
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durch  X  theilbar  sei^  zugleich  die  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  für  die  Auflösbarkeit  der 
Congruenzen  (32). 

Ist  nun  diesC;  resp.  die  Bedingung  (34)  erfüllt^  so 
ist  in  beiden  Fällen  die  Anzahl  der  incongruenten 
Lösungen  jederzeit 

Denn,  ist  ^i,  ^,  -  -  -  ^n  eine  bestimmte  Lösung,  so  erhält  man 
daraus  offenbar  |  ^;  x  |  incongruente  Lösungen  mittels  der 
Formeln: 

wenn  man  für  x^^  x^^  -  •  -  Xn  jede  der  |  -4,  x  |  incongruenten 
Lösungen  der  Congruenzen 

(37)  ^  =  0  (mod.  x) 

setzt;  und  umgekehrt,  wenn  1^',  ^2';  *  *  *  S«'  irgend  eine  andere 
Lösung  der  Congruenzen  (32)  bedeutet,  so  ist  sie,  da 

Sl'  ll;    I2'  Sa?    '  '  '  in    in 

die  Congruenzen  (37)  erfüllen,  mit  einer  der  Lösungen  (36) 
(mod.  x)  congruent. 

5.  Bevor  wir  dieses  Capitel  schliessen,  ziehen  wir  aus 
der  allgemeinen  Grundlage  unserer  Untersuchungen  noch  ein 
paar  für  die  Folge  wichtige  Folgerungen. 

Führen  wir,  wie  früher,  statt  der  Linearformen  Äa  durch 
die  Substitution 

-4j  =  Pal^l  +  Pa2^i  +  •  •  '  Pam^ 

(o  =  1,  J, .  .  .  m) 

ebenso  viel  andere  Linearfonnen  A^  ein,  so  leuchtet  daraus, 
dass  das  System  p  ein  Einheitssystem  ist,  sogleich  ein,  dass 
für  iedes  cfanzzahliire  System  der  Unbestimmten  x..Xq,'  •  -  Xn 
der  grösste  gemeinLe  Theüer  der  ersteren  gleich  demjenigen 
der  letzteren  Formen  ist.     Gehen  femer  durch  die  Substitution 

Xa  =  qalVi  +  qaiVi  H h  qanVn 

(a  =  1,  2,  ■  •  •  «) 

die  Aa  in  die  Linearformen  Ba  über,  so  wird  der  grösste  ge- 
meinsame Theiler  der  Ba  für  jedes  Werthsystem  der  y  gleich 
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dem  grossten  gemeinsamen  Theiler  der  A^  oder  der  Äa  för 
das  entsprechende  Wertlisystem  der  x  sein.  Indem  nun  p  und 
q  so  gewählt  werden^  dass 

werden,  und  darauf  y^  =  1,  die  übrigen  y  beliebig  genommen 
werden,  erhalten  die  JB«  den  grossten  gemeinsamen  Theiler  e^ 
d-  i.  denselben  grossten  gemeinsamen  Theiler,  wie  die  sammt- 
liehen  Coefficienten  a«^. 

Ist  mithin  d  grösster  gemeinsamer  Theiler  aller 
Zahlen  a«^  des  Systems  a,  so  kann  man  x^yX^^-'-Xn 
so  wählen,  dass  auch  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
aller  Formen 

gleich  d  wird*). 

Sind  also  z.  B.  die  2  m  Zahlen 

ohne  gemeinsamen  Theiler,  so  lassen  sich  x^y  so  wählen,  dass 
die  m  Ausdrücke 

a^x  4-  \y,  a^x  +  h^y,  -  -  -  a^x  +  h„,y 

keinen  gemeinsamen  Theiler  haben. 

Wenn  insbesondere  nicht  die  sämmtlichen  Aus- 
drücke 

(38)  ttalfi  —  afiha 

Terschwinden,  lässt  sich  dabei  :&=  1,  die  Zahl  y  also 
so  wählen,  dass  die  Zahlen 

(39)  «1  +  \y,  a^  +  \y,  •  •  •  «m  +  &my 
ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.  Auf  diesen  —  aus  dem 
Vorigen  nicht  unmittelbar  fliessenden  —  Satz  stützt  sich  Fro- 
benius  im  Joum.  f.  Math.  86  S.  156  zum  Beweise  des  aus- 
gesprochenen allgemeinen  Satzes.  Er  beweist  jenen  mittels 
der  gleichen  Principien,  deren  sich  auch  Smith  bedient,  fol- 
gendermassen.  Jeder  gemeinsame  Theiler  der  Zahlen  (39) 
müsste  auch  in 
hß{aa  +  hay)  —  haifiß  +  hßy) 

*)  S.  bei  Smith  a.  a.  0.  S.  314  einen  Beweis  dieses  Satzes  für  den 
Fall  w  «<  n. 
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d.  i.  in  allen  Zahlen  (38)  aufgehen.  Lässt  sich  also  y  so 
wählen^  dass  die  erstgenannten  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben  mit  dem  grössten  gemeinsamen  Theiler  8  der  letzteren, 
so  müssen  sie  überhaupt  ohne  gemeinsamen  Theiler  sein.  Eine 
solche  Wahl  von  y  ist  aber  möglich,  denn  man  kann  allge- 
meiner y  so  wählen,  dass  die  Zahlen  (39)  mit  einer  beliebig 
Torgeschriebenen  Zahl  x  keinen  Theiler  gemeinsam  haben. 
In  der  That,  sind  p,  ^,  r  . . .  die  Primfaktoren  von  x,  so  muss, 
da  die  2  m  Zahlen  aay  ha  der  Voraussetzung  nach  keinen  ge- 
meinsamen Theiler  haben,  wenigstens  eine  von  ihnen  durch 
p  nicht  theilbar  sein;  ist  es  a^,  so  setze  man 

y  E^  0  (mod.  p), 
ist  es  &a,  so  wähle  man  y  (mod.  p)  so,  dass  etwa 

aa  +  &ay  =  1  (mod.  p) 
wird;  man  kann  auf  diese  Weise  y  (mod.  p)  so  bestimmen, 
dass  eine  der  Zahlen  (39)  nicht  durch  p,  in  gleicher  Weise 
(mod.  q)  so,  dass  eine  von  ihnen  nicht  durch  q  theilbar  ist 
u.  s.  w.,  folglich  auch  (mod.  p  g  r  .  .  .)  so,  dass  sie  nicht 
sämmtlich  einen  Primfaktor  von  x  gemeinschaftlich  haben, 
w.  z.  b.  w. 

Hieraus  folgt  speciell  die  Bemerkung,  dass,  wenn 

a^  a,  "  '  ttfn 

mehrere  Zahlen  sind,  die  zusammen  mit  x  keinen  ge- 
meinsamen Theiler  haben,  sich  andere  ihnen  (mod.  x) 
congruente  Zahlen 

angeben  lassen,  die  überhaupt  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben.  Denn  zunächst  darf  man  voraussetzen,  dass 
sie  nicht  sämmtlich  gleich  sind,  weil  man  sie  sonst  durch 
ungleiche  ihnen  (mod.  x)  congruente  ersetzen  könnte.  Wählt 
man  dann  sämmtliche  Zahlen  ha  gleich  x,  so  sind  die  Zahlen 
(38)  nicht  alle  Null,  der  vorige  Satz  wird  anwendbar  und  y 
kann  so  gewählt  werden,  dass  die  Zahlen 

«1  =  ^1  +  ^Vy   «2  =  öfj  +  ^y;    •  •  •  O»/*  =  »m  +  Xy 

ohne  gemeinsamen  Theiler  sind. 

Auf  diesen  einfachen  Satz  gründen  wir  den  Beweis  eines 
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anderen  Satzes,   dessen  wir  in  der  Folge    mehrfach    bedürfen. 
Ist 

Oll    Uli    '  '  '  (hm 


öml  öm»  •  •  •  ötm 


m 


ein  quadratisches  Zahlensystem  a^  dessen  Determi- 
nante congruent  1  (mod.  x)  ist,  so  lässt  sich  ein  anderes 
angeben,  dessen  Elemente  denjenigen  des  ersteren 
congruent  sind,  dessen  Determinante  aber  gleich  1 
ist.  Da  dieser  Satz  für  m  =  1  selbstverständlich  ist,  werden 
wir  ihn  beweisen,  wenn  wir  feststellen,  dass  er  ftr  m  gili^ 
falls  er  bereits  für  m  —  1  richtig  ist.  Nun  folgt  zunächst 
aus  der  Voraussetzung,  dass  die  Zahlen  On,  Osi,  •  •  •  a^i  keinen 
mit  X  gemeinsamen  Theiler  haben  können;  folglich  lassen  sich 
andere  ihnen  (mod.  x)  congruente:  «n,  «21,  •  •  •  «mi  angeben, 
welche  überhaupt  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  und  nun- 
mehr nach  Cap.  3  nr.  5  ein  System  a: 


All      ^12    •  •  *  Äi 


m 


Öfml    Cfm2  '  '  '  CCm 


m 


aufstellen,  dessen  Determinante  gleich  1  ist.  Setzt  man  das 
reciproke  System  cr~^  mit  dem  Systeme  a  zusammen,  so  er- 
hält man  ein  drittes  System  ß: 

ßn   ßl2    '  '  '  ßlm 


ßml  ßm2  •  '  '  ßmmy 

in  welchem  offenbar 

ßn  =  1,  /J21  =  0  . . .  /5^i  =  0  (mod.  x) 

sind,  während  seine  Determinante  und   daher  auch  die  Deter- 
minante von 

fe     •  •  •  ß^m 


ßm%  '  •  •  ßmm 


der  Einheit  congruent  ist.     Wenn  man  nun  die  Elemente  des 
letzteren  Systems  vom  m  —  1**^"  Grade,  was  nach  der  Voraus- 
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Setzung  geschehen  kann^  durch  solche  andere^  ihnen  (mod.  x) 
congruente 


bmi  '  "  k 


mm 


ersetzt^    dass   deren  Determinante   {  &,x  |  =  1   wird^    und   man 

wählt 

bn  =  1,  621,  •    •  Kl  gleich  0 

612  "-  /J12,  •  •  •  hm  ^  ßim  (mod.  x), 
so  ist  offenbar  das  System  6: 

611   612   •  •  •  6im 
621  62»   •  •  •  hm 


'mm 


dem  System  ß  (mod.  x)  congruent  und  seine  Determinante 
gleich  1.  Das  letztere  gilt  mithin  auch  für  das  zusammen- 
gesetzte System  ab.     Da  zudem 

ß^scc^'O    also     a^=a'ß 

isty  so  ist  ersichtlich 

a^  a  'b 

und  das  System  a-b  genügt  folglich  allen  Anforde- 
rungen des  Satzes*). 

6.  Noch  sei  folgender  Satz  hier  mitgetheilt,  der  mit  dem 
Gegenstande  der  letzten  Capitel  nahe  verwandt  ist  und  auf 
den  wir  später  zu  verweisen  haben  werden. 

Jede  rationale  Transformation  d.  i.  jede  Trans- 
formation mit  rationalen  Coefficienten  kann  in  solche 
zerlegt  werden,  deren  Modulus  und  Generalnenner 
nur  eine  einzige  Primzahl  enthalten.  —  Da  man,  wenn 
ein  Generalnenner  vorhanden  ist,  ihn  offenbar  durch  successive 


*)  Der  hier  gegebene  Beweis  des  Satzes  ist  nach  Minkowski, 
Untersnchmigen  über  quadratische  Formen,  in  Acta  Math.  Bd.  7.  Einen 
anderen  Beweis,  der  sich  anmittelbar  auf  die  Redaktionsformel  (15)  des 
Cap.  2  stützt,  s.  bei  Smith,  m^m.  sur  la  repr^sentation  des  nombres 
par  des  sommes  de  cinq  carr^s,  in  Mem.  des  Savants  Etrangers  29,  S   16. 

BaohmftBB,  Zahltntheorit.    IV,   1.  24 
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Substitationen  x,  =  —  einführen  kann^  braucht  man  den  Satz 

nur  für  ganzzahlige  Transformationen  zu  erweisen.     Jede  solche 
aber  setzt  sich  aus  einer  Substitution  (P)  von  der  Form: 


und  einer  unimodularen  zusammen.  Nun  ist  erstens  das 
Produkt  zweier  analogen  Substitutionen  (P),  {ff)  wieder  eine 
mit  (P)  analoge  Substitution  (B),  in  welcher 


(rf=l,2,    •    Ä-1) 

ist.  Z  wei tens  kann  jede  mit  (P)  analoge  Substitution  (i2)  in  ein 
Produkt  zweier  anderen  (P),  {Q)  zerlegt  werden,  sobald  man 
die  Elemente  r**  so  in  zwei  Faktoren  p**,  ?a*  zerlegt,  dass  jedes 
Pa*  prim  ist  zu  g/,  g2^  '  * '  ^aZ}-  Denn  dann  lassen  sich  zu- 
erst die  Elemente  Pa*"**  durch  die  Congruenzen 

und  dann 

d 

Jt  —  6      ^h  —  d 


1 
Pk 


Q^'-'- -\ 


wählen. 

Werden  beispielsweise  die  Pa*  als  die  höchsten  in  den 
rA*  aufgehenden  Potenzen  einer  Primzahl  gewählt,  so  kommt 
man  zu  der  behaupteten  Zerlegung  der  rationalen  Transfor- 
mation (s.  Joum.  f.  Math.  106  S.  20). 


(2) 
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Fünftes  Capitel. 
Algebraisches  tber  quadratische  Formen. 

1.  Wir  beginnen  dieses  Capitel^  indem  wir  aus  der  Theorie 
der  Elementartheiler  einige  auf  die  der  bilinearen  Formen  be- 
zügliche Polgerungen  herleiten. 

Wenn 

(1)  Fa  =  ^aaßXayii 

(a  =  l,2,-       m;  /9  =  1,2,    •.«) 

eine  bilineare  Form  mit  m  Unbestimmten  x^,  X2,  •  -  x^  und 
n  Unbestimmten  yi^ys'''^»  ^^^>  ^^  kann  man  sie  transfor- 
miren^  indem  man  für  die  Unbestimmten  durch  die  Substi- 
tutionen 

Xa  =  PlaXi    +  JhaX2    H h  Pma^m 

(a  =  1,  2,       •  wi) 

Qlf  =  l,2.-    -n) 

ebenso  viele  andere  einführt.     Die  so  entstehende  transformirte 

Form 

(3)  F,  =  ^by6x;yö 

(y  =  l,  2,    •    m;  (T  =  1,2,       ■  n) 

hat  die  Coefficienten 

(4)  6yJ  =  ^Pya  •  dafi  '  q^tÖ* 

Bezeichnet  man  also  mit  a,  b  die  aus  den  Coef&cienten 
beider  Formen  gebildeten  Zahlensysteme  vom  Typus  w  •  n, 
mit  p,  q  die  quadratischen  Zahlensysteme 

-Pyi?  Py«;  •  "  Py»^      «»^     ?^i>  Ö'/^S;  '  '  *  q^in, 

(y  =  1,  2,  •  •  .  m)  Qi  =  1,  2,    •  •  n) 

so  findet  sich  die  Beziehung 

(5)  h  =  p  '  a  '  q. 

Setzen  wir  voraus,  dass  sowohl  die  Coefficienten  der  Form 
Fa  als  auch  die  der  Substitutionen  (2)  ganzzahlig  sind^  so 
lehrt  diese  Beziehung,  dass  das  System  b  unter  dem  Systeme 
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a  enthalten,  insbesondere,  wenn  p,  q  Einheitssysteme  sind,  ihm 
äquivalent  ist.  Wir  sagen  deshalb  entsprechend:  die  bilineare 
Form  Ft  sei  unter  der  Form  Fa  enthalten,  resp.,  wenn  sie 
durch  unimodulare  Substitutionen  (2^  aus  Fa  entsteht,  sie  sei 
Fa  äquivalent.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung für  die  Aequivalenz  der  beiden  ganzzahligen 
Formen  Fa  und  Ft  ist  hiermit  nach  nr.  4  des  zweiten 
Capitels  die  Bedingung,  dass  ihre  Coefficienten- 
systeme  a,  b  gleichen  Rang  und  gleiche  Elementar- 
theiler  haben.  —  Conjugirte  Formen  Fa  und  Fa  sind 
folglich  stets  einander  äquivalent  —  Die  Bedingungen 
des  Enthaltenseins  von  Fi,  unter  Fa  lehrt  der  allgemeinere  in 
jener  nr.  ausgesprochene  Satz.  Diesem  zufolge  müssen  die 
Formen  Fa,  Ff,,  damit  sie  gegenseitig  unter  einander  ent- 
halten sind,  gleichen  Rang  und  gleiche  Elementartheiler  haben 
Man  kann  daher  die  Aequivalenz  zweier  Formen  auch  so  defi- 
niren:  Zwei  Formen  heissen  äquivalent,  wenn  jede 
unter  der  andern  enthalten  ist. 

Da  man  die  Einheitssysteme  p^,  q^  so  wählen  kann,  da^ 

(6)  JPo  •  «  •  &  =  ^ 

wird,  wo,  wenn  r  den  Rang  von  a  bedeutet,  E  die  Form  hat: 

e,  0  . . .  0  0  . . 
0  Ca  •••  0  0  .. 


0     0    '"  Cr    0       ' 

0  0  -..0  0  •. 


so  lasst  sich  die  Form  Fa  durch  geeignete  unimodulare  Sub- 
stitutionen in  die  äquivalente  Form 

(7)  ^i^y/  +  ßg^/y/  H f-  ^rx/yr' 

überführen,  die  wir  ihre  Reducirte  nennen  wollen.  Aequi- 
valente  ganzzahlige  Formen  Fa,  Ff,  sind  demgemäss 
durch  den  Umstand  charakterisirt,  dass  ihre  Redu- 
cirten  identisch  sind.  Betrachten  wir  insbesondere  den 
Fall,  auf  den  wir  uns  bald  ausschliesslich  beschranken  werden, 
dass    m  ^^  n  =:  r   ist,    so    sind   die   Goefficientensysteme    der 
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Fonnen  quadratische  Systeme  und  ans  der  Gleichung  (6)  geht 
die  andere 

(8)  Ä  =  dn 

hervor.     Aequivalente  Formen  haben  also  alsdann  die- 
selbe Determinante. 

Denkt  man  sich  daher  alle  unter  einander  äquivalenten 
Formen  in  eine  Classe  zusammengefasst^  so  zerfallt  die  Ge- 
sammtheit  aller  Formen  mit  derselben  Determinante  D  offenbar 
in  so  viel  Olassen^  als  es  Reducirte  mit  der  Determinante  D 
giebt.  In  jeder  reducirten  Form  mit  dieser  Determinante  muss 
aber 


«X 


oder,  da eine  ganze  Zahl  f^y  folglich 

ist,  muss 

(9)  D  =  f,-f,-'''''f^^,'fn 

sein.    Die  Anzahl  ä(D)  nicht  äquivalenter  bilinearer  Formen 

(10)  2  ««/^^«y^ 

(a,  /?  =  1,  2,  •  .    n) 

mit  der  Determinante  D  wird  folglich  gleich  der  Zahl  sein, 
welche  angiebt,  auf  wieviel  Arten  D  in  der  Oestalt  (9)  dar- 
stellbar ist.     Offenbar  ist  demnach 

Ä(2))  =  A(D').Ä(2)"), 

wenn  D  =  D'D"  eine  Zerlegung  von  D  in  zwei  relativ  prime 
Faktoren  D',  D"  ist.  Ist  aber  a^  eine  der  Primzahlpotenzen, 
aus  denen  D  besteht,  so  ist  A(a^)  d.  i.  die  Zahl,  welche  an- 
giebt,  wie  oft  a"  in  der  Gestalt  (9): 

a«  =  a**!  +  ("  - 1)«8  H ^  ^««-1  +  ««• 

oder  a  in  der  Gestalt 

a  =  n«!  +  (n  —  l)««  H 1-  2a„_i  +  a« 

darstellbar  ist,  wie  sogleich  zu  übersehen,  der  Coefficient  ha 
von  x"  in  der  Reihenentwickelung 

1 


(1  —  a?)  (1  —  X«)  ...  (1  —  a;*) 


=  Äo  4-  K^  +  h^^  + 
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Und  somit  findet  sich,  wenn 

D  =  +  a«  fc^  c^  •  •  • 

gesetzt  wird,  die  Anzahl  h(D)  nicht  äquivalenter  bi- 
linearer Formen  von  der  Gestalt  (10)  und  der  Deter- 
minante D  durch  die  Formel: 

(11)  h(D)^ha'hi'hy'     , 

welche  lehrt,  dass  sie  nur  von  der  Häufigieit  der 
Primfaktoren  von  D,  nicht  von  ihrem  Werihe  be- 
stimmt ist. 

2.  Die  Theorie  der  Elementartheiler,  wie  wir  sie  im 
zweiten  Capitel  auseinandergesetzt  haben,  ist  keineswegs  auf 
den  för  unsere  Zwecke  ausschliesslich  fest^haltenen  Fall  be- 
schrankt, wo  die  Elemente  der  Zahlensysteme  reelle  ganze 
Zahlen  sind.  Sie  kann  z.  B.  in  genau  derselben  Weise  ent- 
wickelt werden,  wenn  diese  Elemente  ganze  Funktionen  einer 
Veranderlichen  A  mit  beliebigen  Coefficienten  sind,  und  es  be- 
darf fast  nur  des  Ersatzes  des  Ausdrucks  „ganze  Zahl"  durch 
den  anderen  „ganze  Funktion  von  A*',  um  aus  den  entwickelten 
Sätzen  die  dann  giltigen  zu  erhalten.  So  sind  die  mit  djt  be- 
zeichneten grössten  gemeinsamen  Theiler  aller  Determinanten 
x**°  Grades   eines  Systems   a   sowie   seine  Elementartheiler  e. 


e 


und  deren  Quotienten  — —  alsdann   ganze  Funktionen   von  Jl; 


^x-l 


und  wenn  man  zwei  bilineare  Formen  Fa,  Ft,  deren 
Coefficienten  ganze  Funktionen  von  A  sind,  äqui- 
valent nennt,  wenn  eine  von  ihnen  in  die  andere 
übergeht  durch  zwei  Substitutionen  von  der  Gestalt 
(2\  deren  Coefficienten  ganze  Funktionen  von  X  sind, 
deren  Determinante  aber  ein  von  X  unabhängiger,  von 
Null  verschiedener  Werth  ist,  so  findet  man  als  noth- 
wendige  und  hinreichende  Bedingung  der  Aequivalenz 
wieder  die  Gleichheit  der  Elementartheiler  beider 
Formen.  Denkt  man  sich  die  ganzen  Funktionen  von  k, 
welche  die  Zeichen  d^  vorstellen,  in  ihre  Linearfäktoren  zer- 
legt, bezeichnet  mit  (A  —  l)'^»  die  höchste  Potenz  eines  solchen 
Linearfaktors  l  —  /,  welche  in  d^  au%eht,  und  setzt 
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80  ist  (l  —  i)'x  die  höchste  Potenz  dieses  Linearfaktors,  welche 
in  Cx  enthalten  ist.  Frobenius  nennt  die  Faktoren  (A  —  fj'x 
die  einfachen  Elementartheiler^  während  Weierstrass 
für  diese  Theiler  den  Ausdruck  „Elementartheiler"  über- 
haupt gebraucht.  Nun  werden  aber  zwei  Formen,  welche 
gleiche  Elementartheiler  ex  haben,  offenbar  auch  dieselben 
einfachen  Elementartheiler  haben  und  auch  umgekehrt.  Der 
ausgesprochene  Satz  behält  mithin  seine  Giltigkeit  auch  dann, 
wenn  darin  der  Ausdruck  „Elementartheiler"  im  Weier- 
strass'schen  Sinne  genommen  wird. 

Da  wir  diese  Verhältnisse  nur  soweit  untersuchen  wollen, 
als  sie  mit  unserem  Gegenstande  verbunden  sind,  be- 
schränken wir  uns,  wie  von  nun  an  überhaupt,  auf 
den  Fall  m^=^  n  =  r. 

Seien  dann 

(12)  Fa='^aaiiXay^,       Fb=-    yjbaiiXaVii 

(a,  /*  =  1,  2, .  •    n) 

zwei  bilineare  Formen  mit  2 n  Veränderlichen,  deren  Coeffi- 
cienten  ganze  Funktionen  ersten  Grades  von  k  sind, 
sodass  man  für  ihre  Systeme  die  Gleichungen 

ansetzen  darf,  wo  nun  die  Elemente  der  Zahlensysteme  a^^\ 
a^^\  U^\  U^^  von  X  unabhängig  sind.  Setzen  wir  voraus,  dass 
die  Determinanten  Ä^^\  3^^  von  a^^\  U^^  nicht  Null  sind,  so 
haben  beide  Systeme  den  Rang  n,  denn  ihre  Determinanten 
sind  dann  nicht  für  jedes  k  gleich  Null.  Sind  femer  die  Ele- 
mentartheiler beider  Formen  einander  gleich,  so  sind  diese 
dem  Gesagten  zufolge  äquivalent  und  es  giebt  folglich  Sub- 
stitutionen (2),  deren  Coefficienten  ganze  Funktionen  von  A, 
deren  Determinanten  aber  von  l  unabhängige,  nicht  ver- 
schwindende Werthe  sind,  so  beschaffen,  dass 

(13)  p  •  a  •  q  =  b 

ist.     Wir   wollen    zeigen,    dass   man    die  Elemente    der 

Systeme  p^q  als  von  X  unabhängig  voraussetzen  darf. 

Zunächst  werden  jedenfalls  auch  die  reciproken  Systeme 

p—^,  g^^  Elemente   haben,    welche   ganze   Funktionen   von   l 
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sind,  während  ihre  Determinanten  von  l  unabhängig  und  Yon 
Null  verschieden  sind;  aus  (13)  aber  folgt 

(14)  p  '  a  =  b  •  q-^. 

Wenn  nun  die  Elemente  von  p  abhängig  von  A  sind  und 
k^  ist  die  höchste  in  ihnen  vorkommende  Potenz  von  k,  sodass 
man 

P  =  Po^'  +  Pi^"'^  H h  Pc 

setzen   darf,   wo  nun  die  Elemente  der  Systeme  |)q,  p^,    »pc 
von  l  unabhängig  sind,  so  lässt  sich  stets  ein  System 

und  ein  von  A  unabhängiges  System  q  so  bestimmen,  dass 

(15a)  j9  =  6-E)i-f-p 

wird.     Denn  nach  den  Regeln  des  ersten  Gapitels  werden  hierzu 
folgende  Bedingungsgleichungen  zu  erfQllen  sein: 

Po  =  ?^^"^  •  ^0 

p^  =  6(0) .  m^  +  U'^ '  gfo 

p^  =  i(0) .  gy^  ^  j(i) .  sj^ 


Pc  =  b^^^  •  SJc-i  +  P, 

deren  c  ersten  man,  da  Bq  von  Null  verschieden  vorausgesetzt 
worden,  nach  nr.  4  des  ersten  Gapitels  durch  ganz  bestimmte 
Zahlensysteme  ©o,  53' i,  •  •  •  Sj'c-i  genügen  kann,  während  dann 
die  letzte  auch  q  unzweideutig  definirt. 
Aehnlicherweise  darf  man 

(15b)  q  =  X'b-\-6 

und  entsprechend 

(15c)  p-^  =  asj(^)  +  p<^) 

(15d)  3-i  =  x(i)a  +tf<i) 

setzen,  wo  6,  q^^\  6^^^  von  A  unabhängig  sind.  Alsdann  nimmt 
aber  die  Beziehung  (14)  die  Gestalt  an: 

b(d5  -  x(^))a  =  6tf<i)  —  pa. 

Da  nun  Ä^^\  B^^^  von  Null  verschieden  sind,  ein  Produkt  U^^  •  c 
oder  c  -  a^®^  nach  der  eben  angezogenen  nr.  4  des  ersten  Ga- 
pitels also  nur  zugleich  mit  c  verschwinden  kann,  so  erkennt 
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man  ohne  Mübe^  dass,  wenn  W  —  x^*^  nicht  Null  wäre,  die 
linke  Seite  der  Yorigen  Gleichung  in  Bezug  auf  A  mindestens 
vom  2.  Grade  sein  würde,  während  die  rechte  höchstens  vom 
1.  Grade  ist;  somit  findet  sich 

(16)  6  .  <y<i)  =  9  .  a 

Andererseits  ist  g  •  g"^  =  e  d.  h.  nach  den  Formeln  (15) 

q  •  x^^)  •  a  +  X  •  6  •  <y^^^  =  e  —  <y  •  <y<^) 
oder  wegen  (16) 

(g  •  x<^)  -}-  X  '  q)  -  a  =  e  —  6  -  <J^^\ 

und  hieraus  schliesst  man  mittels  der  gleichen  Erwägung 

q  .  x^i)  +  X  •  9  =  0,  e  —  (j  .  <y(i)  =  0 
d.  h.  6^^^  =  <r~^  und  also  wegen  (16) 

(17)  b^=  Q  -a-ö 

also  auch 

6(0)  =  ^  .  aW  .  tf , 

weshalb  die  Determinanten  der  Systeme  q,  ö  von  Null  ver- 
schieden sein  müssen.  Aus  der  auf  solche  Weise  erhaltenen 
Gleichung  (17)  ziehen  wir  folgenden  Schluss*): 

Haben  die  beiden  Formen  Fa,  Ft,  deren  Coefficienten 
lineare  ganze  Funktionen  von  A  sind,  dieselben  Elementar- 
theiler,  sind  sie  also  in  der  oben  angegebenen  Bedeutung 
einander  äquivalent,  so  kann  man  die  eine  in  die  andere 
durch  zwei  Substitutionen  überführen,  deren  Coefficienten 
von  X  unabhängig  und  deren  Determinanten  von  Null  ver- 
schieden sind.  Ist  aber  umgekehrt  letzteres  der  Fall,  so  sind 
Fa,  Fb  offenbar  auch  in  der  obigen  Bedeutung  äquivalent 
Man  darf  demnach  für  Formen  von  der  Art  der  Formen 
(12)  den  Begriff  der  Aequivalenz  auch  dahin  fassen: 
dass  zwei  solche  Formen  äquivalent  zu  nennen  sind,  wenn 
eine  in  die  andere  durch  zwei  von  k  unabhängige  Substi- 
tutionen, deren  Determinanten  von  Null  verschieden 
sind,  übergeführt  werden  kann.  Und  hieraus  ergiebt  sich  dann 
der  zuerst  von  Weierstrass  bewiesene  Fundamentalsatz**): 

•)  8.  Frobenins,  Joom.  f.  Math.  86  8.  205. 
•^  S.  Monatsberichte  der  Berl.  Akad.  v   Jahre  1868  8.  310. 
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Sind 

kFa^  +  Fa,  und  XFt^  +  F,^ 

zwei  ftus  den  Formen 

-f'cio  =  ^  a^Xaüiiy       Fa,    =  ^aa]iXay^ 
Fh^=  ^  ht^XaV^j      Fö,  =  ^  h%Xay^i 

zusammengesetzte  Schaaren  von  bilinearen  Formen^ 
und  werden  diese  beiden  Schaaren  einander  aquiTa- 
lont  genannt,  wenn  die  eine  in  die  andere  durch  zwei 
von  k  unabhängige  Substitutionen  übergeht,  deren 
Determinanten  von  Null  verschieden  sind,  so  ist  die 
nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  ihrer  Aequi- 
valenz  die  Gleichheit  ihrer  Elementartheiler. 

3.  Bisher  haben  wir  bei  der  Transformation  der  bilinear^i 
Formen  und  der  Definition  ihrer  Aequivalenz  die  angewandten 
Substitutionen  im  allgemeinen  ganz  beliebig  gedacht.  Man 
kann  sie  aber  dabei  auch  irgend  welchen  Bedingungen  unter- 
werfen, z.  B.  —  was  fOr  unsere  Zwecke  der  einzige  in  Frage 
kommende  Fall  ist  —  verlangen,  dass  sie  für  beide  Beihen 
von  Veränderlichen  übereinstimmen  oder,  wie  man  sagt,  dass 
diese  Veränderlichen  cogredient  sein  sollen*).  Alsdann  hört 
die  zuvor  angegebene  Aequivalenzbedingung  sowie  die  darauf 
gegründete  Reduktion  der  Formen  au^  zutreffend  zu  sein.  Wir 
beschränken  uns,  wie  schon  bemerkt,  von  nun  an  auf  den 
Fall  m  =  91,  setzen  also  die  bilinearen  Formen  stets  von  der 


•^  Die  Transformationen  der  bilinearen  Formen,  insbesondere  die- 
jenigen, welche  eine  solche  Form  in  sich  selbst  transformiren,  sind  so- 
wohl im  Allgemeinen,  als  fÄr  verschiedene  Yoranssetsongen  über  die 
lieschaffenheii  der  anzuwendenden  Substitutionen  in  den  Arbeiten  von 
Frobenius  (über  lineare  Sobstitutionen  und  bilineare  Formen,  J.  f. 
Math.  S4),  Kronecker  ^über  Schaaren  Ton  quadratischen  und  bilinearen 
Formen,  und:  über  die  congruenten  Transformationen  der  bilinearen 
Formen,  in  Berl.  Monatsberichte  1874),  Voss  (über  die  cogredienten 
Transformationen  einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst,  Abhh.  der  Kgl. 
Bayerischen  Ak.  der  Wiss.  Bd.  17  S.  S36;  über  die  coigugirte  Trans- 
formation einer  bilinearen  Form  in  sich  selbst,  Sitxungsber.  derselben 
Akndemie,  1889)  u.  A.  ausf^Lhrlich  behandelt  worden;  hier  kann  nur 
auf  diese  Arbeiten  Terwieseji  werden. 


[ 
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Gestalt 

(18)  ta  =  ^aaßXayß 

voraus,  lassen  jedoch  die  Coefficienten  der  Formen  sowohl  wie 
der  Substitutionen  einstweilen  völlig  beliebige  Zahlen  bedeuten, 
nur  dass  wir  meist 

(19)  aafi  =  aßa 

d.  h.  wie  man  sagt,  die  bUineare  Form  als  symmetrisch  vor- 
aussetzen werden.  Bilineare  Formien,  bei  welchen  im  öegen- 
theil 

(20)  aa^  -=  —  ttia     ' 

ist,  werden  alternirend  genannt.  Sollen  nun  die  Substitu- 
tionen (2),  durch  welche  die  Form  (18)  transformirt  wird, 
übereinstimmen,  so  muss  aUgemein 

Pafi  =  Qiia  d.  h.  jp  =  q' 
sein  und  folglich  erhält  man  für  die  transformirte  Form 

(21)  i^6  =  ^6,<r<y/ 

die  Relation 

(22)  b  =  q     a-q, 

während  die  Gleichung  (4)  die  besondere  Gestalt 

(23)  6y  <J  =  ^  qay  '  O^afi  '  qfid 

annimmt,  und,  so  oft  die  Gleichheit  (19)  erfüllt  ist,  die  Gleich- 
heit 

ftycT  =  hy 

ergiebt;  die  transformirte  Form  ist  mithin  dann  wieder 
symmetrisch. 

Werden  insbesondere  dann  die  Variabein  Xa  mit  den  tfay 
desgleichen  die  xd  mit*  den  ya   als  identisch  angenommen,  so 
werden  die  bilinearen  Formen  -F«,  Ft,  zu  quadratischen 
Formen 
(24)  ^aaßXgX^ 

und 
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(25)  ^bySXy'Xö 

resp.,  und  die  erstere  verwandelt  Biet  in  die  letztere 
durch  die  eine  Substitution 

(26)  Xa  =  qalXi    +  qaiX2    H f-  qanXn] 

(a  =  1,  2,  •  .  .  «) 

zw]8chen  dem  Systeme  der  CoefBcienten  der  transformirten 
und  der  ursprünglichen  quadratischen  Form  besteht,  wie  zu- 
vor, die  Relation  (22)  oder  die  dieselbe  aussprechenden  n  -  n 
Gleichungen  (23).  Aus  letzterem  umstände  ersieht  man  aber 
Huch  umgekehrt,  dass,  wenn  die  quadratische  Form  (24) 
durch  die  Substitution  (26)  in  die  quadratische  Form  (25) 
übergeht,  sich  die  symmetrische  bilineare  Form  JP«  durch 
die  gleichlautenden  Transformationen 

Xa  =  qalXi    +  qaiXi    H +  qanX^' 

(27)  y^  =  j^jy/  -j.  j^,y/  -j (-  q^^y^' 

(a  =»  1,  2,  • .  .  «) 

in  die  symmetrische  bilineare  Form  Ff,  verwandelt.  Beide 
Transformationen  sind  demnach  mit  einander,  nämlich  mit  der 
Transformation  des  Zahlensystems  a  mittels  der  Formel  (22) 
gleichbedeutend 5  mit  dieser  werden  wir  uns  daher  nun  weiter 
beschäftigen. 

4.  Heisst  wieder  Q  die  Determinante  oder  der  Modulus 
der  Substitution  (26),  welcher  stets  als  von  Null  ver- 
schieden gedacht  werden  soll,  nennt  man  Qa^i  das  zu  qa^ 
adjungirte  Element  der  Determinante  Q  und  setzt 

(28)  -^  =  ra.i, 

so  bilden  die  Gleichungen 

(29)  Xa  =  yiaXi  +  y^aXi  H h  ynaXn 

(a  =  1, 1,      n) 

die  Auflosung  der  Gleichungen  (26)  oder  die  reciproke 
Substitution,  und  es  ist 

(30)  y  =  «r'- 

Durch   diese  Substitution  verwandelt  sich  rückwärts  die  qua- 
dratische Form  (25)  in  die  ursprüngliche  (24),  denn  aus  (22) 
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folgt,  da  y  =  (y-')'  =  ^'""^  ist, 

(31)  a  =  y'-6-y. 

Betrachtet  man  neben  den  durch  die  Gleichungen  (26) 
oder  (29)  mit  einander  verbundenen  zwei  Variabeinsystemen 

(32)  ^i;^;--^«;    <,  <,  •••a:/ 
zwei  andere: 

(33)  yuy%j\"yn\  y/,  y«',  •  •  •  y/, 

welche  durch  die  Gleichungen 

(34)  ya    =  qxaVi  +  qtaVi  H h  qnaVn 

(a  =  1,  2, . .  .  n)  • 

also 

(35)  y„  =  YalVl    +  raty%    H f-  VanVn 

(a  =3  1,  2,  •  •  n) 

unter  einander  verbunden  sind,  so  werden  die  Variabein  (33) 
contragredient  zu  den  Variabein  (32)  genannt*).  Indem 
man  die  letzten  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  x^^x^,*  -  >  x^ 
multiplicirt  und  dann  addirt,  erschliesst  man  mittels  der  For- 
meln (5)  des  ersten  Gapitels  sogleich  die  wichtige  Beziehung: 

(36)  x^y^  +  x^y^  -\ 1-  Xny^  =  ^i  y/  +  x^y%  H h  ^/y/. 

Wenn  umgekehrt  diese  Beziehung  erfüllt  ist,  während  die 
xd  mit  den  Xa  durch  die  Gleichungen  (26)  und  zugleich  die 
yd  linear  mit  den  y«  durch  Gleichungen  von  der  Form 

(37)  yd  =  Ciayi  +  Csay«  H h  Cnayn 

verbunden  sind,  so  nimmt  sie  vermöge  dieser  Verbindungen 
die  Gestalt  an: 

«» r  «1  y 

woraus  sogleich  Cay  =  Jay  d.  h.  die  Identität  der  Gleichungen 

(37)  mit  den  Gleichungen  (34)  hervorgeht.  Contragrediente 
Substitutionen    (oder    Variabein)    sind    also    dadurch 

*)  Nach  Gauss  nennt  man  die  durch  die  Gleichungen  (34),  (35) 
ausgesprochenen  Substitutionen  die  transponirten  Substitutionen 
zu  (26)  resp.  (29). 
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charakterisirt,  Anas  sie  die  biÜDeare  Form 

ungeändert  lassen. 

Setzt  man  die  quadratische  Form 

(38)  Vfl„_y3r„3r,, —/■(>,),  • 

so  folgt,  dem  Enler'sclien  Satze  von  den  homogenen 
Funktionen  entsprechend,  die  Identität: 

m      A^.) = ^.  •  T  7..  +  ■  ■  ■ + ^.  ■  ~  -1-^  ■ 

Wird  femer  zur  Abkarzung 

14»)  ^"i'^ 

gesetzt,  so  findet  man  die  n  Gleichangen 

1^41)  Xa  =  OaiT,  +  flaiJ»  H h  o-.a-, 

1^  =  I,  s.  ■  ■  ■ .) 

und  bei  Anwendung  der  in  nr.  1  und  2  des  ersten  Capitels 
eingefOhri^n  Bezeichnungen  ihre  Auflösnng  in  der  Gestalt: 

{42>  3-,  =  a.jXt  +  a,yX,  H h  «t-r-^- 

(r  =  I,  t.  -  .) 

Die  Determinante  ^  der  Gleichungen  (41)  oder  des 
/.HhlensrstemR  a  wird  die  Determinante  der  qusdra- 
ti-schon  Form  /"ij-,»  —  nach  Gauss  —  genannt  Nun  sind, 
wctni 

y,  =  a,^!/t  ■+■  Oi-y»  H h  «.«». 

y^  ==  a^,  r,  +  B,i  y.  H \-  ttf.  r, 

'  :t  wird,  die  Variabein  i\  den  j-,  contragredient,  zugleich 
kann  man  wt^u  i^Uh 

L    Nach  (^3(11  erhält  mau  also  die  Gleichnng 
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(43) 


2    ay. 

1  8A«() 

d.  h.  den  Satz:  Sind 


1  df(JI.)    ,  . 


1  2 /•(«;,) 


H 1-  y»  •  -5-  -p 


2     iij;. 


*x;  ^j>  •  •  •  ^»;  yo  y«>  •  •  ■  y- 

irgend   zwei    Systeme   von   n  Werthen,   so   bleibt   der 
Ausdruck 


^1  •  Y  - 


1  ^f(yd 


CVx 


+  ^s 


1  ^/^(y.-) 


,         .         1  ^/'W 


'2     2     ay, 

ungeändert,  wenn  man  die  beiden  Werthsysteme  mit 
einander  vertauscht. 

ö*).  In  fast  allen  Theilen  der  Mathematik  und  so  auch 
in  der  Theorie  der  bilinearen  und  der  quadratischen  Formen 
tritt  die  Aufgabe  auf,  lineare  Gleichungen  von  folgender  Ge- 
stalt: 

(44)  A  •  y«  =  öaij/i  +  «„2^2  H h  a«ny» 

(a  =  1,  2,    •  .  ») 

aufzulösen.     Sie  haben  nur  die  einzige  Auflösung 

yi  =  0,  y,  =  0,  . . .  y„  ==  0, 
es  sei  denn,  dass  die  Grösse  X  der  Gleichung 

Oll  —  A,  ai2,  •  •  •  dxti 

021,  0^22  —  A;  *  •  •  ^2« 


(45)        A{\)  = 


a«M  —  A 


=  0 


genügt.  Diese,  für  das  Vorhandensein  anderer  Auf- 
lösungen erforderliche  Bedingungsgleichung  soll  die 
Fundamental-  oder  charakteristische  Gleichung  der 
Form  Fa  oder  des  Zahlensystems  a  genannt  werden. 
Ihre  Wurzeln  seien  Aj,  Aj,  •  •  •  A«.  Ausführlich  geschrieben 
hat  sie  die  Gestalt 

(45a)  (—  A)-  +  ^1  .  (—  A)«-i  H 

+  A. .  (-  A)»—  H 1-^  =  0, 


^  Da  wir  in  dieser  Nr.  von  der  VoraasBetzong  (19)  keinerlei  Ge- 
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wo     A,n     die     Summe     der    Hauptunterdeterminanten 


n 


m 


ter 


Ordnung  der  Determinante  A  bedeutet. 


Die  wesentlichste  Eigenschaft  der  Fundamental- 
gleichung besteht  in  dem  Satze^  dass  sie  ungeändert 
bleibt,  wenn  die  Form  Fa  durch  zwei  contragrediente 
Substitutionen 

Va  =  qalVl     +  qatVt     H +  qanVn 

(a  =  1,  2, .  .  n) 

in  eine  andere  Fb  transformirt  wird.     Setzt  man  dann 

6ii  —  A,  6i2  •  •  •  hin 

621 ,  622  —  A  •  •  •  h^n 


m)  = 


Kn  —  X 


80  behauptet  der  Satz  die  Gleichheit 

(47)  B{k)  =  A(k). 

Für  diesen  wichtigen  Satz  ist  eine  ganze  Reihe  von  Be- 
weisen gegeben  worden*).  Einer  der  einfachsten  ist  derjenige, 
welchen  Hamburger  (Joum.  für  Math.  76  S.  115)  gegeben 
hat.     Durch  die  Substitutionen  (46)  geht  Fa  in  eine  Form 

Ff,  =  SJ  bys  Xy  y/ 
über,  deren  Coefficienten  durch  die  w  •  n  Gleichungen 

oder  durch  die  allgemeine  Beziehung 

(48)  h^q-^aq 
aus  welcher  die  andere 

(48a)  q-h  =^  a  -  q 


brauch  machen  werden,   gelten  die  darin   enthaltenen  Sätze    auch  fSr 
nichtsymmetrische  Systeme  oder  Formen. 

*)  S.  u.  a.  die  Beweise  von  Fuchs  (Joum.  f.  Math.  66  S.  132), 
Christoffel  (ebendas.  G8  S.  270),  Siacci  (Annali  di  Matern,  ser.  2 
tom.  4  p.  296),  sowie  den  sich  mehr  an  die  hier  gewählte  Darstellung 
anschliessenden  Beweis  von  Rosanes  (J.  f.  Math.  80  S.  54). 
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herrorgeht,  mit  den  Coefficienten  von  Fa  verbunden  sind. 
Nacb  dem  Multiplikationssatze  für  Determinanten  bilden  wir 
die  Produkte 

Ä{k)  •  ^  =  I  aaiqiß  H h  aanQnß A  •  Ja/?  I 

Q  •  B{k)  =  I  qalhxit  H h  qanK^  —  ^'iafi  \'t 

der  Relation  (48  a)  zufolge  ergeben  sie  sich  einander  gleich, 
also 

d.  i.  die  Gleichheit  (47).  —  Nennt  man  zwei  Zahlen- 
systeme a,  6,  welche  durch  die  Relation 

6  =  g~^  •  a  •  g 

mit  einander  verbanden  sind,  ähnlich,  so  lasst  die  er- 
wiesene Eigenschaft  der  Fundamentalgleichung  sich  kurz  so 
fassen:  Zwei  ähnliche  Zahlensysteme  (oder  Formen) 
haben  dieselbe  Fundamentalgleichung. 

So  gefasst,  ist  der  Satz  nur  ein  Bestandtheil  eines  um- 
fassenderen andern.  In  der  That,  aus  (48)  ergiebt  sich  auch 
diese  Gleichung 

der  gemäss  die  Systeme  eX  —  a,  ek  —  b  in  dem  allgemeinen 
Sinne  der  Aequivalenz,  den  wir  in  nr.  2  behandelten,  einander 
äquivalent  sind;  und  umgekehrt,  wenn  dies  der  Fall  ist,  also 
eine  Gleichung  stattfindet: 

ek  —  b  =  p  '  {ek  —  ö)  •  ?, 

in  welcher  die  Determinanten  der  Systeme  p,  q  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  folgen  diese  beiden: 

e  =  p  •  q^  b  =  p  '  a  '  q 
also 

h  =  q-^  •  a  -  q 

und  die  Systeme  a,  b  sind  ähnlich.  Aehnliche  Systeme 
a,  b  können  mithin  auch  als  solche  definirt  werden, 
für  welche  die  Systeme  ek  —  a,  ek  —  b  einander  äqui- 
valent sind;  und  daraus  folgt  mittels  des  Wei  erst  rassischen 
Satzes  sogleich  das  Resultat: 

Damit  zwei  Systeme  a,  b  (oder  Formen  Fa,  Ft)  ähn- 
lich sind,   ist   nothwendig  und   hinreichend,    dass   die 

Bftohmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  25 
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Systeme  ek  —  a,  ek  —  b  dieselben  Elementartheiler 
haben. 

Insbesondere  müssen  ^so  die  Determinanten  der  letzteren 
Systeme  d.  i.  die  Fandamentalgleichongen  der  Systeme  (oder 
Formen)  a,  b  einander  identisch  sein. 

Setzt  man  die  Linearform 

aalVl  +  aaiVi  H h  Ga^VM  —  l  '  Va  =  Aa 

nnd  ffthrt  durch  die  onimodolare  Substitution 

AJ  =PalA.i  +JPa2^2  H +  jp««-^ 

(a  =  1,  «.    •    «) 

statt  der  Linearformen  Aa  ebenso  viel  andere  Aa'  ein,  so  sind 
die  Gleichungen  (44)  oder 

(a  =  1,  2,      •  ») 

mit  den  Gleichungen 

Aa'  =  0 

(a  =  l,2,.-    n) 

zugleich  möglich  oder  unmöglich.  Die  Bedingung  f3r  die 
Möglichkeit  der  letzteren  aber  ist  die  Gleichheit 

(49)  |«aV-A.JPaH=0, 

in  welcher 

ist,  und  folglich  muss  diese  dieselben  Wurzeln  haben, 
wie  die  Gleichung  (45).  Dem  Bewiesenen  zufolge  muss 
aber  femer,  wenn  nun  in  der  Form 

Fa^  ^AaXa 
a 

die  Substitutionen  (46)  ausgefdhrt  werden  und  dadurch  Fa  in 

Ff,  =  ^  Ba  Xa 


a 


verwandelt  wird,  und  wenn  darauf  durch  die  unimodulare  Sub- 
stitution 

Bd  =  faiBi  -|-  ra2^2  +  *  *  *  +  ^anBn 

(a  =  l,2,...n) 

statt  der  n  Linearformen  Ba  ebenso  viel  andere  Ba  eingefShrt 
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werden^  die  Bedingung  fQr  die  Möglichkeit  der  Gleichnngen 

(o  =  1,  2,  •  •  •  ») 

mit  den  Coefficienten  6«^,  nämlich  die  Gleichheit 

I  ha(i  —  A  •  r«^  I  =  0, 

mit  der  Gleichung  (49)  gleichbedeutend  sein.  Die  beiden 
Determinanten 

I  daß  —  k  •  Pafi  \,       \haß X'  Vaß  \ 

können  sich  demnach  nur  um  einen  constanten  Faktor 
von  einander  unterscheiden. 
6.    Ist 

(38)  f(Xi)  =    V  üafi  Xa  Xß 

(a,  /!?  =  1,  2,  •  .  •  n) 

eine  quadratische  Form,  also 

(IS)  C'aß  =  0'ßay 

SO  ist  ihre  Determinante 

^  =  I  ««A  I 

eine  symmetrische,  und  folglich  ergeben  sich  sogleich  auch 
folgende  Gleichheiten: 

(50)  Aaß  =  Aßa 

für  die  adjungirten  Elemente  und  allgemeiner 

Dieser  Gleichheit  entsprechend  ist  der  Ausdruck 

wenn  man  darin  die  Summation  auf  alle  verschiedenen  (ge- 
ordneten) Gombinationen  der  Reibe  1,  2,  •  •  •  n  zu  je  m  Zahlen 
aßy  '  •  •  einer-  und  zu  je  m  Zahlen  qöt  •  •  •  andererseits  er- 
streckt, ebenfalls  eine  quadratische  Form  und  zwar  von 

n(n  —  l)(n  —  2)  •  •  •  (n  —  tw  -f  1) 

^  1  •  2  •  3  •  •  .  m 

Unbestimmten.  Die  Anzahl  der  so  definirten  zu  einer  ge- 
gebenen quadratischen  Form  f(a:i)  mit  n  Veränderlichen  ge- 
hörigen Formen  ist  n;  die  erste  von  ihnen,  f^^\  ist  offenbar 

identisch  mit  der  Form  f(Xi)  selbst,  während  die  letzte,  /^"), 

26* 
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sich  auf  A  •  a:^  reducirt  und  von  uns  nicht  weiter  beachtet 
werden  wird.  Bezeichnet  man  f&r  m  =  n  —  1  mit  u  den 
nicht  in  der  Combination  der  n  —  1  Zahlen  aßy ' ' '  vor- 
handenen Index  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  n^  ebenso  mit  v  den  in  der 
Combination    q6x  •  •  •  fehlenden   Index    dieser    Reihe,    so    ist 


=  (- 1)" 

+• 

■  Ä 

und 

wenn 

dann 

Xa^r 

,  =  (- 

1)" 

*^U}   OCgat" 

* 

(- 

MVf 


l)'x.' 
gesetzt  wird,  ergiebt  sich  folglich 

d.  h.  die  vorletzte  der  n  Formen  (52)  ist  bei  passender  Be- 
zeichnung der  Veränderlichen  identisch  mit  einer  quadratischen 
Form  F,  deren  Coefficienten  die  adjungirten  Elemente  zu  den 
Coefficienten  der  Form  f{Xi)  sind,  und  welche  daher  —  nach 
dem  Vorgange  von  Gauss  —  die  Adjungirte  der  Form 
f(xi)  genannt  werden  soll.  In  analogem  Verhältnisse,  wie  f(Xi) 
zu  ihrer  Adjungirten^  stehen  zu  einander  die  Formen  Z^"*)  und 
/^'*""'">,  insofern  die  Coefficienten  der  einen  (bei  geeigneter  Be- 
zeichnung der  Veränderlichen)  zu  den  entsprechenden  Coeffi- 
cienten der  anderen  bezüglich  der  Determinante  A  adjungirte 
Unterdeterminanten  sind. 

Smith  ist  wohl  der  erste,  welcher  diese  Formen  (52)  in 
der  arithmetischen  Theorie  der  quadratischen  Formen  ver- 
wendet hat*);  er  nennt  sie  nach  englischer  Ausdrucksweise 
die  Concomitanten  von  f(Xt)y  in  einer  späteren  Arbeit**) 
die  zu  f(xi)  Adjungirten  der  Ordnung  1,  2,  •  •  •  n  —  1. 
unabhängig  von  ihm  hat  der  Verfasser  sie  benutzt  in  seiner 
Abhandlung  „Untersuchimgen  über  quadratische  Formen"  im 
Joum.  f.  Math.  76  S.  332,  später  Darboux  in  seinem  Memoire 
sur  la  theorie  alg^brique  des  formes  quadratiques,  Liouv.  Joum. 

*)  Smith,  On  the  Orders  and  (xenera  of  Qaadratie  Forms  con- 
taimng  more  than  tbree  Indeterminates,  in  den  Proceedings  of  the  Royal 
Society  of  London  vol.  18. 

**)  Smith,  Memoire  snr  la  reprdsentation  des  nombres  par  des 
sommes   de  cinq  carr^,   in  M^m.  präs.  p.  div.  Savants  Etarangers  t.  29. 
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des  Math.  ser.  2  t.  19  p.  347.  Wir  wollen  sie  hier  mit  einem 
deutschen  Namen  als  Begleitformen  von  f{x^  bezeichnen. 
Bei  temären  Formen  existirt  von  ihnen  nur  die  erste,  die 
Form  f{x^  selbst,  sowie  die  letzte,  ihre  Adjungirte,  die  Zwischen- 
formen fallen  aus,  und  so  hatten  wir  dort  noch  keinen  Anlass, 
von  ihnen  zu  handeln. 

Ebenso  wie  zur  Form  f(x^  gehören  auch  zu  ihrer  Ad- 
jungirten  n — 1  Begleitformen,  doch  sind  diese  nicht  wesent- 
lich von  den  bisherigen  verschieden.  Denn  nach  den  Formeln 
(15)  des  ersten  Gapitels  ist  die  Form 

identisch  mit 

Sind  nun  aß' •  •  •  diejenigen  Indices  der  Reihe  1,  2,  •  •  •  w, 
welche  übrig  bleiben,  wenn  aus  derselben  aßy  -  *  *  ausgeschieden 
werden,  und  ebenso  q'6'  '  •  •  diejenigen,  welche  nach  Ausschei- 
dung von  Qöt'"  erübrigen,  so  ist  nach  (12)  des  ersten  Gapitels 

werden  demnach 

(—  l)«+^+y+  ••  .  Xaßy...  =  Xa'ß'  .., 

gesetzt,  so  geht  F^"^^  über  in  die  Form 
d.  h.  es  ist  >allgemein 

(54)  i^(-)(^A,x...)  =  ^"»-^  -/^—K^A' .•••••)• 

Durch  DiflFerenzirung  der  Gleichung  (52)  findet  man,  wenn 
zur  Abkürzung 

(55)  x^^...  =_^__ 

gesetzt  wird,  das  System  der  (i  Gleichungen: 

(56)  Xa^iy     ■=    ^^    Aaity-.,  (tat--  '  ^Qat-'} 

(för  die  fi  Combinationen  aßy    •  •) 
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deren  Auflösung  gelingt^  wenn  man  sich  der  Beziehungen  (13) 
des  ersten  Gapitels  bedient^  welche  hier  w^en  (51)  so  ge- 
schrieben werden  können: 

4    VI    jM  "I(W) 

A  VI   j(»»)  "7("») 

V  ^^  -«-a/^y- ••,r«/---  *  -^"^K^y--,  gat--  • 

a/iy    ■ 

Werden  nämlich  die  Gleichungen  (56)  der  Reihe  nach  mit 

-Jim) 
^^aßY-yrtt" 

multiplicirt  und  dann  bezüglich  aller  Gombinationen  aßy  •  -  - 
addirt,  so  gewinnt  man  die  ümkehrung  derselben  in  folgender 
Gestalt: 

A  '  XrMt    ■  =    ^^  ÄaiiY      ffst    ■  '  ^^/Jy  •• 
afiY 

oder  besser^  indem  man 

(57)  ^'"•a;r,^..  =  S^,^.. 

setzt,  nach  Formel  (15)  des  ersten  Gapitels 

(58)  irtt--  =    ^^  ^afiY'-'trtt"-  '  Xafiy..' 

(für  die  fi  Gombinationen  rst-  -  ) 
Hieraus  folgt  zunächst,  wenn  man  mit 

1    a /•(»») 


2    ^^rst 


■^nt 


multiplicirt  und  dann  über  die  verschiedenen  Gombinationen 
rst'-'  summirt,  nach  dem  Euler'schen  Satze  die  folgende 
Gleichung: 

(59)  •    ^-  .  f^^Kxu...)  =  i^(-)(XÄ,,...). 

Nun  stehen  aber  die  Werthe  von  |r#<  oder  die  Glei- 
chungen (58)  zur  Form  F^""^  offenbar  in  genau  derselben  Be- 
ziehung, wie  die  Werthe  von  Xa^y  ■  oder  die  Gleichungen 
(56)  zur  Form  f^^K     Daraus  folgt  einerseits,  dass 

I     J^"*)  I      iinA      I    Ä^*")  I 

I  -^^(iY'-i  QOf'-  I     **"^    I  f^afiy--,  QOf--  \ 

die  Determinanten  der  Formen  f^*^^  und  i^"*>  resp.  sind, 
und   zwischen   ihnen  der  Formel   (14)   des   ersten  Ca- 
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pitels  zufolge  die  Beziehung: 

(60)  I  Ai^^y...^  ^a*...  I  •  I  Ai"}y...,  ^,,...  I  =  Ä'-^. 

Andererseits  ergiebt  sich  analog  der  Gleichung  (59)  die 
folgende: 

A«.2?'(«)(J![*,,...)  =  9)("»>(&i.x..-), 

wenn  unter  qp^*")  diejenige  quadratische  Form  verstanden  wird, 
die  aus  F^"^^  in  gleicher  Weise  entsteht,  wie  diese  aus  f^'^\ 
Verbindet  man  vorstehende  Gleichung  nun  mit  den  Gleichungen 
(57)  und  (59)  und  achtet  auf  den  Werth  von  A  sowohl,  wie 
auf  die  Homogeneität  der  Formen,  so  erhält  man  folgendes 
Resultat: 

(61)  ^-<— »)  .  r-^){Xui,..)  =  tp^^\XHin..) 

d.  h.  man  erhält  die  Form  9^"*)  einfach  dadurch,  dass 
man  alle  Coefficienten  von  Z"^"»)  mit  J.»»(*»— «)  multiplicirt. 

Wir  heben  aus  den  allgemeinen  Sätzen  über  die  Begleit- 
formen, zu  denen  wir  gelangt  sind,  ausdrücklich  diejenigen 
besonderen  hervor,  welche  für  die  Adjungirte  gelten.  Für 
m  =  1  findet  sich  nämlich: 

Sind  die  Grössen  Xi  mit  den  Xi  vermittelst  der 
Gleichungen  (40)  oder  (41)  verbunden,  so  wird  die 
Gleichung 

(62)  F{X^  =  A  .  fixi) 

identisch  erfüllt. 

Die  Determinante  der  adjungirten  Form  F  ist 
gleich  der  n — 1**°  Potenz  von  der  Determinante  der 
ursprünglichen  Form  f. 

Man  erhält  die  Adjungirte  von  der  adjungirten 
Form  aus  der  ursprünglichen  Form,  wenn  man  die 
Coefficienten  der  letzteren  mit  der  n  —  2^°  Potenz 
ihrer  Determinante  multiplicirt. 

7.    Wenn  die  quadratische  Form 

(38)  f{x,)  =  ^  aafi  Xa  Xf, 

•  

durch  die  Substitution  (26)  in  eine  andere  quadratische  Form 
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übergeht,  so  werden  die  Coefficienten  dieser  neuen  Form  durch 
die  der  nr^rünglichen  mittels  der  allgemeineii  Formel  '22) 
oder  -23': 

geliefert.     Nach  (ß>^)  ist 

setzt  man  daher  zur  Abküirung 

so  wird 

(65)  f''{qin)=-^a^iq,in 

und  folgUch 

<66;  6yd  =  ^qar'f*'^Qi6^' 

Diese  allgemeine  Formel  für  die  Coe£Gcienten  der  transfor- 
mirten  Form  steht  für  die  folgenden 

n  H — ^ =  — — ' — 

'2  2 

besonderen,  die  wir  die  Transformationsrelationen  nennen 
wollen: 

((57 j         \bys  =  qiyf'iqis)  H h  q.yf'iqiö) 

=  qufiqir)  H h  qnif^iqiy)  =  *«ry. 

Der  Formel  (65)  zufolge  ist  das  System 

{r(qn\   f\qs2),    ■  •  •  fiqu) 

(68)  

\f{qn),  f-{qn),  ■  ■  •  f'(qin) 

aus  den  beiden  Systemen  a  und  g  zusammengesetzt,  gleicher- 
weise ist  das  System  b  aus  dem  System  q'  und  dem  eben  be- 
zeichneten zusammengesetzt.  Hieraus,  oder  auch  aus  (22) 
unmittelbar,  folgt  zunächst  für  die  Determinanten  der  Systeme 
die  Beziehung 
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(69)  B=QÄQ  =  Ä'Q^l 

die  Determinante  der  transformirten  Form  ist  gleich 
derjenigen  der  ursprünglichen  Form,  multiplicirt  in 
das  Quadrat  des  Substitutionsmodulus. 

Wir  nennen  die  Formen  f(Xi)  und  g(x/)  einander 
äquivalent,  wenn  die  eine  in  die  andere  durch  eine 
Substitution  (26)  übergeht,  deren  Modulus  gleich 
+  1  ist.  Die  Aequivalenz  wird  als  eine  eigentliche  be- 
zeichnet, wenn  der  Modulus  der  positiven  Einheit,  als  un- 
eigentliche, wenn  er  der  negativen  Einheit  gleich  ist. 
Formen  mit  einer  ungeraden  Anzahl  von  VeranderUchen 
sind,  wenn  sie  einander  äquivalent  sind,  es  stets  zugleich  eigent- 
lich und  uneigentlich,  denn,  werden  alle  Veränderlichen  der 
einen  Form  entgegengesetzt  genommen,  so  bleibt  einerseits 
die  Form  unverändert,  andererseits  aber  verändert  der  Modu- 
lus der  Substitution  sein  Vorzeichen.  Bei  Formen  mit  einer 
geraden  Anzahl  von  Veränderlichen  hätte  man  dagegen 
zwischen  eigentlicher  und  uneigentlicher  Aequivalenz  zu  unter- 
scheiden, doch  beschränken  wir  uns  hier  ausschliess- 
lich auf  die  Betrachtung  der  eigentlichen  Aequivalenz. 

Aequivalente  Formen  haben  gleiche  Determi- 
nanten. 

Femer  aber  folgt  aus  (17)  des  ersten  Capitels,  wenn  darin 
unter  C  die  Determinante  des  Systems  (68)  verstanden  wird, 
die  Beziehung 

/nKm)  "^    Am),  ^{n 

und,  wenn  dieselbe  Formel  auf  die  Determinante  B  des  Systems 
b  angewandt  wird,  in  gleicher  Weise 

a^Y"' 

Der  ersteren  dieser  beiden  Gleichungen  kann  man  mit  Rück- 
sicht auf  (ö2)  die  Gestalt  geben: 

wodurch  dann  die  letztere  der  Gleichungen  in  die  Gestalt 


i(m) 
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nf\\        »<"*>  ^1  ii^^  ^        '        {y^at     ,  rtt     ) 

übergeht  und  in  Analogie  mit  der  Formel  (66)  folgenden  Satz 
ausspricht: 

Geht  f{x^  durch  die  Substitution  (26)  über  in  g{xf)y 
so  verwandelt  sich  die  m^  Begleitform  von  f{x^  durch 
die  Substitution 

(•1)  ihin"  =*    ^^  ilkiM"'^qat"  *  iqat" 

(fftr  die  ft  Combinationen  hix  •  •  •) 

in  die  m**  Begleitform  von  g(x/). 

Setzt  man  insbesondere  m  =  n  —  1  und  nennt  Qa^  das 
zu  Qafi  adjimgirte  Element  der  Determinante  Q^  so  erhält  man 
den  Zusatz:  Geht  f(Xi)  durch  die  Substitution  (26)  in 
g(Xi)  über,  so  verwandelt  sich  die  Adjungirte  von  f{xi) 
durch  die  Substitution 

(72)  I,  =  (2a  1/  +  Qi2i2  +-'  +  Qini: 

in  die  Adjungirte  von  g(x/)*).  Dies  Resultat  bestätigt 
man  leicht  mittels  der  Formel  (62).  Denn,  nennt  man 
G(Xi)  die  Adjungirte  von  g(Xi),  so  wird  dieser  Formel  zu- 
folge 

(73)  GiXT}  =  B .  g(x/) 
sein,  wenn  man 

y  "^  Y  Tx^  "  ^y^^^    •    y*^    • 1"  >"*  * 

setzi  Geht  aber  f(Xi)  durch  die  Substitution  (26)  in  g{xi') 
über,  so  folgt  wegen  (66) 

d.  h.  gleich 


*)  Die  Adjungirte   von    f(x^)  heisst    deshalb   auch   die    Contra- 
Variante  dieser  Form. 
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oder 

(26a)  X/  =  qtyXi  +  gsy  X2  H f-  J»yX„ 

(y  =  i,8,  ..«) 

also  auch  umgekehrt 

Q'Xi^  QnXt'  +   (2,,Z,'  +  •  •  •  +   QinXn\ 

Durch  diese  Substitution  muss  also 

F(X,)    .     G(X;) 

und  folglich;  da  B^^^AQ^  ist^  durch  die  Substitution  (72) 

F{%t)  in  ö(|/) 
sich  verwandeln. 

Ist  Q=  1,  so  hat  nach  (14a)  des  ersten  Gapitels  auch 
der  Modulus  der  Substitution  (71)  die  Einheit  zum  Werthe. 
Man  findet  hiemach  noch  den  besonderen  Satz:  Sind  die 
Formen  f{xi)  und  g(xl)  einander  äquivalent,  so  sind  es 
auch  ihre  Begleitformen  je  derselben  Ordnung. 

8.  Wir  müssen  hauptsachlich  diejenigen  Transfor- 
mationen einer  quadratischen  Form  hervorheben,  welche 
sie  in  sich  selbst  verwandeln.     Ist 

(26)  Xi  =  qnXi[  +  Cii%x%  +  •  •  •  +  9iin^n 

eine  Transformation  der  Form  f(x^  in  sich  selbst,  so  ver- 
wandelt zugleich  die  Substitution  (71)  die  m**  Begleitform  f^^^ 
in  sich  selbst.  Dem  entsprechend  gehen  die  Formeln  (67) 
und  (70)  in  folgende  Gestalt  über,  in  welcher  zur  Abkürzung 

/7K\  ^     ^/       \yQat    -.rst     )  Am)         /Wm)  \ 

V^)  Y         ^Q{jn) JaßY      Kxqat  •  ,r»t-    ) 

gesetzt  worden  ist: 

(76)  OyS  =  ilS  '  flY  +  ft<^  •  /iy  H h  inS  •  fny 

(y,  «f  =  1,  «, . . .  n) 

(77)  AMjf...^r9t--  =  ^^  QaiiY'-  ,hiH-'  fa(iY'''\^(}Ot'  .rtt'-)' 

afiY 


m  4  -^  =  F^igyd  =  Fsy 
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Insbesondere  aber  stellen  dann  die  Gleichungen  (72),  folglich 
auch  ihre  Auf  losung 

(78)  g/  =  quli  +  ^s.Sä  -\ h  qmin 

(I  =  1,  2,  •  •  .  M) 

eine  Transformation  der  Adjungirten  in  sich  selbst  vor.  Man 
erhält  somit  zunächst  die  Formeln 

(79)  Äys  =  qeiFty  +  qe^F^y  -\ f-  qönFny, 

(y,  (J  =  1,  2,    . .  «) 

wo  zur  Abkürzung 

gesetzt  ist;  zugleich  geht  aber  die  m^  Begleitform  2^^"*^  der 
Adjungirten  durch  die  Substitution 

(81)  5A»x-  •  =   ^^   QQOt-    ,hix-'  bQat  •• 

in  sich  selbst  über  und  man  findet  demnach  noch  die  mit  (77 1 
analoge  Oleichung: 

(82)  AAfx--,r«<  ••  =    ^^  QhiX'-taßY'-  '  -ta^y..  (Vr»<--,  ^af       )• 

a(iY    ■ 

Nun  bezeichne  O  die  Determinante  der  Gleichungen  (72V, 
nach  Gleichung  (15)  des  ersten  Gapitels  ist  dann,  da  ^  =  1 

ist 

D(w»)  75(»») 

Wird  demnach  die  vorige  Gleichung  links  und  rechts  mit 
diesen  gleichen  Grössen  multiplicirt,  imd  dann  über  alle  Com- 
binationen  hix-*'  summirt,  so  findet  sich  wegen  (50)  und  mit 
Bücksicht  darauf,  dass  nach  (13)  des  ersten  Gapitels 

VI  /)(»»)  7)(w») 

Mit-' 

gleich  Q  oder  gleich  Null  ist,  jenachdem  die  Combinationen 
aßy  •  •  •,  uvw  •  •  •  dieselben  sind  oder  nicht,  folgende  be- 
merkenswerthe  Beziehung: 

y->^)  J-  r»t"-  V*-*^ö*---,  UVV)"-)  —  -^  UVW--  \xrst-'-yQat"- J' 

Wird  jedoch  diese  nun  weiter  mit 
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beiderseits    multiplicirt    und    dann    über    alle    Gombinationen 
rst  •  •  •  sowohl  wie  uvw  •  •  •  summirt^  so  entsteht  die  Gleichung 


(84) 


^^  ^    -^uvw-y  r$t"  '  -^  UVW--  \SSrat--y  qat-- )  y 


in  der  wir  links  die  Summation  nach  rst*  *  ^  rechts  die  nach 
uvw  '  "  zuerst  ausführen  wollen.     Da  dann  links 


bezogen  auf  alle  Gombinationen  rst  - '  -  und  qöt  -  -  -  zu  bilden 
ist,  so  ist  das  Resultat  dieser  Summation  nach  den  Formeln 
(15)  und  (13)  des  ersten  Gapitels 

Am  .  n^»»»> 

und  somit  wird  die  linke  Seite  der  Gleichung  gleich 

Am  ,    "^n^"*) 

UVW--  • 

und  da  in  gleicher  Weise  die  rechte  Seite  gleich 

r$t 

gefunden  wird,  ergiebt  sich  endlich  die  wichtige  Formel: 

(85)  '^^'rL.,r.i...=='^Q'rL.^r...... 

r$t-'  rst--- 

Nun  stellt   aber  (s.  45  a)  die   rechte  Seite   dieser  Formel 
den  Goefficienten  von  ( —  A)""~"*  in  der  Fundamentalgleichung 

(_l).|a-g|  =  0, 

und  aus  gleichem  Grunde  ihre  linke  Seite  den  Goefficienten 
von  ( —  Jl)"~"*  in  der  Fundamentalgleichung 

(—  iy\ei  —  qr-^\  =  o 

dar,  welcher  wir,  da  ^  =  1  ist,  auch  die  Form 

(^)"  '\e'j-q\  =  0 
geben  können.     Man  erhält  mit  anderen  Worten  die  Gleichheit 
(86)  (-X)''-\e-{-q\  =  \eX-q\ 
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d.  h.  die  Fundamentalgleichung  einer  Substitution, 
welche  eine  quadratische  Form  von  nicht  verschwin- 
dender Determinante  (eigentlich)  in  sich  selbst  ver- 
wandelt^ ist  eine  reciproke  Oleichung.  Dieser  wichtige 
Satz  ist  zuerst  von  Cayley  bemerkt  worden*).  Wir  haben 
ihn  hier  mittels  einfacher  Determinantensatze  unmittelbar  aus 
den  Transformationsrelationen  hergeleitet.  Einen  anderen  sehr 
einfachen  Beweis  gab  Rosanes**).  Geht  nämlich  f(Xi)  durch 
die  Substitution  (26)  mit  dem  Modulus  1  in  sich  selbst  über, 
so  bestehen  neben  den  Gleichungen  (26)  die  Gleichungen  (26  a), 

wenn  darin 

^.      1  ^AO  .  ,  , 

gedacht  wird,  und  sind  nur  als  eine  andere  Form  der  ersteren 
anzusehen.  Setzt  man  nun  a?,  =  kx/^  so  wird  der  letztge- 
schriebenen Formel  zufolge  X/  =  -.   •  X,-.     Demnach  lässt  sich 

die  Bedingung  fQr  das  Bestehen  der  Gleichungen  (26)  unter 
der  Voraussetzung  Xi  =■  Xxly  immlich  die  Fundamentalgleichung 

(87)  I  eA  -  g  I  =  0, 
auch  folgendermassen  schreiben: 

eine  Gleichung,  welche  bei  Vertauschung  der  Zeilen  mit  den 
Spalten  in  der  Determinante  zur  Linken  auch  durch  diese 
andere: 

(88)  |e.l_g|  =  0 

ersetzt  werden  darf.  Die  Gleichungen  (87)  und  (88)  haben 
mithin  die  nämlichen  Wurzeln. 

9.  Dieser  Satz  spricht  eine  Eigenschaft  jeder  Substitution, 
welche  eine  quadratische  Form  von  nicht  verschwindender 
Determinante  in  sich  selbst  transformirt,  ganz  unabhängig  von 
der  Form  aus,  welche  sie  zu  transformiren  vermag,  und  regt 


*)  Cayley,  sur  la  transformation  d^une  fonction  qnadratique  en 
elle-mSme  par  des  sabstitutions  Unfaires,  Joum.  f.  Math.  50  S.  288 — 299. 
♦•)  Joum.  f  Math.  80  S.  62. 
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die  Frage  an,  welches  die  nothwendige  und  hinreichende 
Bedingung  sei^  damit  eine  Substitution  sich  eigne, 
eine  quadratische  Form  von  nicht  verschwindender 
Determinante  in  sich  selbst  zu  transformiren.  Eine 
erste  dahingehende  Bemerkung  verdankt  man  Rosanes'^).  Ist 
a  ein  Zahlensystem  von  nicht  verschwindender  Determinante 
(das  übrigens  nicht  symmetrisch  zu  sein  braucht),  so  betrachte 
man  die  Gleichungen 

=  (haXi    +  (haXi'  H h  Cl'naXn] 

ihren  eigenthümlichen  Aufbau  zu  kennzeichnen,  nennt  Rosanes 
ihr  System  ein  antisymmetrisches.  Werden  diese  Glei- 
chungen beiderseits  einmal  mit  Xa,  das  andere  Mal  mit  Xa 
multiplicirt  und  jedesmal  dann  über  a  ==:  1,  2,  •  •  •  n  summirt, 
so  entstehen  die  folgenden  zwei  Gleichungen: 

y  «a^  Xfi  Xa  =  ^  aßa  Xa  Xp  y 

deren  letzte  bei  Yertauschung  der  Summationsbuchstaben  auch 
so  geschrieben  werden  kann: 

^  Ö/Ja  Xa  X/  =  ^  aaft  Xa  x/ , 

und  durch  Yergleichung  mit  der  ersteren  findet  sich  sogleich 

y  «0/9  Xa  Xß  =  ^y  aaß  Xd  Xß. 

Die  antisymmetrische  Substitution  (89)  transformirt 
also  die  homogene  quadratische  Funktion  —  insbe- 
sondere, wenn  a  symmetrisch  ist,  die  quadratische 
Form  — 

(90)  ^agßXaXß 

in  sich  selbst. 

Allgemeiner  ist  zu  sagen:  Soll  die  Substitution  (26)  mit 

•)  S.  a.  a.  0.  §  2  und  8. 
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dem  Modulus  ^  ^  1  die  Funktion  —  oder,  falls  a  symmetrisch 
ist,  die  quadratische  Form  —  (90)  in  sich  selbst  transformiren, 
so  muss  nach  (^2)  die  Beziehung 

(91)  a=^  q  '  a-  q 

erf&Ut  sein,  untersuchen  wir  also  genauer,  wie  be- 
schaffen q  hierzu  sein  muss. 

Man  schliesst  zunächst  aus  (91)  durch  Uebergang  zu  den 
conjugirt'Cn  Systemen  die  Gleichung 

a  =3  *  Ä  '  q 
und  durch  Uebergang  zu  den  reciproken  Systemen  die  folgende: 

durch  Verbindung  der  beiden  aber  entsteht  diese  dritte: 

a""*  •  a  =  g~*  •  a~"*  •  q'"^  -  q'  -  a  -  q==  g~^  •  w^a  •  q 

oder 

(92)  ^  .  M  =  u  •  g, 
wenn 

(93)  u  =  a-'a 

gesetzt  wird.  Nun  ist  ersichtlich  u  das  System  der 
Coefficienten  in  der  durch  Auflösung  der  antisymme- 
trischen Gleichungen  (89)  nach  den  Grössen  Xa  er- 
haltenen Substitution.  Heisst  letztere  wieder  eine  anti- 
symmetrische Substitution,  so  lehrt  die  Gleichung  (92) 
den  Satz:  Damit  die  Substitution  (26)  die  Funktion 
(quadratische  Form)  (90)  in  sich  selbst  transformiren 
kann,  muss  q  mit  dem  Coefficientensysteme  der  anti- 
symmetrischen Substitution,  welche  jener  Funktion 
(quadratischen  Form)  zugehört,  vertauschbar  sein*). 
Femer  aber  folgt  aus  (91)  auch  die  Gleichung 

(94)  q'a{Xe  —  q)  =  {kq  —  e)a 
oder 

qa{Xe  —  q)  =  —  A  •  ( y  ^  —  q')  «• 

Indem  man    beiderseits  die  Determinanten  bildet 
wird    man    zunächst    auf    die     einfachste    Weise    zur 


•)  S.  Frobenius  Journ.  f.  Math.  84  S.  86  Satz  VH. 


-j^e-q 
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Gleichung  (86): 

\Xe-q\  =  {-Xy 

wieder  zurückgeführt.  Dieser  Gleichung  zufolge  hat 
bei  ungeradem  n  die  Fundamentalgleichung 

I  Ac  ~  g  I  =  0 

immer  die  Wurzel  A  =  1.  Da  femer  das  Produkt  aller 
ihrer  Wurzeln  gleich  ^  =  1,  das  Produkt  je  zweier  reciproker 
Wurzeln  der  Gleichung  aber  ebenfalls  1  ist,  muss  die  An- 
zahl der  Wurzeln,  welche  — 1  sind,  immer  gerade  sein. 
Femer   aber   lehrt   die   Gleichung  (94),   dass   die   beiden 

Systeme 

ke  —  qy    Xq'  —  e 

im  Sinne  der  nr.  2  einander  äquivalent  sind.  Nun  sind  zwei 
conjugirte  Systeme  q  und  q  einander  stets  ähnlich,  denn  die 
zugehörigen  Systeme 

Xe  —  q  und  Xe  —  q 

haben  offenbar  gleiche  Elementartheiler.  Es  giebt  folglich 
ein  System  u  mit  nicht  verschwindender  Determinante,  für 
welches 

(95)  q  =  w^  '  q-  u 

und  folglich 

Xq  —  e  =  w"~*(Ag  —  e)u 

ist.     Demnach  müssen  auch  die  beiden  Systeme 

Xe  —  q  und  Xq  —  e 

einander  äquivalent  sein.  —  Erfüllt  aber  das  System 
q  diese  nothwendige  Bedingung,  so  giebt  es  auch  ein 
System  a  von  nicht  verschwindender  Determinante, 
für  welches  die  Beziehung  (91)  besteht.  In  der  That 
giebt  es  alsdann  Systeme  t?,  w  von  nicht  verschwindender 
Determinante,  so  beschaffen,  dass 

v{Xe  —  q)w  =  Xq  —  e 
also 

VW  =  q,    vqtv  =  e 
mithin 

(96)  V  =  w-^q-^ 

Baohmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  26 
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ist.     Aus  (95)  folgt  daher 


also 

und  wegen  (96) 

oder 

und  folglich  ist 


q  =  vr^ '  VW  '  u 


17  =  uqu~^ur~^ 


ur^^gf-^  =  uq'w^w"^ 


w^un^  =  q  '  u^^w^^  •  q 


a  =  w^fiT-^ 


ein  System  von   nicht   verschwindender  Determinante^  so  be- 
schaffen,  dass  die  Beziehung 

a  =  q'  *  a  '  q 
erf&llt  wird. 

Dies  System  braucht  jedoch  nicht  symmetrisch  zu  sein. 
Es  bliebe  demnach  noch  festzustellen,  welche  weitere  Bedin- 
gungen g  erfaUen  muss,  damit  die  Beziehung  (91)  ftlr  ein 
symmetrisches  System  a  stattfinden  kann.  Diese  Unter- 
suchung ist  von  Frobenius  (a.  a.  0.  S.  41)  gef&hrt  worden 
und  das  Resultat  ist  folgendes:  Damit  eine  Substitution 
(26)  geeignet  sei,  eine  quadratische  Form  von  nicht 
verschwindender  Determinante  in  sich  selbst  zu  trans- 
formiren,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
Elementartheiler  des  Systems  ke  —  q  paarweise  von 
gleichem  Grade  sind  und  für  reciproke  Werthe  ver- 
schwinden, mit  Ausnahme  derer,  welche  für  A  =  1 
oder  A  =  —  1  verschwinden  und  etnep  ungeraden  Ex- 
ponenten haben.  Wir  müssen  uns  hier  damit  b^nügen, 
diesen  Satz  auszusprechen,  und  im  üebrigen  den  Leser  auf 
die  Abhandlung  von  Frobenius  verweisen. 

10.  Nachdem  auf  solche  Weise  der  allgemeine  Charakter 
jeder  Substitution  gekennzeichnet  worden,  welche  eine  quadra- 
tische Form  überhaupt  in  sich  selbst  zu  transformiren  ge- 
eignet ist,  muss  weiter  nach  dem  Ausdrucke  derjenigen 
Substitutionen  gefragt  werden,  durch  welche  eine  6c- 
stimmte^  gegebene  quadratische  Form  von  nicht  ver- 
schwindender Determinante  in  sich  selbst  übergeführt 
wird.     Die   Lösung   dieser   Aufgabe   ist    zuerst    von    Cayley 
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und  Hermite*)  versucht  worden.  Hermite's  Methode  be- 
steht in  der  folgenden  üeberlegung. 

Soll  die  Substitution  (26)  die  quadratische  Form 

in  sich  selbst  verwandeln^  so  findet  vermöge  der  durch  die  Sub- 
stitution zwischen  den  Yariabeln  Xa  und  Xa  ausgesprochenen 
Beziehung  die  identische  Gleichung 

(97)  fix.)  =- fix!) 

statt.     Diese    eine    Gleichung    oder    die    ihr    entsprechenden 

J"       Transformationsrelationen    (76)    zwischen    den    n  •  n 

gesuchten  SubstitutionscoefiKcienten  lassen  —^—5-  der  letzteren 
unbestimmt  oder  gestatten  nur,  die  CoefGicienten  als  Funktionen 
von  -^r — -   willkürlichen   Parametern    zu    bestimmen.     Um 

Xa  -f-  Xa    =  ^6a; 
(a  =  1,  2,  •  •    «) 

wodurch  die  Gleichimg  (97)  die  neue  Gestalt 

fix,)  =  4/-(g,)  -  4  2'  o«i»  Xa  1^  +  fix,) 
oder  einfacher  die  Gestalt 

a 

erhält.     Versteht  man  nun  unter  Saß  für 

«,^  =  1,2,    ..n 
ein  System  von  n*  Zahlen^  die  nur  der  Bedingung 

Saß  +  5^a  =?  0 

unterworfen  sind^  so  genügt  man  vorstehender  Gleichung^  indem 
man  setzt: 

*)  S.  ausser  der  schon  oben  genannten  Abhandlung  von  Cayley 
seine  Arbeiten:  sur  quelques  propri^t^s  des  däterminants  gauches,  und 
recherches  ult^rieures  sur  les  däterminants  gauches  im  Joum.  fär  Math. 
32  resp.  60,  und  Hermite,  sur  la  thäorie  des  formes  quadratiques, 
ebendas.  47  v.  S.  307  an. 

26* 
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denn 


ist  Null.  Demnach  wird  man  durch  Elimination  der  Variabein 
^a  zwischen  den  beiden  Systemen  von  Gleichungen 

(98)  .._J.-_^J,.i^ 

und 

(a  =  1,  2,  •    .  «) 

ein  System   von   n  Gleichungen   zwischen  den  Xa  und  a;«'  er- 

halten^  deren  Coefficienten  rational  von  den  -^ — -   willkür- 

liehen  Grössen  Sa^  abhängen  und  welche  fttr  alle  Werthe 
dieser  Grössen  eine  Transformation  der  quadratischen  Form 
f{xi)  in  sich  selbst  ergeben. 

Die  Elimination  der  Yariabeln  |a  aber  lässt  sich  folgender- 
massen  bewerkstelligen: 

Zunächst  folgt  aus  (98)  die  Gleichung 

1  dm     1  dm,)     ^ 

wenn  zur  Abkürzung 

(100)  2^^^«-T-ä^  =  ^^'^ 

gesetzt  wird;  aus  dieser  Definitionsgleichung  des  Zeichens  ty^ 
findet  sich  ohne  Mühe  die  Beziehung 

(101)  t^y  +   tyfi  =  0. 

Wenn  man  dann  die  Gleichungen  (98)  mit  Vemnderung  des 
Index  folgendermassen  schreibt: 


darauf  mit 
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a  ' 

multiplicirt  und  endlich  über  alle  Werthe  des  Index  ß  summirt; 
so  ergiebt  sich 


nnd  durch  Addition  dieser  Gleichung  zur  erstgefondenen  folgt 

Genau  zu  demselben  Werthe  gelangt  man  aber  auf  demselben 
Wege  auch  für  den  Ausdruck 

1  r/«)         ^  , 

und  somit  geht  folgendes  System  von  Gleichungen 

als  Resultat  der  Elimination  der  Yariabeln  S«  zwischen  den 
Systemen  (98)  und  (99)  hervor. 

Dass  diese  Formeln  stets  f{x^  in  sich  selbst  transformiren^ 
bestätigt  man  sogleich,  indem  man  sie  einmal  mit  Xy,  das 
andere  Mal  mit  Xy  multiplicirt  imd  jedesmal  über  alle  Werthe 
von  y  summirt.     So  kommen  die  beiden  Gleichungen 

ß^Y  Y  ^  ßtY 

2^'  '  ^'i^    +^^Yß^ß<  =  f(^0  +2^/»y  V^/; 
y  ^         ß^Y  ß.Y 

deren  Addition  mit  Rücksicht  einerseits  auf  die  Formel  (43), 
andererseits  auf  die  Beziehung  (101)  sofort  die  Behauptung 
als  richtig  erkennen  lässt.  Die  Gleichungen  (102)  stellen 
demnach   eine  Transformation    der  Form   f(Xi)  in  sich 

selbst  vor,   enthalten  in  der  That  -—- — -  Unbestimmte  t^y 
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und  haben,  da  üaß  =  a^a  ist';  die  Gestalt  einer  antisymmetri- 
sehen  Substitution. 

Nennt  man  t  das  alternirende  System  der  n'  Grossen  ty^, 
so  ist  das  System  der  Coefficienten  auf  der  linken  Seite   Ton 

(102)  das  System  a  +  ^  »^f  der  rechten  Seite  das  System 
a  —  /.  Um  die  Substitution  in  entwickelter  Grestalt  eu  er- 
halten, müssten  die  Gleichungen  (102)  nach  den  Xa  aufgelöst 
werden,  was  nur  geschehen  kann,  wenn  die  Determinante 
des  Systems  a  -\-  t  von  Null  verschieden  ist  Unter 
dieser  Voraussetzung  wird  in  der  entwickelten  Gestalt  der 
Substitution  das  Goefficientensystem  das  folgende  sein: 

g  =  (a  +  0-^  •  (a  -  0, 
eine  Beziehung,  aus  welcher  weiter 

(a  '\-  t)  -  q  =  (a  —  t)  -  e 
also 

(103)  («  +  0  •  (^  +  Q)  =  ^(^ 

folgt  Somit  gelangen  wir  zu  nachfolgendem  Satze:  Ist  a 
ein  symmetrisches  System  von  nicht  verschwindender 
Determinante,  i  aber  ein  beliebiges  alternirendes 
System,  für  welches  die  Determinante  von  a  -\-  i  nicht 
Null  ist,  so  ist  die  Substitution  (26)  eine  eigentliche^) 
Transformation  der  quadratischen  Form  f(x,)  in  sich 
selbst,  wenn  ihr  Goefficientensystem  q  durch  die 
Formel 
(104^  q  =  (a  +  t)-^  •  (a  —  0 

bestimmt    ist,   und   wegen  (103)   ist  die  Determinante  von 

f  -f~ !/  nicht  Null   oder  die  zur  Substitution   gehörige  Fnnda- 

mentalgleichung 

eX—q    =0 

hat  nicht  die  Wurzel  k  =  —  1  **  . 

Wenn  nun  aber  auch  die  Hermite*schen  Transformationen 

(102")  die  Bedingung  erfüllen,  — ^ willkürliche  Ptoameter 

*)  Offenbar  ist     «-ff     =     «  —  f     also  ^  =  +  1. 
**^  S,  hienn  und  nun  Folgenden  Frobenins*  genannte  Abhand- 
lung im  JoonL  t  Math.  ^  S.  37  o.  ff. 
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zu  enthalten,  so  folgt  daraus  allein  doch  noch  nicht,  dass  sie 
die  allgemeine  Losung  der  Aufgabe,  nämlich  sämmtliche 
eigentliche  Transformationen  der  Form  f{x,)  in  sich  selbst 
liefern.  Es  ist  mithin  auch  noch  fraglich,  ob  jede  solche 
Transformation  die  Gestalt  einer  anti symmetrischen  Sub- 
stitution haben  muss.  Man  kann  aber  weiter  folgenden  Satz 
beweisen:  Jede  (eigentliche)  Substitution  9,  welche 
eine  quadratische  Form  f{Xi)  von  nicht  verschwinden- 
der Determinante  in  sich  selbst  transformirt  und 
deren  Fundamentalgleichung  die  Wurzel  —  1  nicht 
hat,  lässt  sich  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Gestalt 
(104),  in  welcher  t  ein  (aus  endlichen  Elementen  be- 
stehendes) alternirendes  System  ist,  und  folglich  auch 
in  Gestalt  einer  antisymmetrischen  Substitution  dar- 
stellen. Denn,  erfüllt  das  System  q  mit  der  Determinante 
Q  =  1  die  Bedingung 

(105)  ^     q'  >  a  '  q  =  a, 

während  die  Determinante  von  e  -\-  q  nicht  Null  ist,  so  kann 
man  ein  bestimmtes  System  x  (mit  endlichen  Elementen)  an- 
geben, welches  der  Gleichung 

X  '  (q  -{-  e)  =^  2a 

Genüge  leistet;  setzt  man  daher 

t^^x  —  a, 
so  wird 

(106)  (a-^t)'(q  +  e)  =  2a. 

Aus  dieser  Gleichung  erschliesst  man  zunächst,  dass  die 
Determinante  von  a  -{-  ^  nicht  Null  sein  kann.  Schreibt  man 
sodann  die  Gleichung  in  der  Gestalt 

(a  +  ^)  (2  +  e)  =  (a  +  t)e  +  (a  -  f)e, 

so  folgt  weiter 

q  =  (a  +  t)"^    (a  —  t) 

und  es  bleibt  nur  zu  zeigen,  dass  das  System  t  ein  alter- 
nirendes ist.  Hierzu  schreiben  wir  die  Gleichung  (106)  fol- 
gendermassen: 

^(g  -f"  ^)  =  ^  —  ^^ 
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und  folgern  daraus  mit  Rücksicht  auf  (105) 

iSL  +  ^)Ki  +  e)  =  «'«  —  «2- 
Beim  Uebergang  zu  den  conjogirten  Systemen  geht 

{q  +  e)t'{q  +  c)  =  aj  —  qa 
d.  h. 

hervor,  w.  z.  b.  w. 

Diesem  Satze  zufolge  kann  es  sich  nur  noch  darum  handeln, 
ob  es  auch  solche  Transformationen  der  Form  f{x^  in  sich 
selbst  giebt,  bei  welchen  die  Determinante  von  g  +  e  ver- 
schwindet und,  falls  dies  zu  bejahen*  ist,  sie  sammtlich  anzu- 
geben. Was  den  ersteren  Punkt  betrifft,  bemerken  wir,  dass, 
wenn  wir 

^«/*—    e 

setzen,  die  Formel  (104)  die  Gestalt 

(104a)  ^  =  (aO  +  u)-^  •  (aO  —  u) 

erhält,  wodurch  die  Coefficienten  der  Substitution  (26)  d.  i. 
die  Elemente  von   q   als    homogene    ganze   Funktionen   der 

~      4~  1  Grössen  Ua^  und  6  dargestellt  werden.     Da  diese 

Coefficienten  die  Transformationsrelationen  also  algebraische 
Gleichungen  befriedigen,  sobald  die  ta^  endliche  Werthe  haben, 
werden  sie  ihnen  auch  Genüge  leisten,  wenn  diese  Grössen, 
indem  6  gegen  Null  convergirt,  unendlich  wachsen.  Als- 
dann gelangt  man  aber  noth wendig  zu  Transformationen,  bei 
denen  |  2  +  ^  I  Null  werden  muss,  denn  andernfalls  würden 
sich  aus  (103)  endliche  Werthe  für  die  taß  ergeben.  —  Nach- 
dem so  der  erste  Punkt  bejahend  beantwortet  worden,  bleibt 
der  zweite  zu  erledigen.  Im  zweiten  Capitel  des  ersten  Ab- 
schnittes ist  gezeigt  worden,  dass  bei  ternären  Formen  auf 
dem  eben  angegebenen  Wege  sich  sämmtliche  Transforma- 
tionen der  in  Rede  stehenden  besonderen  Art  ergeben.  Indessen 
bilden  diese  Formen,  wie  Frobenius  gezeigt  hat,  einen  Aus- 
nahmefall. Allgemein  dagegen  gilt  der  folgende  von  ihm  (a. 
a.  0.  S.  43)  hergeleitete  Satz: 

Jede  Substitution  (26),  welche  die  Form  f(x^  von 
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nicht  verschwindender  Determinante  eigentlich  in 
sich  selbst  transformirt,  und  für  welche  die  Deter- 
minante vong  +  e  verschwindet,  wird  durch  eineFormel 

q  =  lim.  (a  -f-  <e)~^  •  (a  —  te) 

gegeben,  in  welcher  te  ein  alternirendes  System  be- 
deutet, dessen  Elemente  rationale  Funktionen  von 
G  sind. 

Wir  müssen  uns  jedoch  versagen,  die  Schlüsse,  durch 
welche  Frobenius  den  Satz  begründet  hat,  hier  zu  entwickeln. 
Schon  haben  wir  weiter,  als  die  arithmetische  Theorie  der 
quadratischen  Formen  es  erfordert,  ihren  algebraischen  Trans- 
formationen unsere  Betrachtung  gewidmet,  um  zu  zeigen,  wie 
die  bezüglichen  Untersuchungen  des  ersten  Abschnitts,  deren 
wir  dort  als  Grundlage  für  das  ftlnfte  Capitel  desselben  be- 
durften, in  der  allgemeinen  Theorie  sich  gestalten.  Aber  die 
Arithmetik  der  quadratischen  Formen  hat  im  Grunde  nur  an 
den  ganzzahligen  Transformationen  ein  Interesse.  Noch 
liegen  keine  Untersuchungen  darüber  vor,  welchen  Bedingungen 
die  unbestimmten  Parameter  4^  in  den  algebraischen  Formeln 
zu  unterwerfen  sein  würden,  um  jene  ganzzahligen  Transforma- 
tionen zu  liefern,  kaum  kann  man  auch  hoffen,  auf  solchem 
Wege  zu  den  letzteren  zu  gelangen.  Was  man  gegenwärtig 
bereits  von  den  ganzzahligen  Transformationen  weiss,  werden 
wir  an  einer  späteren  Stelle*)  auseinandersetzen. 

11.  Wir  haben  noch  eine  Reihe  algebraischer  Hilfsbe- 
trachtungen von  einer  etwas  anderen  Richtung  anzufügen. 

Zunächst  erhalten  wir  durch  eine  blosse  Verallgemeine- 
rung der  Determinanten beziehimg  (15)  im  ersten  Capitel  des 
ersten  Abschnitts  die  Verallgemeinerung  der  dort  als  eine  der 
zwei  Grundformeln  bezeichneten  Gleichung  (17).  Wir  wollen 
diese  auch  hier  als  Grundformel  bezeichnen,  obwohl  wir 
nicht  den  gleich  umfassenden  Gebrauch  davon  machen  werden, 
wie  in   der  einfacheren  Theorie.     Sie  lautet  folgendermassen: 

(107)    fix,) .  f(y,)  -  (^^x^ .  /-«(y,))*  =  /^*'ix„y,,  -  x^p,), 
*)  Im  dritten  Abschnitte. 
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WO  /^*>  die  zweite  Begleitfonn  von  f  und  ihre        ^ — -  Yariabeln 
^aVß  —  ^ßVa  erhalten  werden,  indem  man  a  die  Werthe 

1,2,    .-n—l 

und  ß  jedesmal   alle   grosseren  Werthe   der  Reihe  2,  3,  •  •  •  n 
durchlaufen  lasst. 

Den  ersten  Gebrauch  machen  wir  von  dieser  Grund- 
formel, um  den  wichtigen  Satz  herzuleiten,  dass  eine 
quadratische  Form  f{x^  mit  n  Veränderlichen,  mit 
reellen  Coefficienten  und  einer  nicht  verschwinden- 
den Determinante  durch  eine  reelle  Substitution  in 
ein  Aggregat  von  n  positiven  oder  negativen  Qua- 
draten von  reellen  Linearformen  transformirt  werden 
kann.  In  der  That,  da  die  Determinante  nicht  Null  ist,  kann 
die  Form  nicht  identisch,  d.  h.  nicht  ihre  sammtlichen  Coeffi- 
cienten verschwinden;  mithin  kann  man  den  Veränderlichen 
solche  Werthe  Si,  I2; '  *  *  5«  beilegen,  dass  die  Form  einen  von 
Null  verschiedenen  Werth  erhält;  denn  entweder  ist  einer  der 
Hauptcoefficienten  d.  i.  der  Coefficient  des  Quadrats  einer 
der  Veränderlichen,  z.  B.  a^,  von  Null  verschieden,  oder,  wenn 
diese  sämmtlich  Null  wären,  so  würde  der  Coefficient  eines 
der  doppelten  Produkte  zweier  Veränderlichen,  z.  B.  o,^,  nicht 
Null  sein;  im  ersteren  Falle  genügt  man  der  Forderung,  wenn 
man  x^  =  \j  im  zweiten,  wenn  man  a^j  =  1,  iCg  =  1,  alle 
übrigen  Xa  aber  gleich  Null  setzt.  Man  kann,  wie  hieraus 
zu  ersehen,  die  Werthe  1^,  §27 ' '  *  §»  sogar  als  ganze 
Zahlen  ohne  gemeinsamen  Theiler  wählen,  was  be- 
sonders mit  Rücksicht  auf  die  späteren  arithmetischen  Anwen- 
dungen hervorgehoben  werden  soll.  Zudem  folgt  hieraus,  nach 
Cap.  3  nr.  5,  dass  man  eine  (reelle)  unimodulare  Substitution 
angeben  kann,  in  welcher  iiy^j-  -  -  in  die  erste  Spalte  des 
Coefficientensystems  vorstellen,  und  durch  diese  Substitution 
geht  f{x^  in  eine  andere  (äquivalente)  Yorm  g{x!)  über,  deren 
erster  Coefficient 

also  von  Null  verschieden   ist.     Auf  diese  Form   wenden  wir 
die  Grundformel  an,  indem  wir  in  ihr  y^  =  1,  die  übrigen  y« 
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gleich  Null  wählen^  und  erhalten  so  die  Gleichung 

(108)  b,,  ^fixi)  =  \,  -gixO  =  X,'  +  5^»«,  <, . . .  x:,  0  . . .), 

in  welcher  ^*)  nur  noch  von  den  n  —  1  Veranderlichen 


X^  ,X^    '  '  '  Xn 


abhängt,  die  ihrerseits,  ebenso  wie 

(109)     Xi  =  bn  Xi  +btiXi  -\ 1-  6i,,_i  a;„'_i  +  6i„  a?/, 

reelle  Linearformen  der  ursprünglichen  Veränderlichen  sind. 
Da  die  Form  zur  Rechten  von  (108)   durch  die  Substitution 

(109)  mit  dem  Modulus  6^^  sich  in  b^ig{xl)  verwandelt,  so 
ist  ihre  Determinante,  d.  i.  die  Determinante  der  Form 

flf<«>(irg',  x^, . . .  x:,  0, . . .), 

gleich  6ii*~*mal  derjenigen  von  g{xl)  d.  i.  derjenigen  von 
f{x^y  also  von  Null  verschieden.  Man  kann  folglich  auf  vor- 
stehende Form  von  Neuem  dieselbe  Betrachtung  anwenden, 
die  wir  für  f{x^  ausgeführt  haben;  und  wenn  man  in  dieser 
Weise  weiter  fortfährt  und  mit  den  dabei  zur  Anwendung 
kommenden,  von  Null  verschiedenen  Multiplikatoren  {^n,  -  -  * 
dividirt,  erhält  man  offenbar  zuletzt  f{xi)  mittels  reeller  Sub- 
stitutionen von  nicht  verschwindendem  Modulus  dargestellt  in 
der  Gestalt 

(110)  fix;)  =  m^Xi«  +  m^X^^  +  •  •  •  +  m^X^l 

Darin  sind  X^,  X^,  •  •  *  X»  n  unabhängige  Linearformen 
mit  den  ursprünglichen  Veränderlichen.  Denn,  da  die 
Substitution,  welche  ({x^)  in  diese  Gestalt  bringt,  von  nicht 
verschwindendem  Modulus  ist,  muss,  wenn  man 

Xa  =  PalOCi  +  Pa%3Ct  +  •  •  '  +  Pan^n 

(a  =  1,  ?,  •  •  •  n) 

setzt,  auch  die  Determinante  dieser  n  Gleichungen  von  Null 
verschieden  sein.  — 

Nach  (69)  ist  femer  die  Determinante  der  rechten  Seite 
von  (110),  nämlich 

n»,  f»2  •  •  •  niny 

bis  auf  einen  von  Null  verschiedenen  quadratischen  Faktor 
gleich  der  Determinante  von  /"(x,)  also  von  Null  verschieden. 
Somit  ist  auch  jede  der  Zahlen  nia  von  Null  verschieden;  setzt 
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man  also 

wo 

ist^  so  kann  endlich 

/i*a  >  0,      «tt  x«  4-  1 

(111)      f{Xt)  = 

hi^i 

. .  +  f,(X.V^J 

^            l<«                   »■  ■■  ^^         w^  ^\.  I<«  m 

k  «^  ««^  ^  ^k  M 

»            «vrVW«           AA           «^^^««V^«  W^^«« 

oder  negativen  Quadraten  reeller  Linearformen  mit  den  Ver- 
änderlichen x^j  x^y ' ' '  Xn  gesetzt  werden. 

Man  bemerke  hier  sogleich  Folgendes:  Sind  die  GoefGi- 
cienten  der  Form  f(xi)  ganze  Zahlen,  so  werden,  der  ge- 
troffenen Wahl  der  Zahlen  li,  Sj?  •  *  •  I»  gemäss  nicht  nur  6^ 
und  die  Coefficienten  der  Form  g^*\  sondern  auch  diejenigen 
der  Linearform  X^  ganzzahlig  sein.  Da  bei  dem  Fortgange 
der  Transformation  ähnliches  gelten  muss,  lässt  sich  für  diesen 
Fall  der  bewiesene  Satz  folgendermassen  aussprechen:  Ist  f(xi) 
eine  quadratische  Form  mit  n  Veränderlichen,  mit 
ganzzahligen  Coefficienten  und  einer  von  Null  ver- 
schiedenen Determinante,  so  kann  man  sie,  mit  einer 
von  Null  verschiedenen  ganzen  Zahl  M  multiplicirt, 
stets  auf  die  Form  bringen: 

(112)       M'f{x,)  =  m,X,'  +  m,X^'  +  •  •  •  +  m^X,«, 

in  welcher  m^mj,  •••?»„  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen,  die  X^  aber  n  unabhängige  homogene  lineare 
Funktionen  der  Veränderlichen  x^yX^y-  -  -  Xn  mit  ganz- 
zahligen Coefficienten  sind. 

12.  Wir  wollen  nun  einen  andern  Weg  einschlagen,  zur 
Darstellung  (110)  zu  gelangen,  auf  welchem  die  Zahlen 

sogleich  durch  die  Coefficienten  der  Form  f(xi)  ausgedrückt 
erhalten  werden.  Jacob i  hat  zuerst  diese  Aufgabe  allgemein 
gelöst*).     Hier   soll    der   Gang   eingehalten    werden,    welchen 

*)  Jacobif  über  eine  elementare  Transformation  eines  in  Bezug 
auf  jedes  von  zwei  Variabeinsystemen  linearen  und  homogenen  Aus- 
drucks, aus  seinen  hinterlassenen  Papieren  herausg.  v.  Borchardt,  im 
Joum.  f.  Math.  68  S.  2f65. 
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Gundelfinger    in   Verfolgung   eines   Plücker 'sehen    Grund- 
gedankens  angegeben  hat*).     Sei 

(a,  /J  =»  1,  «, .  •  •  n) 

die  quadratische   Form   und   ihre   Determinante  A   von  Null 
verschieden;   mit  A^ß  werde   das  zu  a«/?   adjungirte   Element 

dieser   Determinante   bezeichnet.     Ist    nun    Änn=^ 


da 


von 


im 


Null  verschieden,  so  geht  f{x^  durch  die  Substitution 

A. 


(113aj 


OCy   — —    OCy      ^1 


ny 


X 


y  —  '^r  ^  A       """ 

nn 
(y  =  1,  2,    .  •  «  -  1) 

Xn  =  X. 


Über  in  die  Gestalt 

(114a)  Va,rf<a:/  +  -,-.X,l 

^■^  nn 

(y,<r  =  l,2,    ..n-1) 

Denn  aus  (113  a)  folgen  unmittelbar  die  Gleichungen 

O^YlXi    +  ay2^2    H +  ClynXn 

=  a^iO?/  +  •  •  •  +  O'Y.n  —  lXn—l 

(y  =  l,2,    ..n-l) 

«nl^l    +  C^n%X^  +  *  •  •  +  CCnnXn 


(115) 


=  OniXi'  +  •  •  •  +  «».n— 1  a:,'_i  + 


27" -X,, 


nn 


und  durch  Multiplikation  der  n  —  1  ersten  dieser  Gleichungen 
mit  a?!,  a?t,  •  •  •  a:„_i,  der  letzten  mit  Xn  und  durch  darauffolgende 
Addition  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Gleichheit  üaß  =  a^a 

v^  A 


^ 


((r=l,  2,    -n-l) 


nn 


d.  i.  bei  Benutzung  der  Gleichungen  (115)  und  wegen  Xn=  X^ 
die  Gleichung 

(y,<r  =  l,?,..n-l) 


•)  Gundelfinger,  zur  Theorie  der  quadratischen  Formen,  Joum. 
f.  Math.  91  8.  221. 
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^  (Xy^x^  xi 


Die  quadratische  Form 
(116a) 

(y.<r  =  l,2,..ii-l) 

hat  zudem  die  von  Null  verschiedene  Determinante  A^n-    Das 
in  der  Darstellung  (114  a)  auftretende  Quadrat  X«'  hat  einen 
positiven    oder    negativen    GoefGicienten^    jenachdem    A^  A^n 
gleichen  oder  verschiedenen  Vorzeichens  sind. 
Ist  aber  JL„„  =  0,  so  muss,  da 

ist,  eine  der  Unterdeterminanten  -4„i,  JL«»,  •  •  *  -^n— i  von  Null 
verschieden  sein.     Nehmen  wir  ^^,«—1^0  an.     Dann  geht 

die  quadratische  Form  f{Xij  durch  die  Substitution 

A 


(113b) 


Xy    ^^^   Xy  I  ' 


ny 


^«-1 


»,  11  —  1 


^«  =  ^  —  1  —  A^  > 


n  — 1 


ö«,«~2a:«_2 


wie    durch    analoge    Betrachtungen    bestätigt    wird,    in    die 
Gestalt 


(114b) 


^ay^Xy'xö  +  ^^^(X^i  ~  X.*) 


i»,n  —  1 
(y,rf  =  l,2,.    -n-S) 


Über.     Der  Gleichung 

(117)      A .  ^'^ 


2 


^«n«^««-!,«-! 


-^«n  -^n  —  lfti  —  i         --^«,n  — 1 


zufolge  ist  zudem  die  Determinante  der  quadratischen  Form 
(116  b)  ^ayd^Y^/f 


nämlich  die  Unterdeterminante 


(y,  <r  =  1,  2, .  .  .  «  -  2) 

d*Ä 


^^nn^^n-hn^l 


,  von  Null  ver- 


schieden.    Von  den  beiden  in  (114  b)  auftretenden  Quadraten 
Xn,  X„^_i  hat  noth wendig  eins  und  nur  eins  einen  negativen 
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Goefficienten,  aus  (117)  aber  folgt^  dass 


Ä   und 


dann^%^l,n--l 


entgegengesetzten  Vorzeichens  sind,  dass  also  die  drei  Unter- 
determinanten 


^> 


da     '   da     da     *        « 


deren  mittlere  verschwindet  also  bei  der  Zählung  der  Zeichen- 
wechsel nicht  zu  beachten  ist,  einen  Zeichenwechsel  darbieten. 
Auf  die  Form  (116a)  oder  (116b)  lässt  sich  nun  wieder 
die  eine  oder  die  andere  der  beiden  angegebenen  Umformungen 
zur  Anwendung  bringen.  Der  weitere  Fortgang  dieser  Be- 
trachtung aber  fahrt,  wenn  wir  von  den  speciellen,  von  uns 
gemachten  Voraussetzungen,  dass  von  den  Unterdeterminanten 
gerade  die  Determinanten  Ann,  resp.  -4n,«_i  von  Null  ver- 
schieden seien,  absehen,  wie  unmittelbar  zu  erkennen  ist,  zu 
folgendem  Satze:  Wählt  man  —  was  das  Gesagte  als  thun- 
lich  übersehen  lässt  —  die  Reihe  der  Determinanten 

der  Art,  dass  in  ihr  keine  zwei  aufeinanderfolgenden 
zugleich  verschwinden,  so  lässt  sich  die  quadratische 
Form  f(xi)  als  ein  Aggregat  von  n  Quadraten  von 
reellen  homogenen  linearen  Funktionen  der  Veränder- 
lichen x^fX^,'-'X^  in  der  Gestalt  (110)  darstellen,  in 
welcher  genau  so  viel  Quadrate  negative  Coefficienten 
haben,  als  die  Reihe  (118)  nach  Ausfall  der  verschwin- 
denden Glieder  Zeichenwechsel  darbietet. 
Sind  insbesondere  die  Determinanten 

(118*)  ^1  äT"^  da     da      , '  '  •  •  ^ii'  1 

^    nn       ^^nn^    n  —  1,«  — 1 

die  wir  kurz  die  Determinanten 

nennen  wollen,  von  Null  verschieden,  so  findet  folgende 
Darstellung  der  Form  f(Xi)  statt: 

(119)    /•(a:,)  =  AXi«+j'Ä,«  +  ...  +  ^X,'_x+^"-X,^ 
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und  da  in  diesem  Falle  nur  Sabstitatiooen  tod  der  Art  (113a) 
znr  Änweadung  kommen,  erkennt  man  sogleich,  dass  X,  nur 
von  x„,  X|— 1  nur  von  x^—i,  x.,  u.  s.  w^  allgemein  X^  nar 
von  Xa,  Xa+i,  '  -  ■  £■  abhängig  sein  wird.  Diese  DarsteUung 
lehrte  Jacobi  a.  a.  0.*). 

Man  kann  übrigens  auch  Formen  mit  verschwinden- 
der Determinante  als  Aggregat  von  Quadraten  darstellen, 
deren  Anzahl  dann  kleiner  als  n  ist.  Fflr  unsere  Zwecke 
dOrfen  wir  jedoch  diesen  Fall  flbet^ehen.  Man  findet  ihn^  so- 
wie auch  denjenigeu,  in  welchem  die  Veränderlichen  nicht  un- 
abhängig von  einander,  sondern  durch  lineare  Beziehnagen 
mit  einander  verbunden  sind,  iu  der  Arbeit  von  Qundel- 
finger,  desgleichen  in  Darboux'  in  nr,  6  angezogener  Ab- 
handlung ausführlich  bebandelt.  Auf  die  letztere  Arbeit,  in 
welcher  die  Transformation  der  quadratischen  Formen  in  eine 
Quadratsumme  unter  sehr  allgemeinem  Oesicbtspunkte  behandelt 
wird,  wollen  wir  noch  besonders  hinweisen,  weil  in  ihr  die 
in  nr.  6  eingeführten  Begleitformen  ebenfalls  und  zwar  in 
der  Gestalt  von  Determinanten  benutzt  worden  sind.  In  der 
Thnt   die  dort  verwandten  Determinanten  von  der  Gestalt 


Oll     Wis 

■Ol.    Xi'  xC 

■ .  iii-l 

0,1    an    ■ 

■  ■  O,,     Xs'  Xg"  ■ 

..X,'-' 

0.1     0.1    ■ 

■  ■  o..  a;.'  a;,"  ■ 

. .  i,w 

V   't    ■ 

..»;    0   0    . 

■0 

',"  <  ■ 

■■X."  0  0    . 

.    0 

a;  (•»)  x^lm)  . 

■  ■x.'-'O   0    • 

■  0 

deren  sich  Übrigens  auch  Gundelfinger  zu  seiner  Unter- 
suchung bedient,  sind,  wenn  fQr  irgend  welche  Gombination 
von  m  Zahlen  h,i,kj-  ■  ■  der  Reihe  1,  2,  3,  ■  ■  ■  n 


=  (-1)*+- 


.  I       I  x*'™'  a:/'"!  ar^t™)  ■ 

I  (Joom.  f.  Math.  47  S.  388)  schreibt  eie  Cauchy  i 
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gesetzt  wird^  mit  dem  folgenden  Ausdrucke 

wie  sehr  einfach  zu  übersehen  ist,  identisch. 

13.  Nachdem  wir  im  Vorigen  auf  verschiedene  Weise 
die  Möglichkeit  hergeleitet,  die  Form  f{x^  in  der  Gestalt  (110) 
darzustellen,  erübrigt  noch  für  unsere  Zwecke,  einen  überaus 
bedeutsamen  Zusatz  zu  beweisen.  Dieser  Zusatz  sagt  aus, 
dass,  auf  welche  Weise  immer  jene  Darstellung  be- 
werkstelligt werden  mag,  die  Anzahl  der  Quadrate, 
deren  Goefficienten  positiv  bezw.  negativ  sind,  jedes- 
mal dieselbe  sein  muss.  Das  hierin  ausgesprochene  Gesetz 
ist  von  Sylvester  das  Trägheitsgesetz  der  quadratischen 
Formen  genannt  worden.  Wie  eine  aus  den  Unterlassenen 
Papieren  Jacobi's  von  Borchardt  herausgegebene  Arbeit 
ausweist '^),  ist  dies  Gesetz  Jacob i  nicht  nur  bereits  bekannt 
gewesen,  sondern  auch  auf  die  einfachste  Art  von  ihm  be- 
wiesen worden.  Jedoch  hat  Sylvester  zuerst  es  öffentlich 
bekannt  gemacht**).  Nach  diesem  ist  es  von  Hermite***) 
bewiesen  worden;  einen  anderen,  sehr  instructiven  Beweis  gab 
Brioschif).  Wir  müssen  uns  damit  begnügen,  hier  den 
Jacobi'schen  Beweis  auseinanderzusetzen. 

Gesetzt,  f{x^  werde  einmal  als  Aggregat  von  Quadraten 
mit  ft  positiven  und  v  negativen  Goefficienten  dargestellt,  so- 
dass 

^  -f-  V  =  n 

*)  Jacobi,  über  einen  algebraischen  Fundamentalsatz  und  seine 
Anwendungen^  Fragment;  Joum.  f.  Math.  53  S.  275.  Nach  Borchardt 
dürfte  dieses  Fragment  aus  dem  Jahre  1847  stammen. 

••)  Sylvester,  Phil.  Magaz.  1852  11  S.  138,  A  Demonstration  of 
the  Theorem,  that  every  homogeneous  quadratic  polynomial  is  reduc- 
tible  by  real  orthogonal  substitutions  to  the  form  of  a  sum  of  positive 
and  negative  Squares;  sowie  Phil.  Trans.  1853  S.  481,  484. 

***)  Hermite,  extrait  d*une  lettre  de  Mr.  Ch.  Hermite  ä  Mr. 
Borchardt  sur  Tinvariabilit^  des  nombres  des  carräs  positifs  et  des 
carr^s  negatifs  dans  la  transformation  des  polynomes  homogenes  du 
second  degr^,  Joum.  f.  Math.  53  S.  271.  Vgl.  Serret,  Handbuch  der 
Algebra,  deutsch  von  Wertheim  1.  Theil  S.  444. 

f)  Brioschi,  sur  les  s^ries  qui  donnent  le  nombre  de  racines 
reelles  etc.,  in  Nouv.  Ann.  de  Math^.  de  Terquem,  t.  15  (1856)  p.  264. 

Bachmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  27 
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ist.    Nach  (111)  lasst  sich  dann  schreiben 

f{X^  =  ttj*  +  Uj*  -j h  «*;,*  —  t?i^  —  t?,* V 


n 


WO  die  Uy  V  Linearformen  mit  den  Veranderlichen  x^y  x^y  -  -  -  x 
sind.    Wird  fixi)   ein   andermal   als   ein  Aggregat   von   Qua- 
draten gefunden^  anter  deren  Coefficienten  A  positiv^  q  negativ 

sind^  sodass 

A-f  p  =  n 

ist^  so  fände  man  nach  (111) 

wo  auch  die  u,  v'  Lineaiformen   mit  den  Veränderlichen  x^, 
x^,---Xn  sind.    Dann  müsste  also  eine  Gleichung  bestehen 


(120) 


=  <*  +  <*  +  •••  +  «/*  -  <*  -  <' V*, 

und  es  ist  nun  zu  zeigen^  dass  eine  solche  Gleichung 
nicht  anders  möglich  ist,  als  wenn 

A  =  ft,      V  =  Q 

ist. 

Hierzu   dient   die    folgende    einfache   Bemerkung. 

Sind 

A^y  A^y  ...^. 

i  unabhängige  Linearformen  mit  den  Veranderlichen  iz?i ,  ^r^,  •  •  a:„, 
was  i^n  voraussetzt,  sind  ebenso 

^1?  -ßj?  •  •  •  -^ 

m  Linearformen  mit  diesen  Veränderlichen  und  unter  ihnen 
X  ^  w  —  nehmen  wir  an,  die  ersten  x  —  von  einander  un- 
abhängig, was  auch  x  ^  n  voraussetzt,  so  kann  man  x  der 
Veranderlichen  —  nehmen  wir  an,  die  x  ersten  derselben  — 
durch  die  x  unabhängigen  unter  den  Linearformen  3^  und  die 
n  —  X  übrigen  x^  linear  ausdrücken  und  demnach  jede  der 
Linearformen  A^  auf  die  Form  bringen 

Aa  =  fti^i  +  h\B^  -j 1-  6<5x  +  c"+ia:<+i  H 1-  c\xn. 

(a  =  1,  2, ...  0 

Darin  werden,  so  oft  x  <  i  ist,  nicht  sämmtliche  cj^-i,  •  •  •  c«" 
Null  sein  können,  da  sonst  die  %  unabhängigen  Linearformen 
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Aa  aus  nur  x  <i  Veränderlichen  B^y  B^y  -  -  -  B^  zusammen- 
gesetzt wären;  aus  diesem  Grunde  wird  man  die  Ver- 
änderlichen x^yX^y-'-Xn  so  wählen  können^  dass,  wäh- 
rend B^yB^y'-'Bjt  also  auch  die  sämmtlichen  übrigen 
Linearformen  Ba  verschwinden^  nicht  zugleich  auch 
die   sämmtlichen   i  Linearformen  Aa  zu  Null   werden. 

Wäre  nun  in  der  Gleichung  (120)  X  von  ft  verschieden, 
etwa  A  >  fi,  so  wäre  auch  A  +  p  >  ft  +  P  ^^d  somit  würde 
man  die  Veränderlichen  x^yX^y-  *  -  Xn  so  n^^Lhlen  können,  dass, 
während  die  Linearformen  w^,  m^,  •  •  •  Ufty  v^y  v^y  •  •  •  v^'  .'ver- 
schwinden, nicht  zugleich  auch  die  sämmtlichen,  nach  einer 
oben  gemachten  Bemerkung  von  einander  unabhängigen  Linear- 
formen tt/,  Mj',  •  •  •  ui  zu  Null  werden.  Die  Gleichung  (120) 
wäre  dann  aber  unmöglich.  Ebensowenig  kann  A  <  ft  sein, 
mithin  muss  A  =  ^  und  somit  auch  q  =^v  sein,  w.  z.  b.  w. 

Von  diesem  fundamentalen  Gesetze  hat  schon  Jacobi  — 
wie  die  Bemerkungen  Borchardt's  im  Joum.  f.  Math.  53 
S.  281  u.  flf.  zeigen  —  eine  sehr  wichtige  Anwendung  auf  die 
Lehre  von  den  reellen  algebraischen  Gleichungen  gemacht,  um 
die  Anzahl  ihrer  reellen  und  ihrer  imaginären  Wurzeln  fest- 
zustellen. In  der  That,  wenn  «j,  Og,  •  •  •  a«  die  Wurzeln  einer 
Gleichung  »*•"  Grades  mit  reellen  GoefGcienten  und  f{x^  die 
auf  alle  diese  Wurzeln  a  bezogene  Summe 

(121)    fix^)  =2^  (^0  +  «^1  +  «*^8  +  •  •  •  +  «"-^^— i)' 

bezeichnen,  so  lässt  sich  dieser  Ausdruck  in  entwickelter  Ge- 
stalt ab  eine  quadratische  Form  mit  den  n  Veränderlichen 
Xoy  Xiy* ' '  Xn^i  auch  folgendermassen  darstellen: 

(121  a)  f{Xi)  -=  y^  Sa^ß  'XaXßy 

(a,/?  =  0,l,l,...n-l) 

wenn  unter  5^  die  Summe  der  x*®°  Potenzen  aller  Wurzeln: 

5«  =  Oj'  +  «2*  H h  «n" 

verstanden  wird.  Nun  ist  erstens  jedes  Glied  der  Summe 
(121),  welches  auf  eine  reelle  Wurzel  a  sich  bezieht,  das 
positive  Quadrat  einer  Linearform.  Dagegen  geben  je  zwei 
Glieder,  welche  conjugirt-imaginären  Wurzeln  entsprechen, 

27* 
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zusammengenommen  eine  Differenz  P*  —  ^  zweier  solcher 
Quadrate,  geben  also  Anlass  zu  je  einem  negativen  Qua- 
drate,  und  folglich  ist  die  Anzahl  der  negativen  Quadrate  in 
der  ersten  Darstellung  (121)  der  quadratischen  Form  als  Ag- 
gregat von  Quadraten  von  n  Linearformen  genau  so  gross, 
wie  die  Anzahl  der  Paare  conjugirt  imaginärer  Wurzeln,  welche 
die  Gleichung  rC^^  Grades  hat. 

Zweitens    aber   lässt   sich   die   Form    (121a)   nach    der 
Formel 

fix;)  =  ^  Xo»  +  1'  x^*  +  •  •  •  +  ^  x,'_  1 


A 


'n  —  t 


als  Aggregat   von  Quadraten   von   n  Linearformen   darstellen, 
wenn  gesetzt  wird 


(122)      ^  =  s, 


07 


Sq  5,    S| 

A- 

,  ^_ 

^1   ^   ^s 
Sj   Sj   S^ 

u.  s.  w. 


und  hat  in  dieser  Gestalt  genau  so  viel  negative  Quadrate,  als 
die  Anzahl  der  Zeichen  Wechsel  in  der  Reihe  (122)  betragt. 
Dem  Jacob  i-Sylvester'schen  Trägheitsgesetze  gemäss  ist 
folglich  zu  schliessen: 

Die  Anzahl  der  Paare  conjugirt  imaginärer  Wur- 
zeln der  Gleichung  n**'"  Grades  mit  reellen  Coeffi- 
cienten  ist  ebenso  gross,  wie  die  Anzahl  der  Zeichen- 
wechsel in  der  Reihe  (122). 

Auch  Sylvester  und  Hermite*)  haben  das  Trägheits- 
gesetz der  quadratischen  Formen  zu  eingehenden  Untersuchun- 
gen über  die  Anzahl  reeller  und  imaginärer  Wurzeln  der  alge- 
braischen Gleichungen  und  die  zu  deren  Bestimmung  dienenden 
Stürmischen  Funktionen  verwendet.  Insbesondere  hat  der 
Zweitgenannte  das  Jacobi'sche  Resultat  nicht  nur  insofern 
erweitert,  als  er  die  Anzahl  der  reellen  Wurzeln  einer  Glei- 
chung nicht  sowohl  überhaupt,  als  vielmehr  zwischen  gegebenen 
Grenzen  bestimmte,  sondern  er  hat  auch  in  einer  sehr  lesens- 
werthen   Arbeit**)    die    Untersuchung    auf    Gleichungen    mit 

*)  Vgl.  in   dieser  Beziehung   auch  Darboux'  obengenannte  Ab- 
handlung. 

**)  Hermite,  extrait,  d'nne  lettre  de  Mr.  Oh.  Hermite  de  Paris 
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imaginären  Goefficienten  ausgedehnt  und  die  Anzahl  derjenigen 
ihrer  Wurzeln,  die  innerhalb  gegebener  Gebiete  enthalten  sind 
und  positive  resp.  negative  imaginäre  Bestandtheile  haben,  be- 
stimmt. Es  ist  von  höchstem  Interesse,  zu  sehen,  wie  auf 
solche  Weise  mittels  eines  rein  algebraischen  Princips,  ohne 
irgend  welche  Einmischung  des  Stetigen,  die  auf  jene  Anzahl 
bezüglichen  Sätze  gefunden  werden  können,  welche  vordem 
Cauchy  aus  seiner  Theorie  der  complexen  Integration  er- 
schlossen hatte. 

14.  Doch  dürfen  wir  hier  diese  Folgerungen  aus  dem 
Tnigheitsgesetze  nicht  weiter  verfolgen,  müssen  dagegen  eine 
andere  herleiten,  welche  für  imsere  Zwecke  erforderlich  ist. 
Dies  Oesetz  lehrt  nämlich  offenbar  sämmtliche  qua- 
dratische Formen  mit  n  Veränderlichen  in  verschie- 
dene Typen  zu  unterscheiden,  indem  man  alle  die- 
jenigen zu  demselben  Typus  zählt,  deren  Darstellung 
als  Aggregat  von  n  Quadraten  die  gleiche  Anzahl 
positiver  sowie  die  gleiche  Anzahl  negativer  Qua- 
drate aufweist.  Solcher  verschiedenen  Typen  giebt  es  n  +  1, 
unter  ihnen  denjenigen  Typus,  der  lauter  positive,  sowie  den- 
jenigen, der  lauter  negative  Quadrate  aufweist.  Es  leuchtet 
ein,  dass  Formen  des  ersten  dieser  zwei  Typen  nur  positive. 
Formen  des  zweiten  nur  negative  Werthe  haben  können,  wenn 
—  was  stets  geschehen  soll  —  die  Veränderlichen  reell  ge- 
dacht werden.  Deshalb  heissen  Formen  des  erstgenannten 
Typus  positive.  Formen  des  zweitgenannten  Typus  negative, 
zusammengenommen  die  Formen  dieser  beiden  Typen  be- 
stimmte Formen  (formae  definitae).  Die  Formen  der 
übrigen  Typen  sind  unbestimmte  (formae  indefinitae), 
denn  sie  können  offenbar  sowohl  positive  als  nega- 
tive Werthe  annehmen.  Unter  dem  Index  oder  Träg- 
heitsindex r  eines  jeden  Typus  wollen  wir  die  Anzahl 
der  negativen  Quadrate  verstehen,  welche  die  Darstellung 
der  Formen  desselben  als  Aggregat  von  Quadraten  aufweist, 
sodass  dieser  Trägheitsindex  r  für  positive  Formen  Null,  für 
negative  Formen  gleich  n  ist. 

h  Mr.  Borchardt  de  Berlin  sur  le  nombre  des  racines  d'une  ^uation 
alg^rique  comprises  entre  des  limites  donnees,  im  J.  f.  Math.  52  S.  30. 
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Bestimmte  Formen  können  stets  nach  der  Jacobi- 
sehen  Formel  (119)  als  Aggregat  von  Quadraten  dar- 
gestellt werden.  In  der  Reihe  (118a)  von  Determinanten 
kann  nämlich  keine  verschwinden;  denn^  wäre  entgegengesetzten 
Falles  Äm—i  die  erste  dieser  Determinanten^  welche  den  Werth 
Null  hat,  so  ginge  f(Xi),  wenn 

gleich  Null  gewählt  werden,  in  die  quadratische  Form 

von   m  Veränderlichen   mit   der   Determinante   -4^  >  0   über, 

während  ^ =  0  wäre;   auf  diese  Form   liesse  sich   daher 

eine  der  zweiten  Substitution  in  nr.  12  analoge  Substitution 
anwenden ;  um  sie  in  eine  mit  (114b)  analoge  Gestalt  über- 
zuführen, aus  welcher  ohne  Weiteres  zu  ersehen  ist,  dass  jene 
Form  und  somit  auch  —  gegen  die  Annahme  —  f{x^  sowohl 
positive  wie  negative  Werthe  erhalten  könnte. 

Für  positive  Formen  haben  hiernach  die  Deter- 
minanten (118a)  sämmtlich  das  positive  Vorzeichen, 
ihre  Reihe  bietet  also  nur  Zeichenfolgen,  für  negative 
Formen  dagegen  bietet  diese  Reihe  lauter  Zeichen- 
wechsel dar. 

Da  die  negativen  Formen  als  mit  entgegengesetztem  Vor- 
zeichen genommene  positive  aufgefasst  werden  dürfen,  kann 
man  die  Betrachtung  der  bestimmten  Formen  offenbar  auf  die 
positiven  Formen  beschranken. 

Die  positiven  (bestimmten)  Formen  haben  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dass,  wenn  der  Werth 
der  Form  eine  bestimmte  Grenze  nicht  überschreitet, 
auch  die  Werthe  der  Veränderlichen  unterhalb  end- 
licher Grenzen  verbleiben.  In  der  That,  ist  f{x^  eine 
positive  Form  mit  den  n  Veränderlichen  x^y  x^y  -  *  -  Xn  und  setzt 
man  sie  in  die  Gestalt  (110): 

worin 
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(123)  Xa  ^=^PaiXt  +1>o«ä:2  + f"  P««^ 

(a  —  1,  2, .    •  «) 

ist^  so  folgt  aus  den  letzteren  Beziehungen^  da  die  Determinante 
I  pa^  I  von  Null  yerschieden  ist^  umgekehrt 

(124)  Xa  =  STiaXi  +  VS2aX%'] f"  ©«a^,, 

(a  =  1, 1, . . .  «) 

wo  die  cSafi  bestimmte  endliche  Werthe  haben.     Soll  demnach 

(125)  fix,)  ^  G 

sein^  so  muss 

abs.  Xa^l/— - 

folglich 

abs.  Xa  ^  YGfBhs.  -JJ^  +  abs.  -5^  H h  abs.  ^\ 

sein^  wie  behauptet. 

Hieraus  folgt^  dass  die  Ungleichheit  (125)  nur 
eine  endliche  Anzahl  gangjsahliger  Lösungen  haben 
kann.  Ist  also  insbesondere  f(xi)  eine  ganzzahlige  positive 
Form  und  G  eine  positive  ganze  Zahl^  so  hat  diese 
letztere^  wenn  sie  überhaupt  durch  die  Form  f(x,) 
mittels  ganzzahliger  Werthe  der  Veränderlichen  dar- 
stellbar ist^  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  solcher 
Darstellungen  durch  dieselbe. 


Sechstes  CapiteL 
Classen,  Ordnungen  und  Geschlechter  quadratischer  Formen. 

1.  Sobald  man  von  der  algebraischen  Theorie  der 
quadratischen  Formen  zu  ihrer  arithmetischen  Theorie  über- 
geht^ darf  man  sich  im  allgemeinen  auf  den  Fall  beschränken^ 
wo  die  Goefficienten  der  quadratischen  Form^  also 
auch  ihre  Determinante  und  deren  sämmtliche  Unter- 
determinanten  ganze  Zahlen  sind;  auch  werden  nur  Sub- 
stitutionen mit  ganzzahligen  Goefficienten  in  Betracht 
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kommen.  Die  arithmetische  Aequiyalenz  zweier  solcher 
Formen  besteht  darin,  dass  eine  von  ihnen  durch  eine  ganz- 
zahlige Substitution  mit  dem  Modulus  1  in  die  andere  yer- 
wandelt  werden  kann,  wo  dann  auch  umgekehrt  diese  in  jene 
in  gleicher  Weise  sich  verwandeln  lasst.  Aequivalente 
Formen  stellen  deshalb  offenbar  genau  dieselben 
Zahlen  dar,  wenn  man  ihren  Unbestimmten  alle  mög- 
lichen ganzzahligen  Werthe  ertheilt. 

Alle  unter  einander  äquivalenten  Formen  fassen 
wir  in  eine  Classe  zusammen.  Nach  nr.  7  vorigen  Ca- 
pitels  haben  sie  alle  dieselbe  Determinante.  Da  von 
zwei  äquivalenten  Formen  die  eine  durch  eine  reelle  Substitu- 
tion in  die  andere  übergeht,  müssen  beide  in  dasselbe  Aggregat 
von  Quadraten  überführbar  also  demselben  Typus  quadratischer 
Formen  angehörig,  und  folglich  auch  für  beide  der  Träg- 
heitsindex T  derselbe  sein.  Die  Anzahl  der  Glassen 
äquivalenter  Formen  mit  ein-  und  derselben  Deter- 
minante ist  endlich.  Der  Beweis  dieses  Satzes  stützt  sich 
auf  die  Eigenschaften  der  reducirten  Formen  und  gehört  so- 
mit zu  dem  Kreise  von  Betrachtungen,  denen  der  dritte  Ab- 
schnitt dieses  Werkes  gewidmet  ist;  er  wird  dort  nachtraglich 
geliefert  werden. 

Die  Determinante  der  quadratischen  Formen 
setzen  wir  stets  von  Null  verschieden  voraus. 

Die  sämmtlichen  Coefficienten  a«^  einer  quadratischen 
Form 

(1)  fiPq)=^<^aßXaXß 

von  nicht  verschwindender  Determinante  werden  eineh  grössten 
(positiven)  gemeinsamen  Theiler  haben,  welcher  d^  heisse;  die 

a    a 

Zahlen    A^   haben    dann    keinen    gemeinsamen   von    1    ver- 
schiedenen Theiler  mehr,  wohl  aber  können  die  Zahlen 

dann  noch  den  gemeinsamen  Theiler  2  haben,  wenn  nämlich 
die  erstgenannten  sämmtlich  gerade  sind;  jenachdem  dies  der 
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Fall  ist  oder  nicht^  setzen  wir  6^=2  oder  6^=1,  Ist  d^ 
prim  gegen  eine  gegebene  Zahl  N,  so  nennen  wir  die  Form 
f{Xg)  prim  gegen  iVund,  wenn  (Jq  =  1,  eine  primitive  Form. 

Die  Form  ^  •  f{x^)    ist    mithin    stets    primitiv.      Wir    unter- 

0 

scheiden  die  primitiven  Formen  in  eigentlich  und  uneigent- 
lich primitive,  jenachdem  bei  ihnen  (Jj  =  1  oder  (Jj  =  2 
ist,  oder  nennen  sie  kürzer  entsprechend  ungerade  oder 
gerade  Formen.  Wo  nicht  ausdrücklich  das  Gegentheil  ge- 
sagt wird,  werden  wir  unsere  Betrachtung  auf  primitive 
Formen  einschranken. 

Auf  ganz  analoge  Weise  wie  im  dritten  Gapitel  des  ersten 
Abschnitts  erkennt  man,  dass  durch  eine  ungerade  primitive 
Form  stets  eine  Zahl  darstellbar  ist^  welche  prim  ist  zu  einer 
beliebig  gegebenen  Zahl  N,  durch  eine  gerade  primitive  Form 
aber  das  Doppelte  einer  solchen.  Allgemeiner  zeigt  man  aus 
den  gleichen  Oründen,  dass  dieser  Satz  auch  für  nicht-pri- 
mitive Formen  gütig  bleibt,  sobald  sie  nur  prim  sind  gegen 
jene  Zahl  N.  — 

Betrachten  wir  nun  die  Begleitformen  von  f{Xg): 

so  können  wir  Aehnliches  bemerken:  jeder  von  ihnen  kommt 
eine  positive  ganze  Zahl  dm^i  zu,  welche  grosster  gemein- 
samer Theiler  aller  ihrer  Coefficienten  -4i7!f...,r*/  •  ist  und  eine 
2^1  6m  gleich  1  oder  gleich  2,  welche  der  grösste  gemein- 
same Theiler  der  Zahlen 

3 •  -Aaix  •.,*»•<  ••  una  -i •  ^ix",rit' 

in— 1  in  — 1 

(flir  verschiedene  Combinationen  hix  -  •  •,  rst  •  •  •)  ist.  Offenbar 
ist  dn^i  gleich  dem  absoluten  Werthe  der  Determinante  Ä 
der  quadratischen  Form,  nämlich,  wenn  r  den  TnLgheitsindex 
der  quadratischen  Form  f(x^)  bedeutet, 

(2)  dn^i  =  (-  1)*  .  Ä. 

So  erhält  man  bezüglich  der  quadratischen  Form 
f(x^)  von  n  Veränderlichen  die  Zahlen 
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Yon  denen  sogleich  zu  bemerken  ist^  dass  sie  arith- 
metische Invarianten  der  Form^  nämlich  für  alle 
Formen  einer  Classe  dieselben  sind.  Dies  folgt  bezüg- 
lich der  Zahlen  dm—i  bereits  aus  dem  zweiten  Capitel.  Denn 
dm—i  bedeutet  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  der  Deter- 
minanten m^^  Grades  des  Zahlensystems  a^  also  dasselbe,  was 
wir  dort  mit  dm  bezeichnet  haben,  fortan  aber  aus  Oründen 
der  Symmetrie  lieber  dm^i  nennen  wollen;  für  das  Zahlen- 
system 

b  =  q' '  a  '  q 

der  äquivalenten  Form  muss   deshalb  dm—i  denselben   Werth 

haben.     Dasselbe   ergiebt   sich   aus   der  Formel   (70)   vorigen 

Gapitels,  in  welcher  als  besonderer  Fall  die  folgende  enthalten 

ist: 

(3)  -Bi?i....*,....  =  /^-)((2^.V.,*.x...). 

Denn,  da  die  rechte  Seite  jener  Formel  eine  homogene  lineare  ! 

Funktion  der  Coefficienten  Ähu  ,rst  ■  ist,  muss  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  dm—i  der  letzteren  auch  in  sämmtlichen 
Coefficienten  jBi7x  ,r«/  aufgehen;  und  da  bei  äquivalenten 
Formen  diese  Beziehung  umkehrbar  ist,  muss  er  dem  grössten  | 

gemeinsamen  Theiler  der  letzteren  gleich  sein.  Da  femer 
wegen  (51)  vorigen  Gapitels  die  vorstehende  Formel  (3),   so-  | 

wie  für  verschiedene  Combinationen  hix  -  •  •,  rst  •  •  •  wenig- 
stens die  mit  2  multiplicirte  Formel  (70)  jenes  Gapitels 
linear  sind  in  den  Zahlen 

muss  bei  äquivalenten  Formen  auch  der  grösste  gemeinsame 
Theiler  der  letzteren  dem  grössten  gemeinsamen  Theiler  der 
Zahlen 

ShiX'-,hix-'    lind    2  '  ShiX'-^rst    ■ 

gleich  sein,  w.  z.  b.  w. 

2.    Neben    den    bisherigen    Begleitformen    führen 
wir  nun  andere  primitive  ein,  indem  wir  setzen: 
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(4)  ewCa;^^...)  =  j^  .  /^"»(»j«...); 

Wl  — 1 

jenachdem  6^=^  oder  =  2  ist,  ist  G^*"^  eine   ungerade  oder 
eine  gerade  Form,  und  umgekehrt.    Ausserdem  setzen  wir 

(5)  öl  =  dl  und  Om  =  j-^  :  —^ 

(fOr  1»  =  2,  3, . . .  n  —  1). 

Durch  diese  Formeln  sind,  falls  d^  =  1  ist,  die  Zahlen 
Ol,  Oj,  •  •  •  0»— 1  vermittelst  der  Zahlen  di,  d«,  •  •  •  d«_i,  aber 
auch  umgekehrt  diese  durch  jene  vollkommen  bestimmt,  näm- 
lich: 


(6) 


d„-i  =  öi^-^o,*-*  •  •  •  o,L,  •  0,-1. 

Man  darf  daher  die  Invarianten  d  auch  durch  die  Inva- 
rianten  0   ersetzen.     Nach  nr.  3   des  zweiten   Capitels 

d  _. 
sind  diese  letzteren  gleichfalls  ganze  Zahlen,  denn  ^ — 

und   ,  "^    sind  zwei  aufeinanderfolgende  Elementartheiler  des 

m  —  1  • 

S^ahlensystems  a. 

Alle  primitiven  Formen  nun,  welche  denselben 
Trägheitsindex  r,  dieselben  ö-  und  dieselben  <y-Inva- 
rianten  haben,  sollen  Formen  derselben  Ordnung 

(^)  ^-"^^    IT       IT  IT 

genannt  werden.  Man  sieht,  dass  Formen  derselben  Ord- 
nung stets  auch  dieselbe  Determinante  haben,  und  sonach 
zerfallen  die  Formen  derselben  Determinante  in  eine 
—  der  letzten  der  Formeln  (6)  wegen  —  endliche  Anzahl 
verschiedener  Ordnungen,  deren  dann  jede  wieder  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Classen  enthalten  kann. 

Für  temäre  Formen  (n  =  3)  giebt  es  nur  eine  Begleit- 
form, die  Adjungirte;  man  findet  die  Determinante  gleich 
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(-  1)'  .  Oi«0„ 

und  dB,  0^  =  dl  den  grössten  gemeinsamen  Theiler  aller  Coeffi- 
cienten  der  Adjungirten  bedeutet^  stimmt  o^  mit  dem  in  dem 
ersten  Abschnitte  benutzten  Zeichen  ^^  o^  —  jenachdem  es 
sich  um  bestimmte  oder  unbestimmte  Formen  handelt  —  mit 
Sl  oder  —  Sl  überein. 

Für  die  primitive  n  —  1*®  Begleitform  von  f{x^)  findet 
nachstehende  Beziehung  statt: 

e<"-')(a;,„...)  =  j^  •  /t«-«(^,„..,)  =  j^  .  F{x:). 

Bezeichnet  man  diese  primitive  Form  für  einen  Augen- 
blick mit  (p{Xt^  und  bildet  die  zugehörigen  Begleitformen ,  so 
findet  man 

<pM(a;,„...)  =  ;^'---J'<'»)(x,„...). 

"n-2 

Da  nun  nach  (54)  vorigen  Gapitels 

und  d«_m— 1  der  grösste  gemeinsame  Theiler  der  Coefficienten 
von  Z^»—'»)  ist,  wird  der  grösste  gemeinsame  Theiler  rf«— i 
aller  Coefficienten  in  tp^^^  durch  die  Formel 

(8)  d^-x  =   "-'      —^ 

"«  —  2 

gegeben^  sodass,  wenn  o^  für  die  Formel  tp  dasselbe  bedeutet, 
was  Om  für  die  Form  f{x^j  sich  leicht  die  Beziehung 

(9)  Om  =  On-m 

herausstellt.  Bezeichnet  femer  @^^^  die  primitive  m*®  Be- 
gleitform  von  9,  so  findet  sich 

m  —  1 

=  -j-  * /^»-""(arp'v.)  =  e<«-'»)(v „•„.), 

n — m  —  1 

sie  ist  also  mit  Q'^~"'{x^'a'  )  gleichzeitig  gerade  oder  ungerade 
und  die  <y- Invariante  beider  Formen  muss  dieselbe  sein: 

(10)  6^  =  6n-m. 

Die  Oleichheiten  (9)  und  (10)  bleiben  offenbar  bestehen,  auch 
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wenn  man  an  Stelle  der  Form  9  die  Form  ( —  1)*  •  9  wählt. 
Da  femer  t  der  TriLgheitsindex  von  f^  diese  Form  also  alge- 
braisch der  folgenden: 

äquivalent  ist^  so  ist  es  nach  nr.  (7)  vorigen  Capitels  die  Ad- 
jungirte  F  von  f  der  Adjungirten  der  letzteren^  die  dieser  bis 
auf  den  Faktor  ( —  1)*  gleich  ist,  und  somit  hat  (—  Vf  -  F 
den  gleichen  Trägheitsindex  wie  f.  Dies  übertragt  sich  so- 
gleich auf  die  Form  (—  1)*  •  9.     Setzen  wir  also 

(11)  \{^Q)=^^ß^aXfi, 

WO 

(12)  0.^  =  (-  1)^  •  ^ 


d 


«—2 


ist,  so  erhalten  wir  in  der  Form  f(a:^)  eine  primitive  Form 
der  Ordnung 

On~l;   On  — 2;   *  *  "   ©2;   »l 

deren  primitive  Begleitformen  zugleich  im  wesentlichen  die 
primitiven  Begleitformen  von  f  in  umgekehrter  Reihenfolge 
sind.  Wegen  dieser  eigenthümlichen  Reciprocität, 
welche  zwischen  den  Formen  f  und  f  besteht,  wollen 
wir  f  die  Reciproke  von  /*  nennen.  Offenbar  ist  dann 
wieder  f  die  Reciproke  von  f.  Wir  bezeichnen  noch  mit 
f  die  Form  f,  wenn  deren  Unbestimmten  in  umgekehrter 
Reihenfolge  gesetzt  werden,  sodass  also 

(14)  f  (Xp)  =    V  tta^  •  Xn-a-\-l  '  ^i.-/J-f-l 

(a,/?=.l,2,.    •«) 

ist. 

Ist  giif^)  eine  zweite  Form,  9(y^)  ihre  Reciproke  und  fir(j/(,) 
die  letztere  bei  umgekehrter  Reihenfolge  der  Unbestimmten, 
so  leuchtet  ein,  dass  gleichzeitig  mit  f{x^)  und  ^(y^)  auch  die 
Formen  ^(Xg)  und  9(y^),  sowie  auch  f(a?^)  und  Sf(y^)  einander 
äquivalent  sein  werden. 

3.  Die  Classen  einer  Ordnung  lassen  sich  in  kleinere 
Gruppen  vertheilen,    welche    Geschlechter   heissen.     Um    zu 
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zeigen  y  worauf  diese  Vertheilung  sich  gründet,  müssen  wir 
eine  Reihe  von  Gongruenzbeziehungen  ableiten,  analog  den- 
jenigen von  Smith,  welche  wir  im  dritten  Capitel  des  ersten 
Abschnitts  der  Betrachtung  zu  Grunde  gölegt  haben.  Wir 
bezeichnen  dabei  eine  Form 


2 


aaßXaXß 
(a,/*=»1.2,...«) 

kurz   durch   {  aap  ]   oder,  ausführlicher  dargestellt,  durch  das 
Schema  ihrer  »*  Coefficienten: 

Oll  ai2  •  •  •  a\n 


a 


nn 


und  nennen  zwei  Formen   {  Ua^  }    und    {  a^^  )    nach    dem 
Modulus  N  congruent,  in  Zeichen: 

{  aafi  ]  =  [aaii]   (mod.  N), 

wenn  für  alle  Werthe  der  Indices  a, /5 

aafi  i^  aafi  (mod.  N) 

ist;   auch   wird   dann   jede    dieser  Formen  der  Rest  der 
anderen  (mod.  N)  genannt. 
Sei  nun 

fi^9)=^^<'ß^aXfi 

eine  Form  der  Ordnung  0.    Femer  sei  q  irgend  eine  Primzahl 
und 

die  höchsten  Potenzen  derselben,  welche  resp.  in 

rfo,  dl,  •    '  dn-i 

aufgehen.     Wir   nehmen  f(xg)   prim   gegen   q   an,   sodass 
^^  =  0  wird,  und  setzen 

(15)  )  (Ofn^=  dm  —  dm  —  l  (pm—1  ^m-s), 

[  (für  w  =  2,  3, . . .  n  —  1) 

dann  wird 

(16)  öl  +  ©2  -j f-  (0^  =  p^  _  dm-i 
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und  folglich 

(17)  tnoDi  +  (w  —  l)a>2  H [-  2a)«-i  +  (ö,„  =  bm- 

Offenbar  bedeutet  Om  den  Exponenten  der  höchsten  Potenz 
von  q,  welche  in  der  ganzen  Zahl  o^  aufgeht^  also  eine 
nicht-negative  ganze  Zahl^  und  somit  ist  nicht  nur  wegen 
Gleichung  (16) 

(18)  dmS^m-i 

sondern  auch  wegen  (15) 

(19)  ^TO  —  ^m  — 1  >  ^m  — 1  —  ^m  — 2. 

(m  s  9,  8,  •  •  •  M  —  1) 

Zunächst  sei  q  eine  ungerade  Primzahl  p.  Da  f(x^) 
prim  gegen  p  vorausgesetzt  ist^  giebt  es  eine  eigentlich^  d.  1k 
mittels  solcher  Werthe  der  Unbestimmten^  die  keinen  gemein- 
samen Theiler  haben  ^  durch  sie  darstellbare  ganze  Zahl  a, 
welche  nicht  durch  p  theilbar  ist  (s.  nr.  1).  Geschieht  diese 
Darstellung  durch  die  Werthe 

der  Unbestimmten^  so  lassen  sich  (nach  nr.  5  des  dritten 
CapiteLs)  n{n  —  1)  andere  ganze  Zahlen 

qaß  (a  =  1,  2, . . .  n;  /S  =  2,  3, . . .  n) 

so  bestimmen,  dass  die  Determinante  |  9a^  |  =  1  ist.  Alsdann 
geht  f(x^)  durch  die  Substitution 

OOa  =  qalVl  +  qaiVi  H f"  ffa^y« 

(a  =  1,  «, . . .  n) 

in  eine  äquivalente  Form 

(a,/J=:l,2,-.n) 

über,  deren  erster  Coefficient  b^^  =  a  ist.  Auf  diese  Form 
wende  man  weiter  die  unimodulare  Substitution 

yi=^l4-  A^jH \'ßnZn 

Va  =  Za  (für  a  =  2,  3  •  •  •  n) 
an;  in  der  entstehenden  äquivalenten  Form 

if{ZQ)=^Ca(teaZfi 
(a,  ^  =  1,  2,  .  .  •  n) 
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ist 

^1  =  611  =  a 
und  (fftr  X  >  1) 

Ctx  =  hx  +  26ii  •  ßxf 

durch  passende  Wahl  der  ganzen  Zahlen  ß^,  ßiy  -  •  ßm  kann 
also  bewirkt  werden,  dass  (für  x  >  1) 

(20)  cix  =  0  (mod.  p^) 

werde,  wo  t  ein  beliebig  gewählter  Exponent  ist.  Diese,  mit 
f  äquivalente  Form  ^  leistet  also  einer  Congruenz  Genüge 
von  folgender  Gestalt: 


(21) 


\ 


(  a,  0,     0,     ...  0 
0,  Cm,  Cjs,  •  •  •  Cg« 


^    0,    Cni,  CnSy 


^mn 


(mod.  p'). 


Nun  ist  die  Determinante  C  =  j  c«^  |  der  Form  ^  gleich  der- 
jenigen der  Form  f,  gleicherweise  der  grosste  gemeinsame 
Theiler  aller  Unterdeterminanten  m^^  Grades  C^^^  gleich  dem- 
jenigen aller  Unterdeterminanten  Ä^^^  desselben  Grades,  also 
gleich  dm^i,  und|^m— 1  die  höchste  in  allen  jenen  aufgehende 
Potenz  von  p;  andererseits  sind  jene  den  entsprechenden  Unter- 
determinanten des  zur  Rechten  von  (21)  stehenden  Schema, 
d.  i.,  wenn  man  mit  C  die  Determinante  der  (n  —  1)^  ZaUen 

Cafi  (für  «,  /8  =  2,  3, . . .  n) 

bezeichnet y  einem  der  folgenden  Ausdrücke: 

a  .  C'("-i),   C'^"»)  oder  0 

(mod.  pf)  congruent.  Wird  demnach  t  grösser  gedacht,  als 
alle  Zahlen  dm—i,  so  sieht  man,  dass  p^m^i  die  höchste  Po- 
tenz von  p  ist,  durch  welche  alle  jene  Ausdrücke  theilbar  sind. 
Für  w  =  2  insbesondere  folgt  hieraus  und  weil  a  prim  ist 
gegen  p^  dass  alle  Ca^  des  Schema  durch  p^^  =  />*"»  theilbar 
sind: 

Man  gelangt  also  zu  folgendem  Satze: 
Jede   gegen    p    prime   Form    f   ist    einer    anderen 
Form  ^  äquivalent,  für  welche  in  Bezug  auf  eine  hin- 
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reichend   hohe   Potenz   von  p  als  Modulus   eine  Con 
gruenz  besteht  von  folgender  Gestalt: 


(22) 


f  a,  0,  . .  •  0 

0,  jp^  Osi  •  •  •  p^  ain 
^^\0j  p^ai%  •  •  •  i^'  ^ « 


(mod.  p*), 


0,  pf^a^%  "  '  p^ann^ 

wahrend  a  durch  p  nicht  theilbar  ist. 

Zugleich  aber  können  nicht  mehr  sammtliche  aJ/9  durch 
p  theilbar  sein,  die  Form  [aaß]  mit  n —  1  Unbestimmten 
ist  demnach  prim  g^n  p]  und,  wenn  man  Ä'  =  |  aj^  |  setzt, 
so  ist  p^m—i  die  höchste  in  den  sammtlichen  Ausdrücken 

aufgehende  Potenz  von  p.  Heissen  also  die  zur  Form  [aa^] 
gehörigen,  den  d  und  cd  entsprechenden  Zahlen  d'  und  o'  resp. 
sodass  die  höchsten  Potenzen  von  p,  welche  in  allen  J^'("»— ^) 
resp.  J^'(«)  aufgehen,  p^m^i  resp.  p^m— i  sind,  so  folgt  aus  der 
Yoraufgehenden  Betrachtung,  dass  dm— i  dem  kleinsten  der 
beiden  Exponenten 

(m  —  l)a)i  -f-  dm—»;  wa>i  +  dm— i 
gleich  sein  muss.     Denmach  findet  sich,  da  analog  mit  (18) 

dm  — l>dm  — 2 

ist, 

(23)  dm-l  =  (m  —  l)(Di  +  dm-t, 

eine  Beziehung,  aus  welcher  nach  (15)  und  der  analogen  auf 
die  Zahlen  cd'  bezüglichen  Formel  femer 

(24)  ©m  =  öm-l 

hervorgeht 

Jetzt  wiederholen  wir  dieselben  Betrachtungen,  indem  wir 
auf  die  Form 

in  welcher 

Cuj  Ci8,  •  •  •  Ci»  =  0  (mod.  jpO; 

X  =^  «aV  ^a  sfß  (mod.  p*-«') 

Baehmann,  Zahlentbeorie.    IV,  1.  28 
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ist^  die  Substitution  anwenden: 

(ftlr  a  =  2,  3, . . .  n). 

Wird  die  Determinante  |  g^^  |  =  1  vorausgesetzt^  so  geht 
^  in  eine  äquivalente  Form  ^'  über,  in  welcher  der  erste 
CoefGcient  ungeändert  a  ist,  während  C\a  in 

übergeht,  also  ^  0  (mod.  ff)  bleibt,  die  qaß  aber  so  gewählt 
werden  können,  dass  die  Form  X  sich  in  eine  andere  X'  ver- 
wandelt, welche  der  Gongruenz 


X'  = 


(«',  0,  ...  0 

0#..  '  "  Ä.  '  " 

,  |)*"'  •  as$  .  •  •  |)"»  •  Os» 


0,  2>"»'  •  a^i  • . .  i/»»'  .  Ä; 


nn  I 


(mod.  p*-**») 


genügt,  wo  a  imd  die  Form  { aäß  \  pnm  sind  gegen  p.  Da 
nach  (24)  <o^  =  ojj  ist,  findet  sich  nunmehr  für  die  mit  f 
äquivalente  Form  ^'  die  Gongruenz: 


i>'  = 


f«, 

0, 

0 

...  0 

0, 

p^tt 

,0 

. . .  0 

0, 

• 

0, 

•           • 

• 

•             •              • 

•     • 

•                            •                            • 

(mod.  f/). 


So  fortfahrend  gelangt  man  offenbar  zu  folgendem  Satze: 

Die  gegen  p  prime  Form  f  ist  einer  anderen  Form 
/"  äquivalent,  für  welche  die  Gongruenz 

f  a,  0,        0  ...  0 

0,  p^a,  0  ...  0 

0,  0,        j;«i+«..a"  ...  0 


(25)  r  = 


VO,  0,        0 
(mod.  p*)  besteht,  während 


^l  +  cojH h««— 1  .  o^*  — 1) 


«(«-!) 
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prim  sind  gegen  p.  Es  ist  zu  bemerken^  dass,  da  einerseits 
die  Congruenz^  wenn  (mod.  j/),  so  auch  nach  jeder  geringeren 
Potenz  Yon  p  als  Modulus  besteht^  andererseits  p*  oberhalb 
der  bezeichneten  Grenze  als  beliebig  hohe  Potenz  gedacht 
werden  darf^  der  ausgesprochene  Satz  zuletzt  mit  Bezug  auf 
jede  beliebig  hohe  Potenz  von  p  ausgesagt  werden  darf. 

4.  Wir  behandeln  nun  den  noch  übrigen  Fall,  wo 
q  =  2  ist.     Die  Form  f  wird  prim  gegen  2  vorausgesetzt. 

Ist  erstens  (T^  =  1  d.  i.f  eine  ungerade  Form,  so  muss 
wenigstens  einer  ihrer  Hauptcoefficienten  an ,  a^ ,  -  -  -  a^n  un- 
gerade sein.  Ist  zudem  o^  =  ^^  =  0  d.  i.  (2^  =»  o^  ungerade, 
so  muss  auch  wenigstens  eine  der  ünterdeterminanten  zweiten 
Grades  ungerade  sein,  und  zwar  eine  der  Haupt  ünterdeter- 
minanten dieses  Grades,  denn  man  überzeugt  sich  leicht,  dass, 
wenn  alle  diese  gerade  wären,  überhaupt  sämmtliche  Unter- 
determinanten zweiten  Grades  es  sein  würden.  Gesetzt  also, 
Okk  ttkk  —  ah  wäre  ungerade;  entweder  ist  es  dann  auch  einer 
der  Coefficienten  Oa«,  atk»  Ini  entgegengesetzten  Falle  muss 
etwa  an  ungerade  sein  und  dann  ist  möglicherweise  es  auch 
anakh  —  a,^ .     Andernfalls  geht  f  durch  die  Substitution 

Xk  =  x/  -[■  ^k 
in  eine  äquivalente  Form  über,  in  welcher  die  Grössen 

an,  auakk  —  «?* 
resp.  durch  die  folgenden: 

an  -[-  2aa  -f"  ^tk 
auakk  —  OfA  +  2(a,AaAA  —  a«-*»**)  +  »**«**  —  ah 

ersetzt  sind,  und  diese  beiden  sind  ungerade.  Immer  also  giebt 
es,  sei  es  unmittelbar  in  der  Form  /*,  sei  es  in  einer  Trans- 
formirten,  einen  ungeraden  Hauptcoemcienten,  der  im  FaUe 
(D^  a=  0  in  einer  ungeraden  Hauptunterdeterminante 
zweiten  Grades  auftritt.  Durch  eine  blosse  Vertauschung 
zweier  Variabein  mit  eventueller  Aenderung  ihres  Vorzeichens 
kann  man  endlich  erreichen,  dass  die  Form  f  durch  eine  äqui- 
valente Form 

(a,  /*  =.  1,  2, . . .  n) 

28* 
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ersetzt  wird,  in  welcher  jener  Hauptcoefficient  der  erste  ge- 
worden, also  &IJ  eine  ungerade  Zahl  a  und  zugleich,  falls 
Oj  =  0  ist^  etwa  611  6a*  —  hh  ungerade  ist.  Diese  Form  ver- 
wandelt sich  durch  die  Substitution 

ya  =  Za  (ftlr  a  =  2,  3,  •  •  •  n) 
in  eine  äquivalente  Form 

in  welcher 

Cii  =  611,  CiiCxh  —  clx  =  hiibkh  —  Mh 

also  im  Falle  a)|  =  0  ungerade  sind,  und  welche  bei  passender 
Wahl  der  ft  •  •  •  j8«  der  Congruenz 

f  a,  0,    0      ...  0 


*  = 


0,  C22,  Cjs, 

0,  Cs«,  Css, 


'  0,   C»2,  C„8, 


^81 


(mod.  20 


'«H   ' 


Genüge  leistet.     Man  schliesst  hieraus  weiter  bei  gleicher  Be- 
handlungsweise  wie  vorher  die  Beziehungen 

(26)  ^m-i  =  (w  —  l)aji  +  a^-, 

(27)  G)m  =  GJm-l 

sowie  auch  die  Congruenz: 


f«,  0, 


(28) 


^  ^E 


0 


...  0 


0,  2«ta3'2,  2"»a2'8  •••  2"»a2', 


(mod.  2'), 


0,  2«>a;2,  2«"«a;s  ••.  2«ia;» 

wo   nun    [aaß]    eine   gegen  2   prime   quadratische  Form   mit 
nur  n  —  1  Unbestinunten  ist*). 


*)  Da  bis  hierher  von  der,  die  XJnterdeterminanten  zweiten  Grades 
betreffenden  Voraussetzung  kein  Gebrauch  gpemacht  worden  ist,  sieht 
man  leicht  ein,  dass  die  vorstehende  Congruenz  auch  für  jeden  unge- 
raden Werth  a  hergeleitet  werden  kann,  der  durch  f  darstellbar  ist, 
denn  es  giebt  dann  eine  mit  f  äquivalente  Form  9,  deren  erster  Coeffi- 
cient  a  ist. 
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• 

Man  bemerke  aber  im  gegenwärtigen  Falle^  dass  die  sym- 
metrischen Unterdeterminanten  Caia  ..,aia-  und  die  doppelt 
genommenen  unsymmetrischen  2(7*7*.  .,r#/.-  den  grössten  ge- 
meinsamen Theiler  6,ndm-^i  haben^  dass  also  ihre  höchste  ge- 
meinsame Potenz  von  2  gleich  6^  *  2^m— i  ist.  Nach  (28)  sind 
sie  (mod.  2^  einem  der  folgenden  Ausdrücke: 

a  .  2(— ^)«i .  2jU[V.%...,  2««^ .  24;5T^..r,i...,  0 

congruent;  wird  demnach  2'>  <y,„  •  2^™— *  gedacht ^  so  ergiebt 
sich  hieraus  6^  •  2^"»"'*  gleich  der  kleineren  der  folgenden  Po- 
tenzen: 
(29)  <y^^i .  2^"— ^)«l+^m-2  ^d  ^;  .  2'»«l+^m-l . 

Wenn  (d^  >  0  ist,  ist  jedenfalls  die  erste  derselben  nicht 
grosser  als  die  zweite.     Somit  kommt  in  diesem  Falle 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (26) 

(30)  <y„  — <y^_i; 

insbesondere  ergiebt  sich 

(30a)  <y,  =  <. 

Wenn  aber  oji  =  0  ist,  so  ist  (T,  =  1,  da  in  ^  eine  der 
Hauptunterdeterminanten  zweiten  Orades  ungerade  ist;  aus 
(28)  schliesst  man  femer,  dass  cc  •  2^  a*  a  ^^  cc  -  aik  also  auch 
alk  ungerade  und  somit  6^  =1  ist;  es  besteht  also  auch  in 
diesem  Falle  die  Gleichung  (30  a).  Man  kann  aber  die  Form 
[aaß\  einer  ahnlichen  Transformation  unterwerfen,  wie  die 
Form  fy  bei  welcher  die  Gongruenz  (28),  wie  man  sich  leicht 
überzeug^  ihre  charakteristische  Gestalt  nicht  verändert,  und 
kann  also  in  dem  besonderen  Falle,  wo  co^'  >=  cd,  =:  0  d.  i.  o, 
ungerade  ist,  noch  wieder  in  gleicher  Weise  fortschliessen,  und 
so  endlich,  wenn  alle  (o  gleich  Null  oder  alle  Invarianten  o^, 
02;  '  * '  On—i  ungerade  sind  d.  i.  im  Falle  einer  ungeraden 
Determinante  folgenden  Satz  aussprechen: 

Eine  gegen  2  prime  ungerade  Form  f  mit  unge- 
rader Determinante  ist  stets  einer  Form  f  äquivalent, 
für  welche,  während 
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# 

a,  «',  a",  •  •  •  a<"~*' 


ungerade  Zahlen  sind,  d 

r «  0   0 


(31) 


r 


ie  Gongruenz  besteht: 
0 


0  a'  0 
0  0a 


ff 


lO  0    0 


0 
0 


«(«-!)   J 


(mod.  2'). 


Hieraus  geht  hervor,  dass  ihre  sämmtlichen  <y-Inva- 
rianten  gleich  1  sind. 

Nun  war  (T^  •  2  "»— ^  die  kleinere  der  beiden  Potenzen  (29) 
d.  h.  im  vorliegenden  Falle  die  kleinere  der  Potenzen 

und 

Im  vorliegenden  Falle  sind  aber  sämmtliche  Invarianten  cd, 
demnach  auch  sämmtliche  cd'  gleich  Null",  da  zudem  6^  =^  1 
ist,  so  sind  dem  eben  bewiesenen  Satze  zufolge  die  sänunt- 
liehen  Invarianten  6'  der  Form  {aj^}  gleich  1;  alsdann  ist 
aber  die  erste  jener  Potenzen  nicht  grösser  als  die  zweite. 
Somit  ist  die  Formel  (30)  auch  für  den  Fall  erwiesen, 
wo  a>i,  zugleich  aber  auch  die  übrigen  (o  gleich  Null  sind. 

5.  Sei  jetzt  zweitens  6^  =  2.  In  diesem  Falle  lasst 
sich  durch  f  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  eigentlich 
darstellen  imd  demnach  f  sich  in  eine  äquivalente  Form 


(32) 


^KftyaVß 


verwandeln,    in   der  mindestens   einer  der  Hauptcoefficienten 
^  2  (mod.  4)  ist. 

Wegen  6^  =  2  müssen  sämmtliche  ihrer  Hauptcoef&cienten 
gerade,  mindestens  einer  der  übrigen  Coefficienten  baß  aber 
ungerade  sein.  Angenommen  also,  bkk  sei  ungerade;  entweder 
ist  dann  einer  der  Goefficienten  bhhy  bkk  ^  2  (mod.  4).  Im 
entgegengesetzten  Falle  muss  etwa  bu  :^  2  (mod.  4)  sein;  wäre 
aber  dann  keine  der  Zahlen  bih,  bik  ungerade,  so  ginge  die 
Form  (32)  durch  die  Substitution  Xk  =  x/  -f"  ^k  in  eine  äqui- 
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valente  Form  über,  in  welcher  die  Coefficienten  bu,  bm  durch 
die  folgenden: 

bu  -f-  2bik  +  hk,  bik  +  bkk 

ersetzt  sind,  von  denen  der  erste  ^  2  (mod.  4),  der  zweite 
ungerade  ist.  Immer  also  kann  man  f  durch  eine  äquivalente 
Form  ersetzen,  in  welcher  das  Quadrat  einer  Yariabeln  und 
zugleich  eines  derjenigen  Produkte  zweier  Veränderlichen, 
welche  dieselbe  Variable  enthalten,  in  das  Doppelte  einer 
ungeraden  Zahl  multiplicirt  sind.  Durch  blosse  Vertau- 
schung der  Variabein  endlich  wird  f  äquivalent  mit  einer 
Form  von  folgender  Gestalt: 

ip(y^)  =  2ay,«  +  2ßy,'  +  2b,,y,y, 

n 

-f  2  ^^{biiffi  +  buy%)yi  H , 

worin  a,  b^^  ungerade  sind  und  die  fortgelassenen  Glieder  nur 
solche  y  enthalten,  deren  Index  grosser  als  2  ist  Durch  die 
Substitution 

yi  =  ^1  +  *^2  +  A^8  H h  ßnSfn 

(33)  y^=  ^2  +  ^8^8  H h  rn^n 

ya  =  0a  (für  a  =  3, 4, . . .  n) 

verwandelt  sich  q>(yg)  in  eine  äquivalente  Form  ^(x^^)  von 
folgender  Gestalt: 

tii!^)  =  2aV  +  2aV  +  ^"^n^i^i 

n 

+  2^(ßu  '  ^1  +  ^u  •  09)^i  +  •  •  •, 

i»8 

in  welcher 

»„  =  2«  .  d  +  b^ 

aSu  =  2a  •  /8/  +  bu  •  yt  +  ^H 

»2/  =  d»!.-  +  6i2  •  ßi  +  2ß  .  y,  +  6,, 

ist.  Da  aber  a  und  ebenfalls  4a/3  —  bit  ungerade  ist,  so  ge- 
stattet sowohl  die  Congruenz 

2«  .  d  4-  6i,  —  «  (mod.  20, 

wenn  man  unter  %  eine  beliebige  ungerade  Zahl  versteht,  als 
auch  für  jedes  i  das  System  der  zwei  Congruenzen 
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(moi  20 


2a  •  ßi  +  hi9  -yi  +  bii^^O 

6i2  'ßi  +  2ß'  Yi  +  iti  -  0 

eine  Auflösung;  werden  also  die  Coefficienten  der  Substitution 
(33)  diesen  Congruenzen  gemäss  gewählt,  so.  erhält  man  fQr 
die  Form  ^  eine  Congruenz  von  folgender  Oestalt: 

f  2«,  a,  0    ...  0 

«,    2a,  0     . 

0,       0,       C88     • 


(34) 


* 


^0,       0,       CnZ 


0 


Csi 


Cni 


(mod.  20, 


in  welcher  9t  eine  beliebig  gewählte  ungerade  Zahl  und  auch 
a  ungerade  ist.  Nun  bezeichne  wieder  C  die  Determinante 
von  if  und  C  die  Determinante  \Caß\  für  a,  j8  =  3,  4, « .  •  n; 
dann  haben  die  sämmtlichen  Unterdeterminanten  C^*"'  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  d^^i,  nach  der  vorstehenden 
Congruenz  aber  sind  sie  (mod.  20  einem  der  folgenden  Ana- 
drücke  congruent: 

(4aa  —  a>)  .  C'C«-«) 

2a.(7'(«-i),   a.C'(— 1),    2a.  et»»-*) 

C'^")  oder  0, 

und  diese  müssen  folglich,  wenn  t  grosser  als  jede  der  Zahlen 
dm—i  gewählt  wird,  2^m— i  zur  höchsten  gemeinsamen  Potenz 
von  2  haben.  Insbesondere  lässt  der  erste  dieser  Ausdrücke 
wegen  des  ungeraden  4a a  —  Ä*  erkennen, 

für  m  >=  2,  dass  ^^  =  101  =  0, 
für  m  =  3,  dass  Caß  =  2^» .  a«^, 

die  Zahlen  aaß  aber  nicht  mehr  sämmtlich  gerade  sind.  Die 
Congruenz  (34)  nimmt  mithin  folgende  Oestalt  an: 


(2a,  «,    0 


. . .  0 


«,    2a,  0  ...  0 

(35)      ^=J0,     0,     2"».  osi  ...  2-^.08', 


.0,     0,     2*^ .  0,'$  •  •  •  2*^  •  et«'«- 


(mod.  20, 


in  welcher  die  Form   { Oa^ }  prim  gegen  2  ist.    Werden  dann 
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die  Determinante  {  aaß  \  der  letzteren  mit  A'  und  mit  d\  o' 
die  dieser  Form  angehörigen  mit  den  dy  (o  analogen  Zahlen 
bezeichnet  y  so  muss  2^"»— i  die  niedrigste  der  folgenden  Po- 
tenzen sein: 

2(»«— i)ciij+i+a^_2    2^*" ~*^ '***'*■  ^»»—8    2^'"~'*^'^"^*'*"^»»— > 

Da  nun  analog  mit  (18) 

ist^  findet  sich  hieraus 

(36)  a^-.i  =  (m  — 2)a>,-}-a;_s, 

eine  Formel^  aus  welcher  leicht  noch  die  andere: 

(37)  OJ^  =  iOm^i 

erschlossen  wird.  —  Aus  der  Congruenz  (35)  folgt  weiter,  dass 
die  symmetrischen  ünterdeterminanten  m^^  Orades  von  ^ 
einem  der  folgenden  Ausdrücke: 

(4aa  —  ««) .  2^*"-'^^  .  4i{"!TAl. 

2         9(m— 1)10,       j'("»-  1)  9^      9(m— 1)«,       j'(m— 1) 

9»»«"i      j'M 

dagegen  die  unsymmetrischen  einem  der  folgenden: 

(4aa  —  ««)  .  2^'"-^)-« .  A^t':rl-. 

(mod.  2')  congruent  sind.  Demnach  wird  6m  •  2^*""*  der 
kleinsten  der  nachstehenden  Potenzen: 


(38) 


^'  9^m— 8+("»—*)*»«+'«*t4-«i'H f-««»iJ,— 2 

—  <'m— 1  •  ^ 

tf,i  •  2^iJi-l  +  »»»t 
=*  tf'         .  2^m— «+('»— l)'»»+">+«i'H f-«m-l 
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gleich  sein.     Ist  demnach  eine  der  Zahlen 

von  Null  verschieden,  so  ist 

d.  i.  mit  Rücksicht  auf  (36) 

(39)  6m  =  6m  — i' 

Verfolgen  wir  diese  Betrachtung  unter  der  besonderen 
Voraussetzung,  dass  co^  =  0  ist.  Da  ^  eine  gerade  Form, 
so  müssen  die  sämmtlichen  Coefficienten  2*^  •  aaaj  in  der  ge- 
machten Voraussetzung  also  sämmtliche  Zahlen  Qaa  gerade 
sein«,  die  Form  \aaß]  ist  alsdann  also  eine  gerade  Form  und 
ihre  Invariante  6^  =  2.  Demnach  lässt  sich  die  voraufgehende 
Betrachtung  nun  für  diese  Form  wiederholen,  man  findet 

^1  =  ojj  ==  (03  =  0 

und  könnte,  falls  Oj'  =  cj^  wieder  Null  wäre,  noch  einmal  so 
fortfahren  u.  s.  w.  Dieser  Fall  wird  sich  dann,  aber  auch  nur 
dann  ereignen,  wenn  die  Determinante  ungerade  und  zugleich 
die  Anzahl  n  der  Unbestimmten  gerade  ist.  In  der  That  sind 
dann  die  sämmtlichen  Invarianten  Om  ungerade  also  sämmt- 
liche (Om  =  0;  bei  ungeradem  n  ist  dieser  Fall  unmöglich, 
denn  dann  würde  als  letzte  der  neu  eintretenden  Formen  die 
Form  einer  Variabein 

eingeführt,  in  welcher  einerseits  der  Goefficient  a  nicht  mehr 
durch  2  theilbar  wäre,  andererseits  aber  2*""  ~  ^  •  a,  weil  ^  eine 
gerade  Form  ist,  gerade  sein  müsste,  was  für 

einen  Widerspruch  ergiebt.  So  gelangen  wir  endlich  zu  fol- 
gendem Resultate: 

Eine  zu  2  prime  gerade  Form  f  mit  ungerader 
Determinante  (und  gerader  Anzahl  der  Veränderlichen) 
ist  stets  einer  Form  f  äquivalent,  für  welche  die 
Congruenz  besteht: 
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(40)    f'  = 


2a,  «,  0,  0,  •  •  •  0, 
%,  2a,  0,  0,  .  •  •  0, 
0,  0,  2«;  %'  •  •  •  0, 
0,     0,     %',   2a'  •  •  •  0, 


0 
0 
0 
0 


'  ...S-') 


0,     0,     0,      0,     •••  2a(»     V,  «(»     V 

0,     0,    0,     0,     •  •  •  ?l(^~V,    2aV^"  / 
(mod.  20;  darin  sind 

a,  a  ,  •  •  •  a^^      ' 
bestimmte^ 

St,  «; . . .  %' 

beliebige  ungerade  Zahlen. 

Man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  die  <T-Inyarianten  der 
Form  f  folgende  Werthe  haben: 

tfi  =  2,  tfj  =  1^  (jg  =  2,  <y^  =  1,  •  •  •  <y„_2  =  1,  <y«_-i  =  2. 

Nun  war  (^^•2^'""^  die  kleinste  der  Potenzen  (38);  aber 
im  gegenwärtigen  Falle  sind  m^  und  sammtliche  Zahlen 

©1    =  Oj,    ©2    =  (»4,    •  •  •  GJn  — 8  =  <Ofi— 1 

gleich  Null,  während  zugleich  6^  »>  2  war.  In  Folge  des 
letzten  Satzes  erhalten  daher  die  <T'-Inyarianten  der  Form  { aj^ ) 
die  Werthe 

tf/  =  2,  6^  =  1,  6^  =  2,  tf/  =  1,  •  •  •, 

deren  Vergleichung  mit   denjenigen   der   tf-Inyarianten   auch 
für  diesen  Fall  die  Gleichheit 

(39)  6^  =  (^^-.2 

ergiebt. 

6.  Ist  die  Determinante  der  Form  f  gerade,  so 
bietet  sich  eine  grossere  Mannigfaltigkeit  dar.  Eine  weitere 
DurchfOhrung  unserer  Betrachtimgen  führt,  wie  Minkowski 
gezeigt  hat*),   zu   einem  allgemeinen   Satze,  dem   wir  noch 


*)  Minkowski,  Memoire  sur  la  th^rie  des  formes  quadratiques 
a  coefficiens  entiers,  in  Mäm.  präs.  p.  diy.  Say.  Etrangers  etc.  t.  29. 
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einige  Erklärungen  voraufschicken:  Wir  setzen  —  gleichviel, 
ob  sich  die  Zeichen  a  auf  eine  ungerade  Primzahl  beziehen 
oder  auf  die  Zwei  — 

(41)  v«  =  (»1  -f  a>j  -| 1-  iö„, 

sodass 

(42)  a^  =  t?!  +  V,  H [-Vfn 

geschrieben  werden  darf;  unter  den  Zahlen 

(öl,  Ot,  •  •  •  a>,«i 

aber  bezeichnen  wir  der  Reihe  nach  diejenigen,  welche  von 
Null  verschieden  sind,  mit 

(43)  oj^,,  o<^„  . .  .  ß>^a_i 

und  fahren  neben  den  Zahlen  d'^,  ^g,  •  •  •  d'z—i  ebensoviel  andere 
^i>  ^}  ' ' '  ^i—i  durch  folgende  Gleichung  ein: 

(44)  ^m  =  «1  +  jc,  H 1-  «-.. 

Noch  setzen  wir 

(45)  ^0  =  0,  ^a  =  n,  v-,.  =  0. 

Diesen  Definitionen  zufolge  bestehen  zunächst  die  Ungleich- 
heiten: 

(46)  0  —  v:^^  <  »5,  <  t?^,  •  •  •  <  t?^a-i . 

Der  gedachte  allgemeine  Satz  aber  lautet,  wie  folgt: 

Eine  gegen  2  prime  Form  f  ist  stets  einer  anderen 
f  iquivalent,  für  welche  bei  hinreichend  grossem  ^ 
die  Congrueni  besteht: 

a 

während  die  Form  9,>  wenn  x,  ungerade  ist,  die  Ge- 
stalt 

w<^nn  aber  k,  gerade  ist^  entweder  dieselbe  oder  auch 
die  folgende  Gestalt  hat: 

(4;bN  ♦,  -3 ^^< ^'  ^'  +  **•'  •  ^'^''  +  *^'  •  ^''^''^ 


Classen,  Ordnungen  nnd  Geschlechter  quadratischer  Formen.    445 

Die  Formen  (47a)  wollen  wir  Formen  der  ersten,  die 
Formen  (47b)  Formen  der  zweiten  Art  nennen.  Was  die 
Invarianten  6  der  Form  f  anbelangt,  so  haben  sie,  ent- 
sprechend den  Werihen 

m  =  #t_i  +  1^  ^i—i  +  2,  •  •  •  #f 

entweder  sämmtlich  den  Werth  1,  wenn  nämlich  *,•  von 
der  ersten  Art  ist,  oder  abwechselnd  die  Werthe  2, 1,  2, 
1,  •  •  •  2, 1,  wenn  nämlich  9i  von  der  zweiten  Art  ist;  es  ist 
mithin  immer 

(48)  6s,  =  1. 

Wir  setzen  auch  <y^  =  1,  <y^  =  l;    die    vorige    Gleichung 

besteht  dann  für 

i  =  0,  1,  2, . . .  X. 

Aus  diesen  ümsUlnden,  welche  die  vorher  abgeleiteten 
besonderen  Fälle  bestätigen,  ziehen  wir  einige  Folgerungen. 
Wir  setzen  dabei 

(49)  2^«=(y^_x.2"-.(y^+i. 

Sei  erstens  m  =  ^,(»  =  1,  2,  •  •  •  A  —  1),  also  (y^  =  1 5 
man  findet 

^  s=3  (Omf  wenn  Oi,  Ot^i  von  der  ersten  Art, 

^^  =  o^  -}-  1^  wenn  sie  verschiedener  Art, 

^  =  o,,,  +  2,   wenn  sie   beide  von  der  zweiten  Art 
sind. 

Sei  zweitens  m  zwischen  ^i^i  und  ^^  (»  =  1  2  •  •  •  A); 
entweder  ist  dann  Oi  erster  Art^  also  tf ^  =  1  und  jedenfalls 
auch  <y^_-i  =  1,  aber  auch  tf^_^i  =  1,  da  Oi  aus  mehr  als 
einem  Oliede  bestehend  zu  denken  ist;  da  Om  =^  0  ist,  ergiebt 
sich 

Oder  9i  ist  zweiter  Art;  dann  durchläuft  tf^,  wenn  m  die 
angegebenen  Werthe  annimmt,  abwechselnd  die  Werthe  2, 1, 
2, 1,  •  •  •  2,  entsprechend  ist  6m— i  abwechselnd  1,  2,  •  •  •  1  und 
6m  ^i  ebenfalls,  während  Om  "=  0  bleibt.    Also  wird  abwechselnd 

,i„  =  0,  2,0,2,.    .0 

sein.    Hieraus  sieht  man,  dass,  so  oft  6m  =  2  ist,  ^»»0 
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und  folglich 

ungerade  ist.     Femer  aber  folgt: 

1)  Der  Fall  ^  =  0  kommt  nur  vor,  wenn  0,  ereiw 
Art  und  m  zwischen  ^,-— i  und  ^,-  ist,  oder,  wenn  0i  zweite 
Art  und  m  =  d,_i  +  2m'  —  1  <  ^,-  ist; 

2)  Der  Fall  ftm  =  1  kommt  nur  vor,  wenn  fK  =  ^,-  and 
zugleich  (Dtn=  1  ist; 

3)  Der  Fall  fhn^2  tritt  nur  ein,  wenn  entweder  iw=^, 
ist,  oder,  fidls  *,•  zweiter  Art  ist,  för  in  =  &i^i  +  2  m' <^.; 

4)  Der  Fall  fA«53  nur  in  der  ersten  dieser  Voraos- 
setzungen. 

5)  Verbindet  man  die  Voraussetzungen 

^  =  1,   /tm-l  ^  2,    /tin  +  l  5  2, 

so  muss  zunächst  m  =  ^i  und   ci,^  =  1    sein,    zugleich   aber, 
wie  leicht  zu  übersehen, 

m  —  t=  d,_i,  m  +  1  =  d,+i, 
sodass 

^i^i  —  ^i  =  ^f  —  ^»—1  =  1 

ist.      Da    hiemach    0,-,  0i+i    beide    erster    Art    sind,    muss 
oj^^. ,  j  >  1  sein,  wenn  ^i^iy  und  öj^,._j  >  1  sein,  wenn  #.-i 

erster  Art  ist. 

6)  Die  gleichzeitigen  Voraussetzungen 

(^  =  0,  ftm~l  5  2,  ^+1  ^  2 
erfordern,  wenn  <&,•  von  zweiter  Art  ist, 

m  =  -a-,-.i  +  2m'—  1 
also  6m  =  2;   wird  also   zugleich  <»«  =  1   vorausgesetzt, 
so  muss  Oi  von  erster  Art  sein  und 

m  =  d,_i  +  ^'>  *^  —  1  *=  ^«-1  +  ♦>*'  —  1  =  'S*.— 1, 
m  +  1  =  a-f_i  +  m'  +  1  =  -^,-, 

d.  h.  m  =  di-i  4-  1,  d,  ==  ^,-1  +  2; 

und  zwar  muss  «ö^,.__i  >  1    sein,   wenn  0,_i   erster   Art  ist» 

und  ebenso  co^,.  >  1,  wenn  Oi^i  erster  Art  isi 

7.   Wir  bezeichnen  nunmehr  mit  N  eine  ganze  Zahl,  deren 
Primzahlpotenzen   2^,  p^,  p'^  y  •  •  •  hinreichend   hoch   sind,  um 
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die  Sätze  (25)  bezw.  (40)  oder  (47)  zur  Anwendung  bringen 
zu  können.  Ist  also  /*=  {a^x}  eine  gegen  N  prime  Form 
von  n  Veränderlichen,  was  jedenfalls  zutrifft,  so  oft  f  eine 
primitive  Form  ist,  so  giebt  es  mit  {a^}  äquivalente  Formen 
{««>},  IßiM),  {ßix]r"f  welche  resp.  der  Congruenz  (47),  (25) 
und  den  mit  der  letzteren  analogen  Gongruenzen  nach  den 
Moduln  2^»,  |/,  p'*',  •  •  •  Genüge  leisten,  Gongruenzen,  die  wir 
kurz  durch  die  nachstehenden  andeuten  wollen: 

(50)  {a,xl  ^  [lix]   (mod.  2^),    [ßi,]  =  {^,x)   (mod.  i/)  •  •  • 

und,  wenn  wir  die  n^  Zahlen  n,«;  was  möglich  ist,  so  wählen, 
dass 

n,-x  =  hx  (mod.  2^),  n^  =  (lin  (mod.y),  •  •  • 

ist,  auch  durch  die  anderen: 

(51)  {ai^]  =  {ni^)   (mod.2<»),    {ßi,}  =  [nu]   (mod.i)0,--- 

ersetzen  können.  Sind  (a,x),  (b<x);  (6/x)  •  *  •  die  Substitutionen, 
durch  welche  f  in  diese  äquivalenten  Formen  übergeht,  oder 
auch  die  aus  ihren  Goefficienten  gebildeten  Zahlensysteme,  so 
ist,  mit  Beibehaltung  der  in  Gap.  1  nr.  3  eingeführten  Be- 
zeichnungsweise und  nach  (22)  vorigen  Gapitels 

(ax,)  •  (a^x)  •  (a,x)  =  (a.x),  (6x.)  •  (a.x)  •  (b/x)  =  (ftx),  •  •  •  • 

Nun  sind  die  Substitutionen  unimodular;  jedes  System  (c,x) 
also,  welches  den  Gongruenzen 

(52)  c,x  =  a,x  (mod.  2<«>),  c^,  =  6.x  (mod.  p*),  •  •  • 
genügt,  wird  einen  Modulus  haben,  der  nach  jedem  der  Moduln 
^S  P^}  P*  ' ' '  ^^  ^^dh.  (mod.  N)  congruent  1  ist: 

(53)  I  Cx  I  ^3  1  (moA  N)] 

und  jedes,  mit  einem  solchen  Zahlensysteme  (mod.  JV)  con- 
gruente  Zahlensystem  (c,x)  wird  nicht  nur  den  Gongruenzen 
(52),  sondern  auch  der  Gongruenz  (53)  genügen,  und  unter 
diesen  Systemen  kann  eines  nach  der  am  Schlüsse  des  vorigen 
Gapitels  auseinandergesetzten  Methode  so  gewählt  werden,  dass 
letztere  Gongruenz  durch  die  Gleichheit 

I  C/x  I  ==  1 

ersetzt  wird.     Schreibt  man  dann 
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so  ist  offenbar 

{o,;}  =  {«,,)  =  {%,}   (mod.2^) 
{o,;}  =  {/»..,}  =  {«,,)   (moAj/) 

and  folglich 

(54)  {o,;}  =  {«,.,}   (mod.  JV). 

Mit   anderen  Worten:    Es    giebt    eine    mit   /*=  [oig] 
äquiralente   Form  /^'^sja^y},   welche   der   Congrnenz 

(54)  und  somit  sämmtlichen  Congruenzen 

(55)  {o,;}  EiE  { A.x}  (mod.  2^,  [a/,]  =  {fi,-,}  (mod.  pO,  *  •  ' 
Genüge  leistet.     Jede  solche  Form  ans  der  Classe  von 

wollen  wir  hinfort  einen  Hauptrepräsentanten  dieser 
Classe  (mod.  N)  nennen;  die  Formen  zur  Rechten  der  Con- 
gruenzen (55)  sollen  entsprechend  Hauptreste  von  f  nach 
den  zugehörigen  Moduln  genannt  werden.  Bestehen  die  Con- 
gruenzen (55)  nach  den  angedeuteten  hinreichend  hohen  Po- 
tenzen als  Moduln,  so  gelten  sie  auch  nach  den  kleineren 
Potenzen;  es  genügt  fElr  unsere  Zwecke,  hinfort  die  Exponenten 

^0  >  1  +  t?— 1(2),  t  >  Vn-i{p) 
u.  8.  w.,   das   heisst  N  durch   2o^  o^  -  -  -  On—i   theilbar  anzu- 
nehmen, eine  Annahme,   die  gewiss  erfüllt  ist,   so  oft  wir  N 
durch  2Ä  theilbar  Yoraussetzen,  unter  Ä  die  Determinante  tou 
f  yerstanden. 

8.  Hier  müssen  wir  zunächst  einen  Hilfissatz  entwickeln, 
der  sogleich  und  auch  später  Verwendung  finden  wird.  Sei 
q  eine  Primzahl  und  |  a^x  {  eine  Determinante  mit  n^  beliebigen 
ganzzahligen  Elementen;  wir  behalten  fär  die  Zeichen  dm^  dm, 
öm,  Vm  ihre  frühere  Bedeutung  bei,  setzen  auch  t  ^  t;«.i  vor- 
aus. Betrachten  wir  dann  die  Determinante  |atf'«|, 
deren  Elemente  denjenigen  der  ersteren  Determi- 
nante (mod.  gQ  congruent  sind: 

(kx  =  (^K  +  «ix  •  ?*• 
Wird  diese  Determinante 

I  öix  +  «IX  •  i* 
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nach  den  Potenzen  von  €(  entwickelt^  so  entsteht  offenbar  ein 
Ansdmck  von  folgender  Oestalt: 


(56) 


I  Ö.X  I  +  2' 


«11    «12    •  •  • 
^n\  «n2  •  •  • 


+ 


+  g«'. 


«^1    «12    «13    •  •  • 
«21    «22    «8S    •      • 

««1  Ä«2  ö«8  •  •  • 


+ 


+  etc. 


Die  Determinanten  aber^  welche  in  €(  multiplicirt  sind^  lassen 
sich  als  homogene  lineare  Funktionen  von  Unterdeterminanten 
n  —  V^  Grades  von  |  a,»  |  darstellen,  sind  mithin  sämmtlich 
theilbar  durch  g^«— «,  die  Glieder  also,  welche  g*  enthalten, 
durch  5*+^«— «.  Gleicherweise  werden  die  Glieder,  welche  g*' 
enthalten,  durch  g^'+^n— s  theilbar  sein  und  folglich,  weil 


also 


i  >  v«-i  >  t;«-.2  d.  i.  >  a»_2  —  ^«-s 

2^  +  a,_85^  +  a,_2 


ist,    auch   durch   g'+^n— «,   u.  s.  w.     Man    erhält    also    die 

Congruenz: 

(57)  I  a,.;  I  =  I  a,-x  |  (mod.  3'+^— «), 

wenn  ^>t?„— 1  ist. 

Dieses  Resultat  gilt  fQr  die  Primzahl  9  =»  2  so  gut,  wie 
fQr  ungerade  Primzahlen  g.  Nehmen  wir  aber  an,  die 
beiden  Determinanten  seien  symmetrisch,  d.  h. 


«x«  =  öix>   ö^x«  =  Ofi 


«; 


so  können  wir  das  Resultat,  welches  dem  Falle  9  =  2 
entspricht,  noch  genauer  formuliren.  In  dem  Ausdrucke 
(56)  werden  dann  die  Glieder,  welche  2*'  enthalten,  wenn 
^>t?*_i   ist,    durch    2  •  2*"^  *~*   also  jedenfalls    auch   durch 

tf„_i  •  2*"*"^"—*  theilbar  sein,  und  dasselbe  gilt  von  den  Gliedern 
mit  den  höheren  Potenzen  von  2'.  In  den  Gliedern  aber, 
welche  2'  enthalten,  werden  diejenigen  Theile  der  entwickelten 
Determinanten,    welche    in    unsymmetrische    Unterdetermi- 
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nanten  von  {  di«  |  multiplicirt  sind,  wie  leicht  zu  übersehen^ 
jetzt  doppelt  auftreten  und  somit  alle  Theile  der  entwickelten 
Determinanten  durch  6n—i  •  2^*""*,  also  die  Glieder,  welche  2* 

enthalten,  durch  <y„_i  •  2'"*"  *""*  theilbar  sein.  Die  Congruenz 
(57)  nimmt  demnach  unter  der  gegenwartigen  Annahme  die 
neue  Gestalt  an: 

(57a)  I  a,;  |  =  |  a.x  |  (mod.  6,^,  •  2'+^'-«). 

9.  Wir  setzen  jetzt  die  Form, /*=G^'J  als  primitiv 
voraus.  Wenn  diese  Form  durch  die  Substitution  (20)  des 
vorigen  Capitels  in  f  übergeht,  so  verwandelt  sich  nach  dem 
in  nr.  7  desselben  gegebenen  Satze  auch  /"("*>  durch  die  Sub- 
stitution (71)  daselbst  in  f'^"*^  und  man  erhält  die  nachstehen- 
den Gleichungen: 

^•^i^is  =e(*)(«?i,i.) 


(58) 


'(«-D  _  a(n-is/ni^-^) 


^^«-2 


•  ^ir.Tli,i2...„-i  =  e(«-^)«2^^r.\i2..  n-i); 


zugleich  ist  einleuchtend,  dass  die  Zahlen 

Wm) 

SC^at-y  12-  -m 

welche  in  ö^'^^  als  Werthe  der  Unbestimmten  auftreten,  keinen 
gemeinsamen  Theiler  haben  können,  da  die  Determinante 

I  Ww)  I 

I   V?<y--|  rst'--   I  ; 

welche  eine  lineare  homogene  Funktion  derselben  ist,  zugleich 
mit  der  Determinante  |  g,x  |  den  Werth  l  hat  (siehe  Cap.  1, 
Formel  (14a)).  Wir  werden  demnach  sagen,  dass  die 
Zahlen  zur  Linken  der  Gleichungen  (58)  gleichzeitig 
eigentlich  durch  die  Formen  0<*),  G^*),  •  •  •  G^''""^^  darge- 
stellt werden.     Zur  Abkürzung  setzen  wir  allgemein 

(59)  ^ •  -4i2...m,12-  m  =  <ym  • /in 

und  fügen  den  so  definirten  n  —  1  ganzen  Zahlen  /i',  f^',  •  •  •  fn-i 
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noch  die  beiden  hinzu: 

(59)  U  =  1,  /■-'  =  (-  !)'• 

In  jedem  Hauptrepräsentanten  f  von  f  (mod.  N) 
sind  die  Zahlen  fm  prim  gegen  iV,  wenn  wir  N  theil- 
bar  durch  2A  voraussetzen. 

Denn,  ist  zuerst  |/  eine  der  ungeraden  Primzahlpotenzen 
von  Nj  so  genügt  f  der  Congruenz  (25),  aus  welcher  sich,  da 
t>  Vn^\  ^Vm—i  gedacht  wird,  mittels  des  vorher  entwickelten 
Hilfssatzes  die  folgende: 

ergiebt.     Setzt  man 
80  folgt  weiter 

Sm  '  ^mfm  HE  «  «'  •  •  •  «<"*•" ^^ (mod.  p^-^m  —  l) 

also  auch  (mod.  p),  woraus  man  erkennt,  dass  fm  prim  ist 
gegen  p,  —  Das  gleiche  gilt  für  die  anderen  ungeraden  Prim- 
faktoren von  N, 

Aus  der  Congruenz  (47)  aber  folgt  nach  dem  Hilfssatze, 

wenn  

m  =  d'i-i  +  A  (0  <  A  <  X.) 

gedacht  wird,  mit  Rücksicht  darauf,  dass  sich  aus  den  Glei- 
chungen (41)  und  (42) 

ergiebt, 

Ä[tL^^,...m  HE  6rn  '  2^—^  '  U  (mod.  6„,^i  2*»"^^— ^), 

wo  U  eine  ungerade  Zahl  ist;  und  hieraus  weiter,  wenn  jetzt 
dm-1  =  2  *"-*  •  djn  gesetzt  wird, 

S^  .  ömf^n  =  (fm'U  (mod.  tf^_i  2'^-'m-iy^ 

man  findet  demnach,  da 

^0  >  1  +  ^n-l  ^  1  +  v»,-i 
gedacht  wird, 

d^  'fL^-U  (mod.  2) 

d.  i.  /";,',  ungerade.  —  Hiemach  ist  f^  in  der  That  prim 
gegen  N. 

29* 
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Man  kann  aber  den  Hauptrepräsentanten 

f  (mod.  N) 

auch  so  wählen^  dass  in  der  Reihe  der  Zahlen  f^  je 
zwei  benachbarte  relativ  prim  sind.  Gesetzt  namlicJi, 
bei  f  sei  dies  noch  nicht  der  Fall,  z.  B.  sei  /l^+i  nicht  prim 
gegen  f^^  so  setze  man 

wo  F'  denjenigen  Theil  von  f  bezeichnet,  welcher  nur  die 
ersten  m  -j-  1  Veränderlichen  enthalt.  Wenn  man  dann  auf 
f  eine  Substitution  (^,x)  mit  dem  Modulus  1  anwendet,  welche 
nur  diese  Veränderlichen  in  ebenso  viel  andere  verwandelt,  so 
geht  f  in  eine  äquivalente  Form 

/•"  =  F''  +  G" 

über,  unter  F"  die  Transformirte  von  F'  verstanden,  sodass 
die  Determinanten  von  F'  und  F"  übereinstimmen.  Da  nun 
offenbar  6m^idm'  fm-\-i  gleich  der  Determinante  von  F\ 

gleich  derjenigen  von  F"  ist,  findet  sich  zunächst 
und  aus  gleicher  Ueberlegung  finden  sich  auch 

m+2  =  /m+2,  /m  +  8  =  /m  +  8;  *  *  * 

Unter  der  Substitution  (^,x)  darf  aber  eine  solche  ver- 
standen werden,  durch  welche  die  Form  F'  in  einen  ihrer 
Hauptrepräsentanten  mod.  (6m-\-i  N  fm-\-i)  übergeht;  folglich 
dürfen 

1  ;  /  2  ;  •  •  •  /  m 

prim  gegen  öm+i  N  fm^iy  insbesondere  also  fm  prim  gegen 

vorausgesetzt  werden.  Im  allgemeinen  braucht  freilich  die 
Form  /"'  dann  kein  Hauptrepräsentant  von  f  (mod.  N)  mehr 
zu  sein.  Indessen  lässt  sich,  da  N  und  fm-^-i  relativ  prim 
sind,  ähnlich  wie  in  nr.  7  eine,  nur  die  ersten  m  -{-  1  Ver- 
änderlichen verwandelnde  Substitution  (w,x)  mit  dem  Modules 
1  so  wählen,  dass  gleichzeitig 
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(«ix)  =  (tix)  (mod.  f^+i) 
und 

1  0  •••  0 

(«,.)=!  ^^/V^  I    (modJr) 
0  0  •••  1 

wird;  entstellt  durch  diese  Substitution  aus  /*'  =  J"  -f-  Cr'  di© 
Form 

so  leuchtet  ein^  dass  einerseits  wieder 

sowie 

sein  werden;  andererseits  folgt 

(p  =  f'  (mod.  N) 

d.  h.  9>  ist  ein  Hauptreprasentant  von  f  (mod.  N)    und  daher 
97m  prim  gegen  ^;  ebenso  aber 

(p  =  r  (mod./'m+i) 
und  folglich  auch 

g>m  ^  /*m   (mod.  fm  4- 1). 
Da  nun  fm  prim  ist  gegen 

SO  folgt  endlich  auch  q>m  prim  gegen  9>m+i* 

Auf  solche  Weise  yerwandelt  man  den  E[auptreprasentanten 
f  (mod.  N)  in  einen  andern,  in  welchem  die  Zahlen  fm,  fm+i 
durch  entsprechende  relativ  prime  ersetzt  sind,  ohne  dass  die 
Zahlen  mit  einem  grosseren  Index  als  m  dabei  eine  Aenderung 
erleiden.  Und  indem  man  in  solcher  Weise,  von  der  letzten 
der  Grössen  fm  ausgehend,  den  Repi^entanten,  wenn  nöthig, 
durch  einen  geeigneten  anderen  ersetzt,  gelangt  man  schliess- 
lich zu  folgendem  Satze: 

Wird  N  theilbar  durch  2Ä  gedacht,  so  giebt  es 
in  der  Glasse  von  f  einen  Hauptrepräsentanten  f 
(mod.  N),  für  welchen  jede  der  Zahlen 

(60)  ^',  A',  U--  fn-U  u 
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nicht  nur  zu  N^  sondern  auch  zu  den  ihr  benachbarten 
Zahlen  prim  ist. 

Einen  solchen  Hauptrepräsentanten  bezeichnet  Smith*) 
als  eine  kanonische,  Minkowski  als  eine  charakte- 
ristische Form  der  Classe  von  f]  wir  ziehen  letztere  Be- 
zeichnung vor,  weil  solche  Form  dazu  dienen  wird,  die  Ge- 
schlechtscharaktere der  Classe  zu  bestimmen,  und  wir  nennen 
aus  gleichem  Grunde  die  Zahlen  (60)  ein  für  die  Form  / 
oder  /*'  charakteristisches  System  von  Zahlen,  ein 
Ausdruck,  dessen  wiederum  schon  Smith  sich  bedient  hat 

10.  Wir  wenden  uns  nun  dazu,  die  Geschlechts- 
charaktere einer  Form  zu  ermitteln.  Man  kann  sich  zu 
diesem  Zwecke,  wie  wir  in  der  Theorie  der  temären  Formen 
gethan  haben,  der  Grundformel  bedienen,  nach  welcher 

ist.  Bildet  man  diese  Gleichung  nämlich  für  irgend  eine  der 
primitiven  Begleitformen  von  f,  z.  B.  für  6^"*^,  und  nennt  O^"*'*^ 
die  zweite  Begleitform  der  letzteren,  so  wird 

(61)     0(-)(a:^)  .  e(-)(y^)  —  {x,^^^)'{y,)  +  •  •  •  +  a:.G(-)«(y,)]* 

Der  grösste  gemeinsame  Theiler  aller  Coefficienten  von  9^*^*^ 
ist  aber  die  Invariante  Om**).  Andererseits  können  durch  6^"^ 
Zahlen  oder  doch  das  Doppelte  solcher  Zahlen  dargestellt 
werden,  welche  prim  sind  gegen  o^.  Bezeichnet  man  daher 
mit  pm  irgend  einen  ungeraden  Primfaktor  von  o^  und  wählt 
die  x^  und  y^  auf  alle  Weisen  so,  dass  6^'"^(ä^^),  0^*"^(yp)  prim 
wird  gegen  p^n,  so  lehrt  die  Gleichung  (61)  sogleich,  dass  alle 
diese  Werthe  von  G^*")  (mod.  pr,)  gleichen   quadratischen  Cha- 

/e("»)\ 
rakter,  das  Zeichen  1  — )  also  einen  bestimmten,  unverander- 

liehen  Werth  hat.    Mithin  kommt  der  Form  0^"*)  und  damit 


*)  Smith,  sur  la  repr^sentation  des  nomhres  par  one  somme  de 
cinq  carr^s,  in  M^zn.  pr^.  p.  div.  Sav.  Etrangers  etc.  t.  29. 

**)  S.  Smith  a.  a.  0.  Die  Richtigkeit  der  Behauptung  l&sst  sich 
mittels  der  unten  benutzten  Congruenzbetrachtungen  bestätigen. 
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auch  der  Form  f  ein  bestimmter,  durch  diesen  Werth 
bezeichneter  quadratischer  Charakter  (mod.  p„^  zu. 

Indem  man  diese  Charaktere  für  die  sämmtlichen  primi- 
tiven Begleitformen  0^*),  6^^,  •  •  •  G^"*"^^  der  Form  /  mit  Bezug 
auf  die  sämmtlichen  ungeraden  Primfaktoren  der  bezüglichen 
Invarianten  Oj,  Oj,  •  •  •  o»— i  aufstellt,  erhält  man  das  System 
der  Hauptcharaktere  (Smith)  der  Form /*.  Zu  ihnen  treten 
aber,  analog  wie  bei  den  binären  und  temären  Formen,  im 
allgemeinen  noch  andere  hinzu,  welche  sich  auf  den  Divisor  2 
oder  Potenzen  desselben  beziehen.  Diese  letzteren  würden 
sich  nur  schwer  aus  der  allgemeinen  Orundformel  entwickeln 
lassen  und  wir  greifen  daher  auf  die  im  Vorhergehenden  ab- 
geleiteten Congruenzbeziehungen,  insbesondere  auf  die  charak- 
teristische Form  zurück. 

Wir  benutzen  zuerst  die  Formel  (25),  um  das  soeben  aus 
der  Grundformel  Gewonnene  wieder  zu  finden.  —  Wird  unter 
p„^  eine  beliebige  der  Primzahlen  verstanden,  welche  in  Om 
aufgehen,  so  ist  die  zugehörige  Zahl  o^  von  Null  verschieden 
und  wir  erhalten,  wenn  f  irgend  eine  charakteristische  Form 
der  Classe  von  f  (mod.  IP)  und  N  eine  durch  2A  theilbare 
Zahl  bezeichnet, 

a  0  -.0  0 

0  0  •• 


r 


0  ü*"i .  a 


0  0 
10  0 


0  0 


(mod.  i)j;m), 


während  Vm>  v^^i  ist.  Die  Unterdeterminante  m*^°  Grades 
von  f\  welche  die  ersten  m  Zeilen  und  Spalten  enthält,  wird 
hiemach  und  in  Folge  des  Hilfssatzes  mit  Bezug  auf  den 
Modulus  2>'m+^m-2  congrucnt  sein  mit 


woraus,  wenn  man  (4»— i  =1>^"»— ^  •  ^m  setzt,  die  Congruenz 

(62)  drn  '  (fmfm  =  ««'•••  C^"»-^>    (mod.  p^m) 

hervorgeht.     Jede  andere  Unterdeterminante   m^^  Grades   ent- 
hält aber   mindestens  eine  Reihe  mit   grösserem  Index  als  m. 
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ist  also  die  Samme  der  Produkte  aus  den  durch  p  *«  theil- 
baren  Gliedern  dieser  Reihe  in  Unterdetenninanten  m  —  1*** 
GFradeSy  mithin  theilbar  durch  pj[«+^m— t.  Sonach  findet  sich 
für  alle  ganzzahligen  Werthe  der  unbestimmten 

und  daraus 

e'<'")  =  6^f;^'^  (mod.  f^\ 

Also  erhält  G'^*"^  nur  dann  einen  durch  p^  nicht  theilbaren 
Werth,  wenn  man  x  durch  p«  nicht  theilbar  mhlt,  und  für 
alle  so  entstehenden  Werthe  von  O'^*)  findet  sich 

C:^)-(^)- 

Aber  die  Formen  8^"*)  und  G'^"*)  sind  einander  äquiralent  und 
stellen  daher  auch  dieselben  Zahlen  dar;  daher  übertragt  sich 

/e'("«)\ 
der   constante   Werth   von   ( j    sogleich   auf  das   Symbol 

I  —  y    Der  voraufgehenden  Gleichung  zufolge  ist  er  mit  dem 

Werthe,  welchen  das  Symbol  (— )  für  irgend  eine  charak- 
teristische Form  der  Glasse  von  f  besitzt,  zugleich  bestimmt 
Wir  nennen  deshalb  den  Werth  dieses  Symbols 


(63)  .     @ 


einen  Charakter  der  Form  /*,  allgemeiner  ihrer  Glasse. 

11.  um  auch  die  supplementären  Charaktere  der 
Form  /*,  d.  i.  diejenigen  Charaktere  festzustellen,  die  sich  auf 
den  Divisor  2  resp.  seine  Potenzen  beziehen,  müssen  wir  an- 
knüpfen an  die  Congruenz  (47),  nach  welcher 

(64)  r  =  g>  (mod.  2*^0 

gesetzt  werden  darf,  wo 

(64a)         9  =2'  2'*'-'  •  *x  +  2'*'-^  -^ «.« iW* 
oder 
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<— 1 


(64b) 


g>=2'2'*'-*-*. 


*=>i 


T*' 


+  2'*'-»  •2'(2a.«iW*  +  2«,W|.W|,'(0  +  2o.W|/M«), 


«=1 


jenachdem  die  Form  Oi  erster  oder  zweiter  Art  ist.  Nun 
kann  jede  Zahl  m  der  Reihe  1,  2,  3,  •  •  •  n  —  1  nur  entweder 
einer  der  Zahlen  d^, -Ö-^,  •  •  • -O-^-i  gleich  oder  zwischen  zwei 
aufeinanderfolgenden  der  Zahlen  d-^,  ^ly  ^i,  •  - '  ^i  enthalten 
sein;  setzen  wis  demnach 

indem  wir  unter  h  eine  der  Zahlen  0, 1,  2  •  •  •  x^  —  1  verstehen, 
und  untersuchen  die  Unterdeterminanten  m**°  Grades  von  f\ 
Enthielte  eine  solche  mindestens  eine  Reihe,  deren  Index  >  ^i 
ist,  so  wäre  sie  als  Summe  der  Produkte  der  Glieder  dieser 
Reihe  in  Unterdeterminanten  m  —  1*®°  Grades  nach  (47)  theil- 
bar  durch 

2'*' .  tf„_,  2'"-». 

Jede  Unterdeterminante  w**°  Grades  von  /*'  aber,  welche  nur 
Reihen  enthält,  deren  Indices  ^d,-  sind,  ist  dem  Hilfssatzo 
(nr.  8)  zufolge  der  entsprechenden  Unterdeterminante  von  tp 

(mod.2'^'.<y^^i2^"—*) 

congruent.  Hiemach  findet  sich  fOr  die  m^  Begleitformen 
von  f  und  <p  folgende  Gongruenz: 

(65)  /-'C»)  =  <p(-)  (mod.  6m-i  •  2'^'"^^'"-*). 

Da  aber  v^^  >  Vm  also  2    '  durch  6m-^i  •  2      und  daher 

6m ^1  •  2'''^"^^"—'  durch  <y^_i .  2*""* .  <y^+x  •  2^*"-' 

theilbar  ist,  müssen  die  Goefficienten  von  (p^"*\  wie  es  die- 
jenigen von  /"<"•>  sind,  sämmtlich  durch  2^»»— i  theilbar  sein 
und  die  Gongruenz  nimmt,  wenn  man  wieder 

d;„_i  =  2'— 1 .  s^ 
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setzt,  folgende  Gestalt  an: 

(66)  (J^  .  e't»»)  EE  -^^  (mod.  2^-> 

Ist  insbesondere  m  =  d,_i  also^y^^»!,  so  ist  die- 
jenige Unterdeterminante  m*"  Grades  von  9,  welche  aus  den 
ersten  m  Zeilen  und  Spalten  besteh t,  gleich 

wenn  man  unter  (0^)  die  Determinante  der  Form  0^  versteht, 
sie  ist  also,  getheilt  durch  2  "»— ^,  eine  gewisse  ungerade 
Zahl.  Jede  andere  Unterdeterminante  m**"  Grades  von  9  ent- 
hält mindestens  eine  Reihe,  deren  Glieder  durch  2  *~^  theil- 
bar  sind,  und  ist  deshalb  theilbar  durch 

ja  sogar  durch 

2'*'-i .  tf„_i  2'"*-*  ff„+i  =  2"'»  .  2''»-S 

wenn  ftir  9?  die  Formel  (64a)  gilt,  also  6m-\.i  =  1  ist  Im 
entgegengesetzten  Falle  wird  fflr  die  symmetrischen  Unter- 
determinanten dasselbe  gelten,  da  sie  theilbar  sind  durch 

2.2'*'-iff„_x2'"-»; 

weil  aber  die  unsymmetrischen  in  g)^'")  doppelt  genommen 
vorkommen,  findet  sich  offenbar  aus  (66), 

wenn  w  =  d,_i  ist,  für  alle  ganzzahligen  Werthe 
der  Unbestimmten  die  besondere  Gongruenz: 

(67)  S„, .  e'H  ^ JJ  (a>x)  •  x^  (mod.  2^»«). 

Demzufolge  kann  die  Form  0'^"*)  nur  dann  ungerade  Werthe 
erhalten,  wenn  man  x  ungerade  wählt,  und  man  ersieht  sofort, 
dass  alle  ungeraden  Werthe  dieser  Form 

wenn  ft^  ^  2  ist,  der  Congruenz 

i—i 

*„-e'C»)=U(<Px)  (mod.  4), 
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wenn  /t„,  >  3  ist,  der  Congruenz 

V„-G'W=J7(*«)  (mod.  8) 

Genüge  leisten. 

Ist  also  m  =  -ö"/— 1  nnd  fi^  ^  2,  so  kommt  der  Form  8'^"*^ 
und  somit  auch  der   äquivalenten  Form   0^"*^   ein    bestimmter 

Charakter  (mod.  4)  zji,  insofern  der  Ausdruck  ( —  1)  *  für 
alle  ungeraden  durch  8^"*^  darstellbaren  Zahlen  den  gleichen 
Werth  hat.  —  Ist  fi^  3,  so  gilt  ausserdem  dasselbe  (mod.  8)? 

insofern  auch  der  Werth  des  Symbols  (-j^))  für  alle  unge- 
raden durch  e^"*^  darstellbaren  Zahlen  unveränderlich  ist.  Diesen 
Werth  eines  jeden  der  angegebenen  Ausdrücke  be- 
zeichnen wir  wieder  als  einen  Charakter  der  Form  f. 
Offenbar  ist 

und  demnach  kann  man  den  supplementären  Charakter, 
welchen  die  Form  f  in  den  angegebenen  Fällen  nach 
den  Moduln  4  oder  8  besitzt,  durch  den  Werth  kenn- 
zeichnen, welchen  das  Symbol 

V/m/ 

für  irgend  eine  charakteristische  Form  f  der  Classe 
von  f  besitzt. 

12.  Wenn  ^  <  2  ist,  kommt  im  allgemeinen  der  Form 
e'C"»)  oder  e^'")  kein  quadratischer  Charakter  der  durch  sie  dar- 
gestellten Zahlen  mit  Bezug  auf  4  oder  8  zu.  Untersuchen 
wir  aber  noch  die  in  nr.  6  hervorgehobenen  zwei  letzten  An- 
nahmen. 

Sei  also  zuerst 

ftm  =  1,   f^-1  S  2,   ftm+1  %  2. 

Diese  Annahme  bedingt,  dass  gleichzeitig 

w  —  1  =  -d^.^s,  m  =  -Ö-,-!,  ojm  =  1,  m  -}-  1  =  ^< 

und  q>  von  folgender  Form  ist: 
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<p  =^2"^^-^  *,  +  2*^^-«  .  «1«  +  2''''-»  .  2a'r«. 

Da  hiernach^  wenn  «Om+i  >  1  ist  —  was  nach  5)  nr.  6  jeden- 
falls zutrifft,  sobald  0f+i  erster  Art  ist  — 

v^i  =  *^^,-i  +  ^^i  >  ^'m  +  2, 
folglich  wegen  u^^i  ==  1 

u«_i .  2'^^"*"'"-*  durch  4  .  6„^t  2"-  u«+i .  2^"-' 

theilbar  ist,  erschliesst  man  aus  der  Gongruenz  (65)  hier  die 
folgende: 

(68)  d^  .  e'(«)  =  -I —  (mod.  4  .  2^-)  d.  i.  (mod.  8). 

Ist  aber  <!>,•+ 1  zweiter  Art  und  zugleich  Om-f-i  =  1,  so  wird, 
wenn 

gesetzt  wird,  wegen  v^^,^  >  v^^  analog  mit  (68)  diese  Gon- 
gruenz: 

*„  .  e'C»)  =  -^  (mod.  8) 

hervorgehen,  und  ähnlich  wie  bei  (67)  überzeugt  man  sich, 
dass  dann  wenigstens  fQr  alle  ganzzahligen  Werthe  der  unbe- 
stimmten die  Gongruenz  (68)  erfQllt  ist.  Mit  Rücksicht  dar- 
auf, dass,  wenn  0,— 2  erster  Art  ist,  Om— 1  >  1  sein  muss, 
folgt  daraus  ebenfalls  für  alle  ganzzahligen  Werthe  der  unbe- 
stimmten die  Gongruenz: 

(69)  dm  •  e'<"»)  =  JJ  (a>«)  .  ax"  +JJ  (a>x)  •  2«'^:'»   (mod.  8). 

Daher  erhalt  6'^*"^  nur  dann  ungerade  Werthe,  wenn  x  un- 
gerade gewählt  wird,  während  x'  beliebig  gerade  oder  unge- 
rade gewählt  werden  darf  Hieraus  ergiebt  sich  leicht,  dass 
der  Ausdruck  zur  Rechten,  so  oft  die  Zahlen 

(70)  /7  (*,) .  «  and  17  (*»)  •  «' 

congruent  sind   oder,  was   dasselbe   sagt,   so  oft  ihr  Produkt 
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congruent  1  ist  (mod.  4)^  entweder  nur  Zahlen  von  den  Formen 
8n  +  1,  3  oder  nur  Zahlen  von  den  Formen  8n  +  5,  7  an- 
nehmen kann^  im  entgegengesetzten  Falle  entweder  nur  Zahlen 
von  den  Formen  8w  +  3,  5  oder  nur  solche  von  den  Formen 
8n  +  l,  7;  mit  anderen  Worten:  im  ersteren  Falle  hat  das 
Symbol 

(-/)^"-''"'-"  •  (^) 

und  folglich  auch  dieses: 


1 ,  ' 


(-'^'•'"-"•(äii). 

im  zweiten  Falle  das  Symbol  ( ^j^  J  und  folglich  auch  das 

andere: 

einen  unveränderlichen  Werth. 

Nun  kommt  aber  dem  Vorigen  zufolge  den  Formen 

e't'»-^)  und  e'("»+i> 

ein  Charakter  (mod.  4)  zu^  dem  entsprechend  die  beiden  Gon- 
gruenzen 

dm-l  '  fm-l  ':^-  iJ  (<l>x),   *m+l  • /^m  +  l  =  /j    (*x)  *  ««' 

x=l  «=1 

(mod.  4) 

bestehen,  und  den  letzteren  gemäss  ist  das  Produkt  der  beiden 
Zahlen  (70)  congruent  mit 

oder,  da  man  leicht 

(71)  ^m  — l^m  +  l  =  ßm  •  ^«5 

findet,  wenn 

(72)  o„,  =  2"-  .  e^ 

gesetzt  wird,  congruent  mit 

Cm     fm^lfm  +  l    (mod.  4). 

Indem   man   noch   der  Form  6'^*")  die   äquivalente   Form  8^"*^ 
substituirt,  gelangt  man   schliesslich  zu  folgendem  Resultate: 
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Unter  der   gemachten  Annahme  kommt  der  Form  0^"*^ 

ein  bestimmter  quadratischer  Charakter  zu,  indem, 

wenn 

emfm-i  -fm+i  ^  3  (mod.  4) 


ist,  das  Symbol  (^j), 


1 
wenn 


emfm-i  •  fm^i  =  1  (mod.  4) 

ist,  das  Symbol  (-1)»'  ^  (^,) 

für  alle  ungeraden  Werthe  von  6^"*'  den  gleichen  Werth 
hat.  Man  darf,  da  tf^  =  1  ist,  diese  Charaktere  durch 
die  Werthe  kennzeichnen,  welche  das  erste  resp. 
zweite  der  Symbole 

1 


©•(-"^"■""•fö) 


für  irgend   eine   charakteristische  Form  /"  der  Classe 
von  f  besitzt. 

Sei  zweitens  ^  =  0,  zugleich  aber 

/^-i  S  2,  ^4-1  ^  2  und  6m  =  1; 
dann  muss  nach  6)  nr.  6  m  =  d'i-i  -\-  1  sein  und  g)  folgende 
Gestalt  haben: 

woraus   ä^^i  =  1    hervorgeht.     Der  Modulus    der  Congruenz 
(65)  lässt  sich  also  schreiben: 

und  folglich  ergiebt  sich  aus  derselben,  so  oft   ©m+i  >  1  ist, 
was  jedenfalls  zutrifft,  sobald  Oi^t  erster  Art  ist,  die  folgende: 

_(wi) 

(73)  d„  •  e''"-)  ~  -^  (mod.  4) 
oder  nach  der  Gestalt  von  tp: 

i—l  i—l 

(74)  d„, .  0'<-)  =  f]  (O,)  .  «a:^  +  JJ  (O^)  .  a'x'^   (mod.  4). 

x==l  x=l 
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Ist  *,-.|.i  zweiter  Art  und  zugleich  aj„,-|.i  =  1,  so  findet 
sich  zunächst^  wie  im  vorigen  Falle^  wenn  man 

setzt,  jedenfalls  die  Congruenz 

*^  .  e'^»»)  = -^^    (mod.  4). 

Da  mm  aber  jede  Unterdeterminante  w**"  Grades  von  ^,  welche 
wenigstens  eine  zu  O.^-i  gehörige  Reihe  enthält,  wenn  sie 
symmetrisch  ist,  und  jede  unsymmetrische  doppelt  genommen, 
wie  sie  in  der  vorigen  Congruenz  vorkommt,  auch  nach  Division 
mit  2^'«  — 1  noch  durch  4  theilbar  sein  muss,  wird 

t—   -  -r—    (mod.  4) 

2«^m  — 1  2"*""^ 

und  somit  die  Congruenz  (74)  wenigstens  für  alle  ganzzahligen 
Werthe  der  Unbestimmten  wieder  erfüllt.  Ihr  zufolge  wird 
aber  8'^"*^  einen  quadratischen  Charakter  (mod.  4)  haben  oder 
nicht  haben,  jenachdem  das  Produkt  der  beiden  Zahlen 

(75)  /JW-«,     /7(<l>x)-«' 

X  =  l  ^     X=:l 

congruent  1  oder  3  ist  (mod.  4),  und  man  erschliesst  also, 
ganz  wie  im  vorigen  Falle,  den  Satz:  Jenachdem 

emfm-^ifm-\-i  =  1  odcr  3  ist  (mod.  4), 

kommt  der  Form  0^"*)  ein  quadratischer  Charakter 
(mod.  4)  zu  oder  nicht;  im  ersteren  Falle  hat  also  das 

Symbol  ( —  1)  ^  einen  für  alle  ungeraden  Werthe 
von  e^*")  unveränderlichen  Werth,  der  mit  dem  Werthe 

des  Symbols  ( —  1)    ^      zugleich  bestimmt  ist. 

13.  Noch  erübrigt,  den  Fall  zu  untersuchen,  in 
welchem  m  eine  der  Zahlen  zwischen  ^i^i  und  ^t  und 
|lff^  =  2  ist.  Oi  ist  dann  von  der  zweiten  Art  und  wir  er- 
halten die  Congruenz 

f'z^  <p  (mod.  2'% 
wo 
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«•—1 

7** 
+  2'*'-»  •2(2a.|.»  +  2%.^t'  +  20.1.'«) 

«==1 

ist;  zur  grösseren  Anschaidiclikeit  schreiben  wir 


9>  = 


•             • 

2'*'-i  •  2ai,  2'*-»  •  «, 

•    •     2'*'->«„    2''*'-i-2o, 

•    •     •                     •                     2'*'-'.2««„  2'*-«.«,   • 

2'*-i-?t„    2'*— ».2a,-- 

indem  wir  durch  das  kleine  Quadrat  diejenigen  Glieder  um- 
fassen^ welche  den  Formen  d>i,  d>2,  •  •  •  *.— i  angehören.  Wir 
wollen  hier  zwei  Zeilen  oder  zwei  Spalten,  welche  durch  das- 
selbe der  yiergliedrigen  Quadrate  hindurchgehen,  ein  Paar 
zusammengehöriger  Zeilen  resp.  Spalten  nennen.   Nun  ist 

und  folglich  gilt  die  Congruenz  (66)  d.  i.  die  folgende 
(76)  dm  •  e'(-)  =  -J— ^  (mod.  4). 

Eine  Unterdeterminante  w**®  Grades  von  <p  enthalt  aber 
mindestens  2h  Zeilen  oder  Spalten,  welche  *,•  angehören. 
Enthält  sie,  was  sicher  der  Fall  ist,  wenn  sie  unsymmetrisch 
in  Bezug  auf  die  ersten  d^i—i  Reihen  gebildet  ist,  mehr  als 
2h  solcher  Zeilen  oder  Spalten,  so  ist  sie  nach  Division  mit 
2  m— 1  mindestens  noch  durch 

also  durch  2  theilbar;  ist  sie  unsymmetrisch,  so  kommt  sie 
zur  Rechten  von  (76)  doppelt  genommen  vor,  kann  also,  wo 
es  sich  nur  um  ganze  Werthe  der  Unbestimmten  handelt, 
unterdrückt   werden;   ist  sie    symmetrisch,    enthalt   aber  nicht 


Classen,  Ordnungen  und  Geschlechter  quadratischer  Formen.    465 

lauter   Paare    zasammengehöriger   Reihen^    so   wird   sie  nach 

Division  mit  2^"»— i  sogar  noch  durch  2  •  2  '"^  also  durch 
4  theilbar  sein  und  unterdrückt  werden  können;  enthält  sie 
aber  lauter  Paare  zusammengehöriger  Reihen,  so  enthält  sie 
mindestens    2  h  -{-  2  Reihen    aus    Oi    imd    kann    weggelassen 

werden,  da  sie  nach  Division  mit  2  "*""^  noch  durch  2  '""^  ^•""^ 
also  durch  4  aufgeht.  Enthalt  dagegen  die  ünterdeterminante 
nur  2A  Reihen  aus  0,,  darunter  jedoch  nur  2h\  welche  Paare 
zusammengehöriger  Reihen  sind,  so  enthält  sie  mindestens  zwei 
nicht  zusammengehörige  Reihen  und  wird,  wenn  sie  symmetrisch 
ist,  nach  Division  mit  2  '"""*  noch  durch  4  theilbar  also  weg- 
zulassen sein.     Man  denke  sich  also  auf  alle 


c  = 


y''«(t*«""0'  •(y'^^-^+O 


1  •  2  •  •  •  Ä 

mögliche  Arten  h  Paare  zusammengehöriger  Reihen  aus  d>/ 
ausgewählt  und  beachte,  dass 

2a,'2as  —  %s'  =  —  l   (mod.4) 

ist,  so  wird  aus  (76)  für  alle  ganzzahligen  Werthe  der  Unbe- 
stimmten folgende  Congruenz  hervorgehen: 

(77)  d™  •  G'(-)  =  (-  1)*  JJiO.)  ■  (x,*  +  X,«  +  •  •  •  +  ar.«)  +  •  • . 

(mod.  4), 

in  welcher  wir  durch  die  Punkte  zur  Rechten  eine  Reihe 
doppelter  Produkte  zweier  Unbestimmten  mit  ungeraden 
Coefficienten  andeuten. 

Z.  B.  fände  man  für  x»  =^  4  und  A  ==  1 : 

d„  •  e'C»)  F=  -/J(4>«)  •  [x^,  +  xl  +  2«A(Xi3a;„  +  x,,x„y] 

(mod.  4). 

Hieraus  geht  aber  hervor,  dass  im  gegenwärtigen 
Falle  der  Form  G'^*")  kein  quadratischer  Charakter 
(mod.  4)  zukommt*);   denn^   damit  z.  B.  in  dem  besonderen 


*)  Dies  ist  Smith 's  Darstellung  der  Sache  entgegen  zu  halten  (s. 
art.  6  seiner  Arbeit). 

Baohmann,  Zahlentheoria.    IV,  1.  30 
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letzten  Falle  8'^"^  ungerade  wird,  mnss  eine  der  ZaUen  x^, 
x^  gerade,  die  andere  ungerade  sein,  und  dann  lasst  d,  -  e'(->, 
jenachdem  man  x^x^  -f~  ^4^  gerade  oder  ungerade  wählt, 
einen  oder  den  andern  der  Reste  +  ^  (niod.  4);  also  gestattet 
Q'im)  Zahlen  beider  Bestformen  4n  +  1  die  Darstellung. 

Aber  es  zeigt  sich  hier  ein  anderer  Gesichtspunkt, 
von  dem  aus  man  der  Form  G'^"^  auch  in  diesem  Falle 
einen  quadratischen  Charakter  beilegen  kann.  Be- 
zeichnet man  nämlich  mit  tfm^— i(/m)  oder  vielmehr,  da  hier 
<y»,  =  1  ist,  mit  d^^i(fn)  jede  der  symmetrischen  oder 
Hauptunterdeterminanten  m*^  Grades  von  /",  so  zeigt 
die  Gongruenz  (77),  dass  f£Lr  alle  diejenigen  von  ihnen, 
bei  welchen  (fm)  ungerade  ist,  (f^)  den  gleichen  qua- 
dratischen Charakter  (mod.  4)  hat,    der  durch  denjenigen 

des  Produktes   /  /  (Og)  bestimmt  wird.     Da  /*m  zu  2A  prim 

also  eine  dieser  Zahlen  ist,  so  kann  der  Werth,  welchen 

1 

das  Symbol  ( —  1)*  "*  hat,  den  gedachten  quadra- 
tischen Charakter  kennzeichnen.  Es  ist  einleuchtend, 
dass  auch  in  den  früheren  Fällen  dieser  neue  Gesichts- 
punkt zur  Bestimmung  des  quadratischen  Charakters 
der  Form  f  angewandt  werden  kann  und  mit  dem 
erstgewählten  sich  vollkommen  deckt,  da  die  bezeich- 
neten Zahlen  (f^)  ^Lmmtlich  Werthe  sind,  welche  durch  die 
Form  9'<*^  eigentlich  dargestellt  werden  können.  Von  diesem 
andern  Gesichtspunkte  aus  hat  im  Unterschiede  von  Smith, 
dem  wir  bisher  gefolgt  sind,  Minkowski  die  Geschlechtsein- 
theilung  der  Formen  entwickelt  Da  er,  wie  man  aus  dem 
letzten  Falle  ersieht,  erschöpfender  ist  als  der  erste,  werden 
wir  hinfort  gleichfalls  von  demselben  ausgehen.  Aber,  wah- 
rend in  den  übrigen  Fällen  die  Charakterisirung  —  auf  die 
eine  wie  die  andere  Art  —  völlig  unabhängig  war  von  der 
beliebigen  Wahl  der  charakteristischen  Form  /*',  die  man  der 
Betrachtung  zu  Grunde  legt,  bleibt  dies  offenbar  im  letzten 
Falle  noch  erst  zu  erweisen. 

Denkt  man  sich  also  statt  f  irgend  eine  andere  charakte- 
ristische Form  auswählt,   so  wird  nachzuweisen  sein,   dass 
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das    Produkt   11  (*x);    welches    in    (77)    auftritt;    dadurch 

(mod.  4)  keine  Aenderung  erleidet.  Hierzu  bemerke  man  vor 
allem  y  dass  durch  die  veränderte  Wahl  von  f  die  mit  tp  be- 
zeichnete Form  nur  insofern  eine  Aenderung  erleidet,  als  die 
Coefficienten  der  einzelnen  Formen  d>x  andere  werden;  bei 

der  Bestimmung  des  Produktes   I  I  (d>x)  (mod.  4)  wird  aber 

solche  Aenderung  bezüglich  derjenigen  Formen  O«?  welche 
zweiter  Art  sind,  ohne  Einfluss  sein,  da  die  Determinante  einer 
solchen  immer  einen  bestimmten  der  beiden  Werthe  +  1 
oder  —  1  (mod.  4)  hat.     Es  wird  also  genügen,  ein  Produkt 

II  (d>x)  unter  der  Voraussetzung  zu  betrachten,   dass  **_! 

eine  Form  der  ersten,  d>A  eine  Form  der  zweiten  Art  ist. 
Dann  ist  aber  f ür  w  =  ^h—i  (nach  nr.  6)  ^x^nS^^'y  nach  nr.  11 
kommt  daher  der  Form  0'(*")  ein  besonderer  Charakter  (mod.  4) 
zu,  und  da  der  Werth  dmO'^"*^  für  jede  Wahl  der  charakte- 
ristischen Form  dem  entsprechenden  Produkte 

/7(*«)   (mod.  4) 

X=l 

congruent  ist,  hat  auch  das  letztere  einen,  von  jener  Wahl 
unabhängigen  quadratischen  Charakter  (mod.  4)*). 

14.    Lässt  man  nun  m  die  Werthe 

durchlaufen,  so  wird  den  entsprechenden  Formen  0'^"*)  dem 
Bewiesenen  zufolge  ein  Charakter 

zukommen,  zu  dessen  Bestimmung  die  Congruenzen 


*)  Bezüglich  der  Supplementarcharaktere  ist  zu  beachten,  dass, 
wie  unsere  Herleitung  zeigt,  die  zu  ihrer  Bestimmung  dienende  Form 
f*  nicht  durchaus  eine  charakteristische  Form  der  Classe,  sondern 
allgemeiner  nur  ein  Hauptrepräsentant  derselben  zu  sein   braucht. 

30* 


468 


Sechste«  CmfML 


fttr  m  =  ^^-i: 


tf— 1 


n^^') 


«=i 


ifmfm  - 

fÖr  m  =  ^i^i  +  2A: 

fBr  m  =  ^,: 

*./•;  -  JJ(<1>.)  =  (-  l)^''-/7(4>.) 


Jf=l 


•  — 1 


Jf=l 


I  modL  4) 


dieneiL  Ihnen  entsprechend  findet  sich  fftr  die  genannten 
Werthe  von  m  <,^i  —  2  die  Beziehung 

dmfm  ^^  —  *»•+«  •  /Iii+«  (mod.  4), 
der  man  nach  (71)  die  Form 

(78)  fn'fm^t^  —  ßm+i  (mod.  4) 
geben  kann^  sodass  die  Gleichung 

(79)  (—  i)!^»^-'^  .  (_  i)¥<^m+«-^)  =  (_  i)T<'«+i+^^ 

herrorgeht.  Man  sieht  also,  dass  die  Charaktere,  welche 
der  bezeichneten  Reihe  von  Formen  zukommen,  nicht 
unabhängig  von  einander  sind;  insbesondere  findet  sich, 
wenn  man  das  vorige  Produkt  f&r  alle  angegebenen  Werthe 
von  m  bildet,  welche  <  d'i  sind,  und  die  so  entstehenden 
Formeln  multiplicirt,  zwischen  den  Charakteren,  welche 

m  =  -Ö",—!  und  m  =  ^,- 

zugehoren,  nachstehende  Beziehung: 

üeberhaupt  aber  ist  zu  bemerken,  dass  die  von 
uns  festgestellten  einzelnen  Charaktere  einer  Form  f 
nicht  ganz  unabhängig  von  einander  sind,  sodass  sie 
nicht  nach  Belieben  gewählt  werden  dürfen,  sondern 
gewissen  Bedingungen  genügen  müssen,  wenn  eine 
Form  f  der    gegebenen  Ordnung   mit   den    gewählten 


Classen,  Ordnungen  und  Geschlechter  quadratischer  Formen.    469 

Charakteren  Torhanden  sein  soll.  Man  gelangt  zu  diesen 
Bedingungen  folgendermassen: 

Sei  nach  wie  vor  f  eine  charakteristische  Form  der 
Classe  von  f,  so  folgt  aus  der^  das  Zeichen  fm  definirenden 
Gleichung 

(81)  <fm  '  fm  ^=^ -3 •  -4l2-..m;12-m 

"m  —  1 

und  aus  der  bekannten  Determinantenbeziehung 

I.'(m)  A'im-i) 

•^12"in;  12--m      •^12--m— 2;  12  •m— t 
=  -^12-  -m— 2,m  — 1;12    •»•— 2,m— 1  *  -^It-m— 2,m;  12    •m-.2,m 
/j'(m-l  N2 

—  \,-tlit...m— 2,OT;12---m— 2,m— 1^ 

die  Gleichung 

(83)  Om  —  l  •  ^mfm  '  ^m  — 2/m— 2  =  ^m^l  '  /m  —  l  '    /m  — l  —  i^^ 

wenn  man  die  letztgeschriebenen  beiden  ünterdeterminanten, 
durch  6m— 1  dm— 2  resp.  durch  dm—i  getheilt,  mit  'fm—i  ^uid  F 
resp.  bezeichnet^  oder  die  nachstehende  Gongruenz 

(84)  —  6m-i  0m-l6m  '  fm-ifm  =  F^   (mod.  6^^i  •  fm-l). 

Diese  Congruenzbeziehung,  welche  die  Zahlen  fm 
unter  sich  verknüpft,  bedingt  damit  zugleich  die  Ab- 
hängigkeit der  Einzelcharaktere  von  einander. 

Setzt  man  m  -^  2  statt  m  imd  beachtet,  dass  ^m^m+i<^m+2 
ungerade,  mithin  Om-|-i  =  ^m+i  ist,  so  oft  <y^_|.is=2  ist  (s. 
nr.  6),  so  fliesst  aus  der  allgemeinen  Gongruenz  (84)  unter 
dieser  besonderen  Voraussetzung  stets  diese  andere: 

(84a)  fm  '  fm+i  "  —  ^+1  (mod.  4). 

Da  för  die  zuvor  betrachteten  Werthe 

m  =  O-.-i,  ^,-1  +  2,  ^,-.1  -f.  4,  ...  ^.  —  2 

die  Voraussetzung  6m -{-i  =^2  zutreffend  ist,  findet  sich  so  die 
Gongruenz  (78)  sammt  ihren  Folgerungen  von  Neuem  bewiesen 
und  als  besonderer  Fall  unter  der  allgemeinen  Bedingung  (84) 
enthalten. 

Wir  verstehen  unter  Cm  (für  m  =  0, 1,  2,  •  •  •  n)  diejenige 
positive  oder  negative  Einheit,  welche  dasselbe  Zeichen  hat 
wie  fm^   sodass  €mfm  positiv  ist,  und  folgern  weiter  aus  (84), 
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indem  wir  m  in  m  -}-  l  yerwandeln,  die  Gleicliimg: 


(85) 


/■. 


Wir  stellen  dieselbe  fftr  jeden  der  Werthe 

m  =  1,  2,  •  •  -n —  1 

auf  und  multipliciren  die  so  entstehenden  Gleichungen  in  ein- 
ander.    Bedenkt  man  dabei ,  dass 

ist,  berücksichtigt  die  Werthe 

fj  =  1,  r:  =  (- 1)' 

und  da88  nach  dem  yeraUgemeinerten  Reciprocitätsgesetee 

/C-l\  ^  /    C    \  ^  /_  jv|c«-l-»Cm-»)+x(/«-l-»)(/i-l) 

und 


©- 


ist,  so  gelangt  man  ohne  Schwierigkeit  zur  folgenden 
Gleichung: 

(86)  (—  l)«(o.H-l)^.V(o.m-l)  =  2Y(^), 

m  =  l       *• 

in  welcher  zur  Abkürzung 

n  — 1  w 

(87)     ,(o,„_l)=2i:!LZ_+2-^(,„_,_l)(,„_l) 
und 


m=l 


(88) 


t(o,  w  -  1) 


n  — 1 


(C-i)(««+i) 


m=al 


n  — 1 

+2 

TO=1 


(C  -  i)(C^-i  -  1) 


gesetzt  ist.    Man  kann  bemerken,  dass  in  der  Potenz 

(_-  i)v(o.'»-i) 
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nur  diejenigen  fm  verbleiben,  für  welche  <j^  =  1  ist;  denn  die 
Theile  des  Ausdrucks  if{o,n  —  1),  in  denen  fm  vorkommt, 
sind 

1    ^r'%          i\      I     ^ni         ^  /^m  +  ^      ,      fm  —  l         ^     •      'm  +  1          ^\ 
^.  •   8  (A»    —  1)  +  — 2~  V"""2 1 2 1 2 )> 

WO  mm,  so  oft  6^  =  2  ist,  der  erste  Sunmiande  wegen  des 
Faktors  ^  =  0,  der  zweite,  weil  er  in  Folge  der  Congruenz 
(84  a)  eine  gerade  Zahl  ist,  im  Exponenten  der  Potenz 

unterdrückt  werden  kann. 

Die  Einheit  ( —  \y{p,n-\)  jgj  unabhängig  von  der 
Wahl  der  charakteristischen  Form  f.  Denn,  da  die 
Zahlen 

ungerade,  also  von  Null  verschieden  sind,  findet  sich  nach 
der  Formel  von  Jacobi  (vor.  Cap.  (119))  die  Gleichung: 

(89)  f  =  -77777  +  7T77  H h  7^ 


in  welcher  die  X,-  reeUe  lineare  Funktionen  der  Unbestimmten 
von  f  sind,  und,  wie  man  auch  f  in  der  Glasse  von  f  ge- 
wählt habe,  die  Anzahl  der  negativen  Summanden  zur  Rechten 
gleich  r  ist.    Mithin  sind  von  den  Produkten 

r  gleich  —  1,  die  übrigen  gleich  -}- 1-  Jenachdem  nun  Sm-\Bm 
gleich  +  1  oder  —  1  ist,  findet  sich 

\  {Bm-i  +  l)(«m  -  1)  .-  0  oder  E3  A  {Bm  -  1)  (mod.  2) 
und  daher  ist 

n  

wenn  die  Summe  rechts  auf  alle  m  der  zweiten  Art  bezogen 
wird;  diese  Summe  giebt  an,  wie  oft  zur  Rechten  von  (89) 
ein  Wechsel  vom  Positiven  zum  Negativen  stattfindet,  ist  also 

gleich  —  oder     "T    ,  jenachdem  r  gerade  oder  ungerade  ist. 
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Nun  ist 

n 

e(o,  n  —  1)  =2' T  (*"•-»  +  ^)(*"'  ~  ^) 


.-1 


8^  —  1 

und  — 2 —  ^  '^  (mod.  2),  also  findet  man 

d.  h.  aUgemein 

£(o,n-l)  =  [-f]  (mod.  2) 
und 

(_  1)«(o,«-i)  =  (_i)LtJ^ 

wenn   [_yJ,   wie  üblich,   das   grösste  in  -|-   enthaltene   Ganze 

bezeichnet. 

Angenommen  nun,  für  die  Form  f  seien  die  sämmtUchen 
|[tm  <  2  d.h.  die  sämmtlichen  <f -Invarianten  gleich  1,  die 
0- Invarianten  ungerade  oder  das  Doppelte  ungerader  Zahlen, 
so  wird  zwar  der  Form  /"  dem  Obigen  gemäss  kein  einzelner 
Charakter  nach  einem  der  Moduln  4  oder  8  zukommen. 
Aber  aus  der  Gleichung  (86)  geht  hervor,  dass  ( —  1)<^(<»»'«— i) 
in  diesem  Falle  einen  Werth  hat,  welcher  von  der  Wahl  der 
charakteristischen  Form  unabhängig  ist,  und  aus  diesem  Grunde 
nennt  Smith  diese  Einheit  einen,  in  dem  angegebenen 
Falle  der  Form  f  und  ihren  primitiven  Begleitformen 
zukommenden  Simultancharakter. 

Die  im  Vorigen  gewonnenen  Ergebnisse  genügen  für  die 
Folge  und  so  übergehen  wir  hier  weitere  Folgerungen,  welche 
aus  der  Congruenzbeziehung  (84)  für  andere  besondere  Falle 
fliessen  (s.  darüber  die  Arbeiten  von  Smith  imd  Minkowski). 

15.  Fassen  wir  aber  die  Untersuchungen  der  letzten 
Nummern  zusammen,  so  ergiebt  sich  folgendes:  Jeder  Form  f 
kommt  eine  gewisse  (endliche)  Anzahl  quadratischer  Charaktere 
zu;  bildet  man  nämlich  eine  charakteristische  Form  f  der 
Classe  von  /*,  so  werden  gewisse,  aus  den  Werthen  fn  ge- 
bildete Einheiten  einen  unveränderlichen  Werth  haben,  wie 
immer  die  Form  f  auch   gewählt  wird.     Diese   Einheiten 
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heissen   die  Charaktere   der  Form  f  oder   auch   ihrer 
Classe.     Sie  sind 

1)  die  Symbole  (— );    welche    den   verschiedenen   in   Om 
aufgehenden  ungeraden  Primfaktoren  entsprechen; 


2 


(/m-i) 


) 


2)  wenn  11^^-2  ist,  die  Einheiten  ( —  1) 

3)  wenn  ftm  ^  3  ist,  ausserdem  die  Einheiten 

4)  wenn  ftm-i  5  2,  |[t;„  =  1,  ft^^i  ^  2  ist,  die  Einheiten 

( —  1)®  resp.  ( —  1)*  *  , 

jenachdem  c^/'m-i/m+i  =  +  1  (mod.  4)^st; 

5)  wenn  fi^^i  ^  2,  |[t;„  =  0,  (t^+i  ^  2,  6m  =1  und 

ist,  die  Einheit  (— 1)^^^'»~'\ 

Zwischen  diesen  Charakteren  besteht  eine  Abhängigkeit, 
die  in  der  Congruenz 

(90)  —  0m-l  Om<fm  +  l  '  fm-lfm  +  i  ^^  F^    (mod.   (fj^  '  fm) 

begründet  ist.     Unter  den  dieselbe  aussprechenden  Bedingungen 
heben  wir  besonders  die  Gleichung  (86)  in  der  Gestalt: 

(91)  (-  1)H  =  (-  l)v«..— 1)  JJ(^) 

hier   hervor,   indem  wir  sie  als   Bedingung  für   die  Mög- 
lichkeit der  Charaktere  bezeichnen. 

Es  ist  einleuchtend,  dass  für  alle  Classen  einer  gegebenen 
Ordnung  dieselben  Categorieen  und  in  jeder  von  ihnen  die- 
selbe Reihe  von  Einzelcharakteren  vorhanden  sein  werden, 
denn  durch  die  Ordnung  allein  werden  sowohl  die  Primzahlen 
Pm  als  auch  die  Werthe  der  Zahlen  ^  bestimmt.  Denkt  man 
sich  nun  für  die  gegebene  Ordnung  diese  ihre  Einzelcharaktere 
aufgestellt,  so  wollen  wir  alle  diejenigen  Classen,  welchen 
gleiche  Einzelcharaktere  d.  i.  die  gleichen  Werthe  der 
bezeichneten  Einheiten  zukommen,  als  ein  Geschlecht 
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von  Glassen  —  und  da  die  Charaktere  der  Classen  sich  so- 
gleich auch  auf  die  Formen  übertragen  und  umgekehrt  —  als 
ein  Geschlecht  von  Formen  definiren.  Auf  solche  Weise 
zerfallen  demnach  alle  Formen  einer  Ordnung  in  eine  Anzahl 
verschiedener  Geschlechter.  Die  Anzahl  der  unterscheid- 
baren Geschlechter  kann  nur  eine  endliche  sein,  da  die  An- 
zahl der  möglichen  Einzelcharaktere  also  auch  die  Anzahl 
ihrer  mit  der  Bedingung  (90)  oder  (91)  vertraglichen  Werth- 
combinationen  nur  eine  endliche  ist. 

16.  Sei  f  die  Reciproke  von  f  mit  umgekehrter  Reihen- 
folge ihrer  Veränderlichen  und  sei  ebenso  f  die  Reciproke 
von  f  mit  umgekehrter  Reihenfolge  ihrer  Veränderlichen. 
Wir  behaupten  den  Satz:  Die  charakteristische  Form  f 
der  Glasse  von  f  kann  so  gewählt  werden,  dass  die 
Form  f  zugleich  eine  charakteristische  Form  der 
Classe  von  f  ist. 

In  .der  That,  ist  p  zuerst  eine  der  ungeraden  Primzahlen, 
welche  in  dem  Modulus  N  aufgehen,  auf  den  sich  die  charak- 
teristische Form  bezieht  xmd  der  immer  durch  2A  theilbar 
zu  denken  ist,  so  darf  man  f  der  Congruenz 

r«  0        0  •••  0 

0  ^a    0  ••  0 

f       \0  0        p->^^^a"  ...  0 


lO  0 


0 


^mod.  ^) 

[i>Cn-\\  gemäss  gewählt   denken,   aus  welcher  sich  ftlr  die 
Reciproke  Y  folgende  andere  ergiebt: 


r 


0 

— •■«.+ 

-^*',-i  0                             ...            0 

0 

.0 

0                                ...  ß'.^O 
0                                •  -  0         ^ 

^^mod.  /J"'"'«— i', 

wenn  die  Zahlen  j3.  4  *  *•*  (J'~^^  mit  den  Zahlen 
dunrh  nachstehende  Cor.irraenien: 


'j^'i 


,(—D 
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o 


<j„_».r-»-(-i)*.^, 

„_x  •  ^-»)  -  (-  1)» .  J,  . . .  d,_,  ./?  =  (-  1)' 

(mod.  2^— *'«— 1— ^n— 2), 


0 


«(n-l) 


in  denen  ST  för  «a'  •  •  •  a^'»""^)  steht,  verbunden  sind;  dn—i  ist 
in  bekannter  Weise  durch  die  Gleichung 

bestimmt.     Den  letzteren  Gongruenzen  zufolge  sind 

durch  p  nicht-theilbare  Zahlen.  Kehrt  man  demnach  die  Reihen- 
folge der  Variabein  x^^  x^^  -- *  x^  in  f  um,  so  wird,  falls  t  gross 
genug  gedacht  wird,  f  jedenfalls  zu  einem  Haupt- 
repräsentanten der  Classe  von  f,  mit  welcher  die  Form 
f  ebenso  äquivalent  ist,  wie  f  mit  f,  nach  einer  beliebig 
hohen  Potenz  p^'  als  Modulus. 

Dasselbe  erkennt  man  bei  Benutzung  der  Gongruenz  (31) 
auf  genau  dieselbe  Weise  mit  Bezug  auf  den  Modulus  2' ,  so- 
bald die  Determinante  A  ungerade  vorausgesetzt  wird  und 
<Ji  =  1  ist.  —  Ist  dagegen  bei  ungerader  Determinante  6^  =  2, 
so  gilt  für  die  Form  f  die  Gongruenz  (40);  aus  dieser  aber 
lässt  sich  auf  demselben  Wege  für  f  leicht  nachstehende  Gon- 
gruenz herleiten: 

f2b,  »,    0  0  ...  0  0 

85,    26,  0  0  ...  0  0 


f 


—  < 


0 


(t-)     iR(f-') 


(mod.  2'), 


0      0  0  ...  2bV2     /,  S5 
.0      0      0  0  ...  »(^    V,    26(»""V. 

in  welcher  6,  6',  • .  •  ftV^  /  ebenso  wie  85,  S5',  •  *  *  33' 
ungerade  Zahlen  sind,  und  so  zeigt  sich  wieder,  dass  f  zu 
einem  Hauptrepräsentanten  (mod.  2')  der  Glasse  von 
f  wird. 

In  dem  Falle  endlich,   in  welchem  f  eine   gerade   Form 


'  . . .  9^(t-) 
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mit  einer  nngeraden  Anzahl  von  ünbestiaunten  ist,  deren 
sämmtliche  o-Invarianten  ungerade  sind  bis  auf  die  letzte,  die 
das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl  sein  soll,  würde  f  als 
Hauptrepräsentant  (mod.  2')  folgenden  Best  geben: 


r= 


2a, 

3t, 

0,0, 

...  0 

0 

0 

% 

2a, 

0,0, 

...  0 

0 

0 

0 

0 

0   0 

•  •  •  2oW, 

w 

0 

0 

0 

0   0 

•  •  •  a«, 

2a"'), 

0 

0 

0 

0   0 

...  0 

0 

2o('+i) 

(mod.  2'), 


in  welchem  a,  Ä,  •    •  aS%  W^j  a<'+*>  ungerade  Zahlen  sind.    Da 


(O. 


(O, 


also 


8 


(On^i 


0 


a«_8  =  0 


ist^  würde  man  hieraus  f&r  die  Reciproke  f  mit  umgekehrter 
Reihenfolge  ihrer  Veränderlichen  die  Congruenz  gewinnen: 


(10       0 

...  0 

0  46i    2»! 

...  0 

f 

0  2»!  4bi 

...  0 

0  0       0 

•  • .  46.   2», 

io  0      0 

•  ■ .  28.-  4b. 

(mod.  2'), 


wo  i,  5j,  SBj,  • . .  ii,  93,-  ungerade  Zahlen  bedeuten,  d.  i. 


2 

#=1 


r  =  6a;^  +  2  ^j  i^^'V'  +  2«-y.^.  +  2b,0  (mod.  2'), 


was  in  der  That  die  Form  eines  Hauptrepräsentanten 
(mod.  2')  für  die  Ordnung  ist,  der  f  angehört,  da  ihre  o-Inra- 
rianten  diejenigen  von  /*'  in  umgekehrter  Reihenfolge,  nämlich 

Ol     =1,     Cög'    =   ßJg'    =    •    •    •    =    On-l   =  0 

sind. 

Für  unsere  Zwecke  wird  es  genügen,  den  behaupteten 
Satz  für  die  erörterten  Fälle  zu  beweisen,  wir  ziehen  darum 
keine  weiteren  in  Betracht. 
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oder  vielmehr  die  Bestimmung  der  Anzahl  ihrer  Wurzeln 
oder  incongruenten  Lösungen.  Die  quadratische  Form 
darf  dabei  durchweg  als  prim  gegen  N  vorausgesetzt  werden. 
Wir  bezeichnen  dann  die  gesuchte  Anzahl  durch  das 
Zeichen  f(ayN],  Es  wird  uns  genügen,  diese  Anzahl  für 
den  Fall  zu  ermitteln,  wo  N  eine  Primzahlpotenz  q^  ist. 

Uebrigens  lässt  sich  der  allgemeine  Fall  sehr  einfach  auf 
diesen  besonderen  zurückführen.  Denn,  ist  die  Zahl  N  aus 
den  Primzahlen  g*,  q'*\  •  •  •  zusammengesetzt,  so  leuchtet  zuerst 
ein,  dass  jeder  Wurzel  Xg  der  Congruenz  (1)  auch  je  eine 
Wurzel 

(2)  1^  i^  Xg  (mod.  q*),  6^'  ^  Xg  (mod.  j''),  •  •  • 

der  Congruenzen 

(3)  fi^g)  EE  a  (mod.  gO,  f(i^)  -  «  (mod.  g'O,  '  •  • 

zugeordnet  ist.  Bestimmt  man  aber  umgekehrt  zu  je  einer 
Wurzel  6^,  ig,  •  •  •  dieser  letzteren  Congruenzen  die  Zahl  Xg 
gemäss  den  Congruenzen  (2),  was  stets  auf  eindeutige  Weise 
geschehen  kann,  so  findet  man 

f{xg)  ^  a  (mod.  g'),   f(Xg)  ^  «  (mod.  g'' ),  •  •  • 

also  auch 

f(xg)  E^  a  (mod.  N) 

und  somit  gehört  zu  jedem  Systeme  von  Wurzeln  der  Con- 
gruenzen (3)  eine  Wurzel  der  Congruenz  (1).  Demgemäss 
ist  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  letzteren  gleich  der  Anzahl 
der  Systeme  von  Wurzeln  der  einzelnen  Congruenzen  (3). 

Indem  wir  nun  zuvörderst  a  durch  g  nicht  theilbar 
voraussetzen,  führen  wir  den  Fall,  in  welchem  der  Modulus 
eine  Potenz  von  g  ist,  auf  denjenigen  zurück,  wo  g  selbst 
der  Modulus  ist.    Hierzu  dienen  die  folgenden  Betrachtungen*): 

1)  Sei  g  eine  ungerade  Primzahl  p  und  a  nicht  theil- 
bar durch  p.     Eine  Wurzel 

Xg  t:^  L  (mod.  p') 
der  Congruenz 

(4)  f(xg)  r-  a  (mod.  p% 

*)  S.  Minkowski,  Untersuchungen  über  quadratische  Formen, 
Acta  Mathem.  Bd.  7  S.  213. 
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in  welcher  t>l  gedacht  werd«,  ist  stets  zugleich   anch   eine 

Wurxel  der  Congnenz 

1,0)  /"i'e'  ^^  «  (mod.  ji*-'): 

aber  auch  umgekehrt  erhält  man  aas  jeder  Wurzel 

Sf  (mod.  p'-^') 
der  letztereu  nicht  nur  eine,  sondern  j^~^  veischiedene  Woizeln 
der  ersteren.     In  der  That,  setzt  man 

(61  ^p  — I? +!'-'■  iff, 

so  wird 

/■,a-,1  -  AI.'  +l'-'-2  -'■  ■  T^J-  +P'-'-  fM 
d.  i.,  da 

gesetzt  werden  darf, 

/•(x,)-.=p'-(ä+_2'«.^)  ^mod.p»), 
Nun  moss  eine  der  Zahlen 

^'■^  i;far  i'  =  1,  l>,  ■  ■  ■  n) 
prim  gegen  p  sein,  da 

also  nicht   durch   p  theilbar  ist;   somit   kann    man,   wie  ans 
nr.  4  des  Tierteo  Cspitels  leicht  herroigeht,  die  Werthe 

r, ,  r, ,  ■  ■  -  r,  (mod.  p) 
auf  p"~'  verschiedene  Weisen  so  wählen,  dass 

i+^z.^^^^Oimod.p) 

Aj,,)  =  «  (Diod.  p") 
af  solche  Weise   erhält  man  mittels  der  Formeln  (6) 
iner  Wurzel  von  (.'»)  je  ^»"""'  (mod.  pf)   verschiedene 
der    Congrnenz   (4).     Daher    wird    die   Anzahl    der 
der  letzteren  p'-'  Mal  so  gross  sein  als  die  Anzahl 
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der  Wurzeln  der  ersteren.  Hieraus  aber  folgt  oiBFenbar  der 
Satz: 

Ist  A  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

f(x^)^a  (mod.  p), 

so  ist  fi^ '  p^^—^H*—^)  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Con- 
gruenz 

f(x^)  ^  a  (mod.  p*). 

2)  Sei   nun  f(x^)   eine  ungerade  Form  und  a  eine  unge- 
rade Zahl.     Man  bemerke  dann  zunächst^  dass^  wenn 

Xg^^  (mod.  2') 

eine  Wurzel  der  Congruenz 

(7)  f(x^)  =  a  (mod.  2'), 

in  welcher  ^  >  3  gedacht  werde,  bedeutet,  dann  stets  ein 
System  von  2*  nach  dem  Modulus  2'""^  congruenten  Wurzeln 
vorhanden  ist,  welche  durch  die  Formel 

x,  =  i^  +  2'-^ .  z, 

(^  =  1,  «.  8, .  ■  •  ») 

dargestellt  werden,  wenn  man  darin  die  z^^  gleich  0  oder  1 
wählt;  denn  für  jeden  dieser  Werthe  der  z^  findet  sich 

fix,)  =E  /•(!,)  +  2'  •2'  */  ■  I  -^   ^r(Se)  (mod.  2'). 

i  * 

Andererseits  folgt  aus  der  Wurzel  x^  ^  i^  der  Congruenz  (7) 
zugleich  auch 

f{l^)  -  a  (mod.  2'-0 

und  somit  aus  jedem  Systeme  von  2"  nach  dem  Modulus 
2'""^  congruenten  Wurzeln  von  (7)  eine  Wurzel  also  auch 
ein  System  von  2"  nach  dem  Modulus  2'""^  congruenten 
Wurzeln  der  Congruenz 

(8)  /*(^(»)  =  a  (mod.  2'-i). 

Ist  aber  umgekehrt  x^  ^  5^  (mod.  2'""^)  eine  beliebige  aus 
einem  solchen  Systeme  von  Wurzeln  der  letzteren  Congruenz 
und  wählt  man 

(9)  ^(>  =  ge  +  2'-'  •  ^v 

(^  «  1,  8,  8, .    .  n) 
Bachmftnn,  Zfthloutheorie.    IV,  1.  «il 
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ao  folgt 

d.  i.,  da  man 

/•,$,)  =  « +  2<-'.S 
Betsen  darf, 

«:t,)-.^2'-({+2'«.4-^)   (mod.?). 

Nan    mass   wegeo  der  Congmenz  (8),   deren   linke  Seite 
gleich 

ist,  wenigstens  eine  der  Zahlen 

ungerade  sein:  nach  nr.  4  des  vierten  Capitels  hat  daher  die 
CoDgntenz 

2*'-'  Wurzeln,  die  mau  erlült^  indem  man  «  —  1  der  Zahlen 
Zg  beliebig,  eine  von  ihnen  aber  pasaend  (mod.  2i  wäblt.  Es 
ist  mithin  möglich 

/■(Tg)  :^  a  (mod.  2^ 

ZQ  machen,  aus  der  Wurzel  £^  von  (8)  aiso  eine  solche  x„  von 
(T)  herzuleiten.  Da  man  hierbei  n  —  1  der  Zahlen  5^  jeden 
Werth,  einer  von  ihnen  aber  nur  einen  Werth  (mod.  2)  bei- 
legen, der  Formel  (9i  also  die  Gestalt 

:r,,_(S,  +  2— ,,)  +  2'-.S, 

— i. —  daif^  IQ  welcher  ^  sowie  b  —  1  der  Zahlen  «p  jeden 
,  ein  Zg  jedoch  nur  einen  Werth  (mod.  2)  erhalten 
I,  so  repräsentirt  diese  Formel  2"-^  Systeme  von  je  2" 
lern  Hodulus  2'-'  congruenten  Wuraeln  der  Congrueoz 
lo  ei^ebt  sich:  Die  Anzahl  der  Systeme  von  je  3' 
2"-"')  congruenten  Wurzeln  der  Congrueoz  (7)  iat 
lal  grösser  als  die  Anzahl  der  Systeme  von  je  2' 
2'~*)  congruenten  Wurzeln  der  Congruenz  (8),  und  so- 
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mit   ist    auch   die  Anzahl    aller  Wurzeln   jener   Congruenz 
2*—^  mal  grösser  als  die  Anzahl  aller  Wurzeln  der  letzteren. 
Hieraus  schliesst  man  aber  offenbar  wieder  den  Satz: 
Ist  A  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

f{x^  ~z^  a  (mod.  8), 

so  ist  A  •  2^'*""^^^'"'^  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Con- 
gruenz 

f(x^)  E^  a  (mod.  2*). 

Handelt  es  sich  nicht  um  sämmtliche  Wurzeln  der  Con- 
gruenzen^ sondern  nur  um  diejenigen^  welche  (mod.  2)  vor- 
geschriebene Reste  haben  ^  so  wird  sich  an  den  Schlussfolge- 
rungen, wie  ohne  Mühe  zu  übersehen  ist^  nichts  wesentliches 
andern  und  somit  der  erhaltene  Satz  auch  dann  in  Giltig- 
keit  sein. 

3)  Ist  endlich  fQCf^)  eine  gerade  Form,  während  a  unge- 
rade ist^  so  kann  die  Congruenz  (7)  nicht  stattfinden,  wohl 
aber  die  Congruenz 

(10)  f{x^)~2a  (mod.  2'), 
welche,  wenn  man 

setzt,  mit  der  anderen 

(11)  ip(x^)~a  (moi  2'-^ 

völlig  gleichbedeutend  ist;  nur  leuchtet  ein,  dass  immer  je 
2"  Wurzeln  der  ersteren  zu  einer  Wurzel  der  letzteren  ge- 
hören, indem  aus  jeder  Wurzel  der  ersteren  eine  solche  der 
letzteren,  umgekehrt  aber  aus  jeder  Wurzel  dieser  stets  2" 
Wurzeln  der  ersteren  hervorgehen.  Dies  wird,  wie  leicht  er- 
sichtlich, auch  dann  der  Fall  bleiben,  wenn  wir  die  Betrach- 
tung nur  auf  solche  Lösungen  Xg  beschranken,  bei  denen  nicht 
sämmtliche  Ausdrücke 

^^^)  T"-a^     (fiir*=l,2,...n) 

gerade  sind.     Nun  folgt  aus  jeder  Wurzel 

x^  —  ^g  (mod.  2'-^) 

von  (11)  auch  eine  Wurzel  Xg     .^^  (mod.  2'~*)  der  Congruenz 

31* 
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(13)  q>(x^)  =  a  (mod.  2'-«); 

umgekehrt:  bedeutet  |^  eine  Wurzel  dieser  letzteren  und  wählt 
man 

(14)  x,  =  l^  +  2'-^ .  z,, 

so  folgty  ^  >  2  gedacht^ 

<p{x,)  =  ip%)  +  2'-«  .^z, .  ^-If-  (mod.  2'-0 

oder^  da  man 

9(1«)  =  «  +  2'-*  •  I 
setzen  darf, 

^(x,)  -  a  -  2'-« .  (^  +2*'  ^)  (mod.  2'-i.) 

d.  h. 

^(arj)  ^^  a  (mod.  2'->), 
wenn  man 

gerade  macht.     Dies  lässt  sich  aber,  da 

ist^  stets  bewirken,  wenn  man  für  die  Lösungen  die  Annahme 
macht,  dass  wenigstens  eine  der  Zahlen  (12)  ungerade  ist,  da- 
durch dass  man  n  —  1  der  Zahlen  z^^  (mod.  2)  beliebig,  eine 
gewisse  derselben  dagegen  passend  bestimmt.  Somit  erhält 
man  mittels  (14)  zu  jeder  Wurzel  der  Congruenz  (13),  welche 
der  Annahme  genügt,  genau  2^*"^  solche  Wurzeln  der  Con- 
gruenz (11),  sodass  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  gedachten 
Art  für  die  letztere  2*~^  mal  so  gross  ist,  wie  für  die  erstere. 
Ist  daher  A  die  Anzahl  solcher  Wurzeln  der  Congruenz 

qf{x^  E£  a  (mod.  2), 

für  welche  nicht  die  sämmtlichen  Ausdrücke  (12)  gerade  sind, 
so  ist  die  Anzahl  ebensolcher  Wurzeln  für  die  Congruenz  (11 ) 
gleich  A  •  2<«— !)('— «).  Auf  die  Congruenz  (10)  bezogen  spricht 
sich  dies  Resultat  in  folgendem  Satze  aus: 

Ist  2"  •  A  =  2"""^  •  2A  die  Anzahl  der  bezeichneten 
Wurzeln  für  die  Congruenz 
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f{x^)  =  2a  (mod.  4) 
so  ist  sie  für  die  Oongruenz 

fix^)  .-.-  2a  (mod.  20 

gleich  2A.2('— iX'-i). 

Den  vorstehenden  drei  Sätzen  zufolge  haben  wir  für  den 
Fall,  dass  a  nicht  durch  p  resp.  durch  2  theilbar  ist,  nur  noch 
mit  den  Congruenzen: 

f(x^)  '^£  a  (mod.  p) 

resp.,  jenachdem  /'(a?^)  eine  ungerade  oder  eine  gerade 
Form  ist,  mit  der  Congruenz 

f(x^)  ^£  a  (mod.  8)  oder  f(x^)  r£  2a  (mod.  4) 

zu  thun. 

2.  Wie  beschaffen  nun  a  auch  sei,  so  leuchtet  ein, 
dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

(15)  f(Xg)  —.  a  (mod.  ^) 

sich  nicht  ändert,  wenn  man  f(x^)  durch  irgend  eine  äqui- 
valente Form  fXyo)  ersetzt,  denn,  wenn  jene  in  diese  über- 
geht durch  die  Substitution 

(^  =s  1,  «,  •  •  H) 

so  entspricht  vermöge  der  letzteren  jeder  Wurzel  der  Con- 
gruenz (15)  eine  Wurzel  der  Congruenz 

(16)  r(y^)  -2  a  (mod.  q*) 

und  umgekehrt.  Offenbar  darf  hier  aber  auch  /"(y^)  durch 
irgend  eine  andere  quadratische  Form  ersetzt  werden,  deren 
Coefficienten  den  entsprechenden  jener  Form  congruent  sind. 
Und  so  darf  man  endlich,  ohne  dass  die  gesuchte  Anzahl  der 
Wurzeln  der  Congruenz  sich  ändert,  an  Stelle  von  f(x^)  in 
(15)  irgend  einen  Hauptrest  (mod.  q*)  einsetzen  und  da- 
durch die  Au%abe  auf  eine  wesentlich  einfsichere  zurück- 
führen*). 

*)  Man  findet  in  Lionv.  Journal  2.  s^rie  t.  17  p.  868 — 402  eine 
Abhandlung  von  Camille  Jordan,  sur  la  forme  canonique  des  con- 
gruences  du  second  degr^  et  le  nombre  de  leurs  Solutions,  in  welcher 
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Wir   behandeln   nun   zuerst  den  Fall,   wo  der  Mo- 

dulus  eine  ungerade  Primzahl  p  ist.    Ist  dann  o^  unter 

den  Invarianten  Oj,  Og  •  •  •  o^_i  der  Form  f(x^)  die  erste,  welche 

durch  p  aufgeht,  01^  also  die  erste  von  Null  verschiedene  unter 

den  Zahlen  o^,  cog;  •  •  •  On— 1,  so  folgt,  wenn  man  in  der  Con- 

gruenz 

f(x^)  1   a  (moA  p) 

für  f(x^)  einen  Hauptrest  (mod.  j^)  setzt,  nach  Formel  (25) 
vorigen  Capitels  folgende  einfachere  Congruenz: 

(17)  a^yj^  +  a^y^^  H h  (^Vm  ^  cc  (mod.  p), 

wo  a^j  a^y  ' ' '  Om  durch  p  nicht  theilbare  2ialilen  bedeuten. 
Im  Falle  einer  Primzahl  p,  welche  nicht  in  der  Determinante 
Ä  der  Form  f(x^t)  aufgeht,  ist  hierbei  m  ^  n.  Um  nun  die 
Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz  (17)  zu  ermitteln,  be- 
merken wir  vor  allem,  dass  sie  för  zwei  verschiedene  Werthe 
von  a  gleichviel  Wurzeln  hat,  wenn  dieselben  gleichen  qua- 
dratischen Charakter  haben.  Denn,  sind  a^,  a^  zwei  solche 
Werthe  von  «,  so  kann  man 

setzen  und  aus  jeder  Lösung  17^  der  Congruenz 

»lyi*  +  ö^y»*  H h  «my«  =  «i  (mod.  p) 

erhält  man  eine  Lösung  stj^  der  Congruenz 

%yi*  +  (hVi^  H h  (^Vm  =  «2,  , 

und  umgekehrt  aus  jeder  Lösung  1^^  der  letzteren  eine  Lösung 
rrj^  der  erstgenannten  Congruenz.  Es  bezeichne  Nm  die  An- 
zahl der  Wurzeln  der  Congruenz  für  einen  quadratischen  Rest 

eine  Methode  entwickelt  wird,  um  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Cun- 
gruenzen  von  der  Gestalt: 

»1^*  +  «»^*  +     •  •  +  ^m^m  +  hi^i^  +  '•'  —  €  (mod.  M) 

in  jedem  Falle  zu  finden.  Diese  Methode  besteht  im  wesentlichen 
gleichfalls  darin,  dass  der  quadratischen  Form  ein  Rest  von  „kanonischer 
Gtestalt"  substituirt  wird;  aber  da  letztere  von  der  hier  als  kanonisch 
gewählten  abweicht,  auch  die  quadratische  Form  selbst  unter  anderer 
Oestalt  erscheint,  so  nimmt  die  Untersuchung  insbesondere  bezüglich 
des  Moduls  2^  einen  von  dem  hier  dargestellten  sehr  verschiedenen 
Gang. 


lieber  quadratische  Congruenzen.  487 

a,  Nn^  die  Anzahl  ihrer  Wurzeln  für  einen  quadratischen 
Nichtreat  «;  endlich  sei  Nm  die  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Congruenz 

(18)  a^y^^  +  a^y^^  H f-  a^y,^  =  0  (mod.  p). 

Bedeutet  dann  Fn^  den  Ausdruck 

und  ertheilt  man  in  demselben  den  Zahlen  y^Vt}' ' '  Vm  alle 
möglichen  Restwerthe  (mod.  p)^  was  p^  Systeme  ^i,  ^2?  * '  *  y« 
ergiebt^   so  wird   die  Anzahl   derjenigen   dieser  Systeme,   fiir 

welche  Fm  ein  quadratischer  Rest  wird,  ^^-^  N^nj  die  Anzahl 
derjenigen  Systeme,  für  welche  Fm  ein  quadratischer  Nichtrest 
wird,  ^—'-Nm  sein  und  somit  folgende  erste  Beziehung  her- 
vorgehen: 

(19)  r  =  .V^'  -f  ^i  .  {Nm  +  Nm). 

Die  Wurzeln  der  Congruenz  (18)  lassen  sich  aber  in  zwei 
Arten  vertheilen:  diejenigen,  bei  welchen  y^  ^  0  ist,  deren 
Anzahl  offenbar  gleich  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

Fm^i  =  a^y^^  +  a^y^^  H h  Um-iym^i  ~  0  (mod.  p) 

d.  h.  gleich  Nm—i  ist,  und  diejenigen,  bei  welchen  y,«  nicht 
durch  p  theilbar  ist.  Aus  jeder  der  letzteren  erhält  man, 
wenn  dmym  nach  rechts  geschafft  und  mit  der  zu  y,;i  (mod.  |>) 
associirten  Zahl  multiplicirt  wird,  eine  Wurzel  der  Congruenz 

Fm-i  i^  —  Om  (mod.  p) 
und   umgekehrt,   sodass   es  (/>  —  \)Nm—i  oder  (/> — \)N,n^i 

Wurzeln  der  zweiten  Art   giebt,  jenachdem  ( -\  =  -f-  1 

oder  —  1  ist.  Je  nach  diesen  beiden  Fällen  ist  dem- 
nach 

(       iv,:  =  N,::.,  +  (i>  -  i)Nm^x 

(20)  oder 

l  N^l  =  N^^,  ^  {p  -  l)Nm^i. 

Da  zugleich 
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sein  musSy  so  giebt  die  Verbindung  der  Formeln  flO)  und  {20. 
leicht  folgende  neue  Beziehung: 

(21)  2jf--'  -=  N^  +  2V;  +  (=^)  •  (iV— 1  -  A''— 1 '. 

Wir  verfolgen  zunächst  den  Fall  m  =  2,  betrachten 
also  die  Congruenz 

(22)  a^y^  +  o^y,*  ^e  «  (mod  pi. 

Der  Yoraufgehenden  allgemeinen  Betrachtung  zufolge  bestehen 
die  beiden  Gleichungen 

und 

r24;  2p  =  Jf,  +  N,'  +  (:^)  .  (N,  -  X,') ; 

^j  bezeichnet  dabei  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

GiP^^  _=E  a  (mod.  p) 

für  einen  quadratischen  Rest  a,  N^  für  einen  quadratischen 
Nichtrest  a  (mod.  p)^  mithin  findet  sich  sogleich 

und  die  letzte  Gleichung  nimmt  dadurch  die  Gestalt  an 

(25)  2p  =  .V,  +  2V,'  +  2  .  (=^-^) . 

Nun  sieht  man  zunächst  leicht  ein,  dass  N^,  iVg'  tou  Null 
verschieden  sind.  Denn,  wenn  a  ein  quadratischer  Rest  ist, 
so  wird  (22),  falls  a^  quadratischer  Rest  ist,  ftlr  zwei  Werthe 
von  y^  und  für  y^       0  (mod.  p)  gelöst;  im  entgegengesetzten 

Falle   lässt   die  Diflferenz   a  —  «iJ^i*;   während   y^   sämmtliche 

p  -f- 1 
Werthe   (mod.  p)   durchläuft,    ^— J--   nicht   durch   p  theilbare 

Reste  (mod.  p),  unter  denen  also  mindestens  ein  quadratischer 
Rest  und  ein  quadratischer  Nichtrest  vorhanden  ist,  fftr  welchen 
dann,  jenachdem  a^  quadratischer  Rest  resp.  Nichtrest  ist,  die 
Congruenz 

«2^2*       «  —  «lyi^  (^öd.  p) 

auflösbar  ist.  Somit  muss  jedenfalls  N^  von  Null  verschieden 
sein,  und  aus  gleichen  Erwägungen  auch  N^'. 


(mod.  p). 
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Die«  voraasgeschickt;  betrachten  wir  die  Congruenzen 

(26)  a,y,^  +  a,y,^  ^  a 

(27)  a,y/»  +  a,y,'«  =  a'J 

Wenn  sie  erftQlt  sind,  so  ist  es  auch  die  dritte: 

(28)  a^ss^^  +  a^z^^  ?J3  a^aa    (mod.  p), 
in  welcher 

ist,  und  man  übersieht  sogleich,  dass  incongruenten  Lösungen 
einer  der  Congruenzen  (26),  (27)  auch  incongruente  Lösungen 
von  (28)  entsprechen.  Haben  demnach  a,  a'  verschiedenen 
quadratischen  Charakter,  so  folgen  aus  den  sammtlichen  Wurzeln 
derjenigen  der  Congruenzen  (26),  (27),  deren  rechte  Seite 
mit  a^  gleichen  quadratischen  Charakter  hat,  zusammen  mit 
einer  Wurzel  der  anderen  von  ihnen  ebenso  viel  verschiedene 
Wurzeln  der  Congruenz  (28),  deren  rechte  Seite  alsdann  einen 
von  a^  verschiedenen  Charakter  hat,  woraus  hervorgeht, 
dass  eine  der  beiden  Zahlen  N^,  N^'  der  anderen  mindestens 
gleich  ist.  Wählt  man  ein  anderes  Mal  er,  a'  beide  von  dem- 
selben aber  zu  dem  von  a^  entgegengesetzten  Charakter, 
so  folgen  aus  den  sammtlichen  Wurzeln  der  Congruenz  (26) 
zusammen  mit  einer  Wurzel  von  (27)  ebenso  viel  verschiedene 
Wurzeln  der  Congruenz  (28),  deren  rechte  Seite  jetzt  gleichen 
quadratischen  Charakter  hat  wie  a^,  und  daraus  folgt  jetzt,  dass 
die  andere  der  Zahlen  N^y  N^'  der  ersteren  mindestens  gleich 
ist.     Beides  zusammen  lehrt  die  Gleichheit 

Infolge  dieses  Resultates  ergiebt  nun  sofort  die  Formel  (2ö) 
die  Werthe 

(29)  N,=^N,'  =  p-{-^), 
während 

(30)  N,o  =  p  +  (p-l),{ll^) 

gefunden  wird.  — 

Setzt  man  nunmehr 

Fm-2  =  a^Vi^  +  a^y^^  H f-  a^_2ym'~2 

die  Congruenz  (17)  also  in  die  Gestalt: 
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a«_iy,n^_i  -f  a„,y^  =  a  —  F„_j  (mod.  p),  • 

so  kann   man  ihre  Wurzeln  in   diejenigen   unterscheiden^    für 

welche 

-F;«-,  _::Ea  (mod.|)) 

ist^  und  diejenigen^  welche  diese  Congruenz  nicht  erfüllen.  Ist 
zunächst  a  ein  quadratischer  Rest  (mod.  p),  so  giebt  es  N^—i 
Systeme  ^i,  y^,  •  •  y»»— 2  der  ersteren  Art  und  jedem  Ton  ihnen 
entsprechen  nach  der  soeben  entwickelten  Theorie  —  wobei 
nur  ctifO^  durch  a^»— i,a«  zu  ersetzen  sind  — 


p+(p-i)-{-\--) 


Systeme   ym~i,ym;   jedem   der  p^^^  —  iV^— 2   übrigen   Rest- 
systeme yi,  y^,  ' ' '  Vm—i  (mod.  p)  aber  entsprechen 


p-K—p — ) 


N, 


Systeme  y,n^i,  ym-  Ini  Ganzen  also  findet  sich  die  Anzahl 
der  incongruenten  Systeme  yi,  y^)  •  -  ym,  welche  der  Con- 
gruenz (17)  genügen^ 

+  [p  -  (~  °7'°"')]  (^"*  -  ^"-*> 

Ganz  ebenso  führt  die  Annahme^  dass  a  ein  quadratischer 
Nichtrest  sei,  zur  Beziehung 

n;.  =  ^..-.  (,  -  {-^))  +  .v„_, .  p .  (--7'--) 

und  folglich  erhält  man  auch  diese  andere: 

(31)        JV„,  -  N;,  =  ( JV„  _ ,  -  iS-  _,)•!)•  (~  "p- '""')  • 

Aus  gleichen  Gründen  bestehen  aber  die  ähnlichen  Glei- 
chungen: 

-Nm-»  -  ^;-*  =  (Am-*  -  J^;-4)  •  P  ■  (~  "'"-»°-'-») 

u.  8.  w.,  aas  deren  Combination  sich  endlich 


Ueber  quadratische  Congi'uenzen. 


491 


für  ein  gerades  m  wegen  der  Gleichheit 

iV,  =  iV,' 
auch 
(32)  N^  =  N;^, 

dagegen  für  ein  ungerades  m  wegen 


die  Formel 


P 

m  — 1 

"•-'     '  (-1)   »     a.a. 


a 


V 


(33)  2V;„  -  i^^  =  2i)  2    . 

ergiebt. 

Verbindet  man  nun  mit  einander  die  Formeln  (21)  und 
(32)  resp.  (33),  so  gewinnt  man  ohne  Mühe  folgende  Werthe: 
für  ein  gerades  m: 


(34a) 


-ZVm  =  iV;.  =i)"»-i— 2> 


3" 


m 

T 


_i        (-l)'a,a. 


a 


m 


iti 


m 


fQr  ein  angersdes  m: 


1        (-l)*a,a. 


a 


m 


p 


(34  b) 


w  —  1 


-ZV„=i>"-»  +p  « 


"■- »     '(-1)    «     a.a,--o„, 


W— 1 


—  ^   '(-1)  2  «»a,-.«.. 


Nach  diesen  Formeln  kann  in  jedem  Falle  die  Anzahl 
der  Wurzeln  angegeben  werden,  welche  die  Congruenz  (17) 
besitzt.  Für  den  Fall,  dessen  wir  in  der  Folge  besonders  be- 
dürfen, in  welchem  a  nicht  durch  p  theilbar  ist,  findet  sich 
so  der  Satz: 

Die  Congruenz  (17),  in  welcher  a  nicht  e^O  (raod./?) 
ist,  hat,  wenn  m  gerade  ist. 


(35a) 


pn-l  p 


T-' 


m 


(-1)^0,0, 


•      •      • 


a. 


m 
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und^  wenn  m  ungerade  ist. 


'üni    (  (-  1)    *    a,a^ 


«m« 


(35b)  l>-        .   .  ^  ^ 

Terschiedene  Wurzeln*). 

Bedenkt  man  aber^  dass  diejenigen  n  —  m  unbestimmten 
der  Congruenz 

/"(y?)  =  «  (mod.  p), 

welche  nicht  in  (17)  Terbleiben,  jeden  beliebigen  Werth  (mod.  p) 
erhalten  dürfen^  so  folgt  hieraus^  dass  die  Anzahl  Wurzeln 
der  Congruenz 

^)  Dies  Resultat  findet  man  bewiesen  in  C.  Jordan 's  trait^  des 
Hubstitntions  p.  159;  es  wird  dort  —  scheinbar  einfacher  —  mittels 
allgemeiner  Induktion  erschlossen,  giebt  aber  damit  nicht  die  rechte 
Einsicht  in  die  Gründe,  auf  denen  der  Satz  beruht.  Wir  haben  daher 
vorgezogen,  uns  —  im  wesentlichen  —  den  Gresichtspunkten  anzu- 
schliessen,  deren  Lebesgue  in  seinen  recherches  sur  les  nombres  §  5 
in  Liouv.  Journal  t.  2  p.  266—276  gefolgt  ist.  Diese  interessante  Arbeit 
enthält  eine  Methode  zur  Bestimmung  der  Anzahl  der  Wurzeln  der  Con- 
gruenz 

«i^i"*  +  «1^"*  +  •     •  «x^*  =  "x+i  (™^<1-  i>  =  mÄ  +  1) 

und  giebt  als  einfachste  Anwendung  derselben  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Congruenz 

«1^1*  +  «t^i*  H 4-  «x^x  ^  «x-l-i  (°^^^- 1>  =  2Ä  +  1); 

als   fernere  Beispiele   aber  behandelt  Lebesgue    auch  die   zwei  Con- 

gruenzen 

(iiX^^  -{-  a^x^*  ^  a^  (mod.  jp  =  3Ä  -|-  1) 
und 

ttjXi*  4"  «1^*  ^==  ^  (mod.  p  =  Ih  -{-  1) 

und  leitet  dabei  die  berühmten  Sätze  her,  welche  die  Beste  der  Aus- 
drücke 

2fe(2fe  —  1)  ...  (A  -I-  1) 

1  •  2  •  •  •  Ä 
resp.  (mod.  p) 

J_     2^(2^  -,  1)  .  .  .  (^  4-  1) 

2   *  1.2-  "ni 

mit  der  Zerlegung  der  Zahl  p  beziehungsweise  in  die  Formen 

L^  +  273f «  =  ip,  i«  +  Jtf »  =  i) 

in  Verbindung  setzen.  (S.  meine  Lehre  von  der  Kreistheilung  S.  143, 
144  resp.  S.  137.) 
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(36)  f{x^)  .--.  a  (mod.  p), 

wenn  die  erste  durch  p  theilbare  Invariante 

Ol,   Ojj,   •  •  •  On-\ 

von  geradem  Index  m  ist, 

A-p.-..[.-,-r(ti>:^^-)]. 

wenn  sie  von  ungeradem  Index  m  ist, 


m  — 1 

lK=p 


i+p   ^    -'-''    '^'" 


P 
ist.     Aus  der  Congruenz  (25)  vorigen  Capitels  ergiebt  sich 

(fin  dm^i  'f^Eria^a^'-am  (mod.  p); 

also  hangt  das  Legendre'sche  Symbol,  welches  die  vorstehen- 
den Formeln  enthalten,  und  somit  auch  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Congruenz  (36)  ausser  von  a  und  von  der  Ordnung  der 
Form  f(x^)  ausschliesslich  von  dem  auf  die  Primzahl />  be- 
züglichen Charakter  (— )  derselben  ab,  und  auch  umge- 
kehrt kann  dieser  Charakter  der  Form  aus  der  Anzahl 
der  Wurzeln  der  Congruenz  (36)  mittels  jener  Formeln 
erschlossen  werden.  Die  Anzahl  der  Congruenzwurzeln 
bezüglich  einer  nicht  in  der  Determinante  aufgehenden  Prim- 
zahl p  ist  unabhängig  vom  Geschlecht  nur  durch  die 
Ordnung  der  Form   bestimmt.     Denn   in   diesem  Falle   geht 

über. 

3.    Betrachten  wir  jetzt  zweitens  die  Congruenz 

(37)  f{x^)  -^  a  (mod.  8) 

für  den  Fall,  dass  a  eine  ungerade  Zahl  und  f{x^)  eine  unge- 
rade Form  ist.  Wir  dürfen  letztere  durch  einen  Hauptrepräsen- 
tanten f\y^)  (mod.  2')  und  diesen  durch  seinen  Rest  ersetzen 
und  erhalten y  wenn  wir  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dass 
die  Determinante   A  der  Form    ungerade  ist,    statt  der 
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Congruenz 

(38)  /"(y^)  --  a  (mod.  8) 

nach  (31)  vorigen  Capitels  eine  Congruenz  von  der  Qestalt: 

(39)  a,y,^  +  a,y,^  H h  ^nVn^  --  «  (moA  8), 

wo  ^i;  o^;  '  *  *  An  ungerade  Zahlen  sind.  Hierbei  betrachte 
man  nur  solche  Wurzeln  derselben,  bei  denen  nicht  sammt- 
liehe  y,  ungerade  sind.  Jede  solche  Wurzel  Vi^  y^,  -  -  *  yn 
ist  nun  auch  eine  Wurzel  derselben  Congruenz  (mod.  4);  ist 
aber  etwa  y^  gerade,  so  stellen  auch 

Vi  +  2,  y,,  •  •  •  yn 
eine  solche  dar,  fOr  welche  jedoch 

(39a)  a,(y,  +  2)*  +  a,y,«  +  •  •  •  +  a^yj  -  a  +  4  (mod.  8) 
ist.     Die  bezeichneten  Wurzeln  der  Congruenz 

(40)  a^yj^  +  o^y,^  H \-  a^yn^ :     a  (mod.  4) 

lassen  sich  also  in  Paare  so  vertheilen,  dass  der  einen  Wurzel 
jeden  Paares  eine  Losung  der  Congruenz  (39),  der  andern  eine 
solche  der  Congruenz  (39a)  entspricht;  da  jedoch  aus  einer 
Lösung  yi,  yj,  •  •  •  y«  von  (39)  resp.  (39a),  wenn  man  die 
y,  um  4  verändert,  genau  2'*  Wurzeln  derselben  entspringen, 
so   wird   die   Anzahl   A   der   bezeichneten  Wurzeln   von   (39) 

gleich    2*  •  Y  Ä   sein,   unter  ?t   die   Anzahl    der   bezeichneten 

Wurzeln  verstanden,  welche  der  Congruenz  (40)  eigen  sind, 
man  hat  mithin 

(41)  A  =  2»- 1 .  a. 

Um  nun  %  zu  bestimmen,  bemerke  man,  dass  die  Con- 
gruenz (40)  keine  Lösungen  in  lauter  ungeraden  Zahlen 
haben  kann,  wenn  n  gerade,  oder  auch,   wenn  n  ungerade 

und 

Ol  +  Oj  +  •  •  •  +  a«  _^  —  «  (mod.  4) 

ist;  dagegen  2"  solche  Wurzeln,  wenn  n  ungerade  und 

^1  "I"  ^  H"  *  *  *  H"  ^'«  ^-^  ^  (mod,  4) 
ist.    Da  man  aber  %  findet,  wenn  man  die  Anzahl  der  Wurzeln 
in  lauter  ungeraden  Zahlen  von  der  Anzahl  aller  Wurzeln  der 
Congrueuz  (40)  überhaupt  abzieht,  erübrigt  nur,  diese  Anzahl 
ihrer  sämmtlichen  Wurzeln  zu  finden. 
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Letztere  Aufgabe  soll  nun  unter  der  allgemeineren  Vor- 
aussetzung eines  beliebigen  a  gelöst  werden.  Man  nehme  an, 
von  den  Coefficienten  dj,  Og,  •  •  •  a«  seien  [i  von  der  Form  4 j  +  1, 
V  von  der  Form  4j  +  3,  sodass  /t  +  v  =  n  ist;  mit  rj  be- 
zeichne man  den  kleinsten  positiven  Rest  von  a  (mod.  4).  Die 
Congruenz  (40)  ist  dann  der  folgenden: 

(42)        g,*  -f  ;J,«  +    .   .  .   +  g^i  -  («,«   +  «,*+...+  «/)  -  , 

(mod.  4) 
gleichbedeutend.     Man  sieht  sogleich,  dass  eine  Congruenz 

(43)  ^^»  +  ^/  +  . . .  +  z.,'  r-  71  (mod.  4) 

nur  dann  erföllt  wird,  wenn  von  den  /t  Zahlen  ^i,  ^2; ' '  '  ^z« 
eine  Anzahl  5  =  4A  +  ^  ungerade,  die  übrigen  gerade  gewählt 
werden,  und  dass  man  so  jedesmal  2^'  Wurzeln  der  Congruenz 
erhält.     Setzt  man  also 

M^  =  Z^^  2j    "         1  .  2  -  .  •  . 

indem  man  diese  Summation  auf  alle  Zahlen  ^  der  genannten 
Form  erstreckt,  welche  ^  ft  sind,  so  bezeichnet  M^  die  Anzahl 
der  Wurzeln  von  (43).     Nun  besteht  aber  folgende  Entwicke- 

lung: 

2/1  .  (1  +  i^y  =  JJfo  +  i^M^  +  ^^M^  +  «»^itf,; 

und,  wenn  man  analog 

AT   _  9v      V  K^J-l)  •  •  •  (v  —  «  +  1) 

^n  —  ^  '  ^  1—2".  .  .  « 

setzt  und  die  Summation  über  die  angedeuteten  s^v  erstreckt, 
so  bezeichnet  gleicherweise  N^^  die  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Congruenz 

^1*  +  tij^  +  •  •  •  +  Wr^  ^^  ri  (mod.  4) 
und  es  ist 

2»' .  (1  +  i^ay  =  .Y^  +  i^Q:s,  +  i^^N^  +  i^N^. 

Durch  Multiplikation  dieser  beiden  Formeln  mit  einander 
ergiebt  sich 

(44)  2»  .  (1  +  iv>' .  (1  +  i»v)»  =  P^,  +  fvP,  +  «"«vP,  +  /3^p^^ 
wenn  zur  Abküi-zung 
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JfoJT,  +  M,N,  +  M^N,  +  M,N,  -  P, 
M,N,  +  M,N,  +  M,N^  +  M,N,  =•  P, 
M^N,  +  JfiiV,  +  M,N,  +  Jlf,iV,  =  P, 

geschrieben  wird.  Offenbar  bezeichnen  aber  diese  so 
(für  ij  =  0^  1,  2,  3)  definirten  Zahlen  P,  die  Anzahl  der 
Wurzeln  der  Congruenz  (42)  oder  (40);  denn  z.  B.  för 
1^  3=  1  erhält  man  die  Wurzeln  dieser  Congruenz,  wenn  man 
die  Quadratsummen 

^1*  +  ^,*  +  •  •  •  +  nA  «1*  +  «,»  +  •••  +  f«,» 

resp.  congruent  1,  0  oder  2, 1  oder  3,  2  oder  0,  3  (mod.  4) 
macht,  was  je  auf  M^  •  Nq,  M^  •  N^^  M^  •  N^^  M^  •  N^  Weisen 
geschehen  kann,  u.  s.  w.     Setzt  man  folglich 

Po  +  i^P,  +  i^^P,  +  i»^P,  =  ö,, 

so  erhält  man  die  gesuchte  Anzahl  der  Wurzeln  durch  die 
Formel 

(45)  4  .  P,,  =  S^o  +  ^'^^i  +  ^'^'^%  +  »''^s- 
Nun  ist  nach  (44) 

©0  =  2«»,  sy,  =  0 

(46)  ,  STi  =  2»(1  +  iy{l  —  ty  =  2'«(1  +  t)«  .  (—  i)" 

m^  =  2''(1  —  «^(l  +  »y  =  2»(1  — «)» .  i^ 

Die  letzteren  Formeln  lassen  noch  eine  beträchtliche  Um- 
gestaltung zu.  Setzt  man,  indem  man  durch  [a]  das  grösste 
Ganze  von  a  ausdrückt, 

WO  r  und  X  einen  der  Werthe  0, 1  haben  müssen,  so  kann 
man  wegen  der  Gleichheit 

m  -  < 

die  Formel  für  VJ^  auch  so  schreiben: 

=2".(i^y-'[fl.(_i)[T]+H..v-. 
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Ist  nun  I  yJ  ^  V    also   r  ^  A   (mod.  2),    so    muss    auch 
r  =s  A  sein^  dann  wird  also 

Ist  dagegen  I  yj  ^  v  (moA  2),  so  muss  r  -\-  X  =  1  sein, 
und  da  man  schreiben  darf 

a,^  ^  fi  .  ('-^)""'[^]  •  (-  1)M+[t1+'  .  ,v+.^ 

kommt  einfacher 


^.  _  2*T .  (li-y-m .  (-  ,)[t]+M+'  .  .• 


1. 


4.    Hier  führen  wir  folgende  zwei  Einheiten  ein: 

(47)    B  =  (—  i)Kl'^',  *  =  (—  i)M"^K  j .  «H . 

Bemerkt  man  dann,  dass  V5^  und  ^^  conjugirt  imaginär  sind^ 
so  darf  man  sagen: 

Ist  «  =  -j-  1,  so  ist: 


(48) 


ist  aber  £  =  —  1,  so  ist: 

SS»,  = 


(48  a) 


°.  - + ^"  ■  (^)""'f '^  ■  '•■■ 


Durch  Einführung  der  für  die  Zü^  gefundenen  Werthe  in  die 
Formel  (45)   erhält  man  die   gesuchten   Zahlen  P,.     Wir 
stellen  sie^   nach  den  möglichen  Fällen^   in  folgender 
Tabelle  zusammen: 
L  n  gerade. 

Ist  dann  1)  £  ==  +  1;  so  ist 

Bachmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  32 
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P^  =  2»"  +  tf-g^"*"',  4P,  =  2»"  —  tf  .2"*""'"' 

4P,  =  4P,  =  2»-; 
!at  2)  e  =■  —  1 ,  so  ist 

P,  =  2»-  —  J  ■  2^  "^^  4P,  =  2»"  +  d  ■  2^^' 

4P(,  =  4P,  =  2»-. 
I  angerade. 
!st  daiin  1)  f  ■=  -|-  1 ,  so  ist 

4P(,  =  4P,  =  2»"  +  tf    2^~, 

4Pj  =  4Pb  =  2"  —  a  ■  2~^; 
flt  2)  e  ^  ^  1,  80  ist 

4P(,  =  4Ps  =  2»"  +  <J  ■  2   «    , 

4Pj  =  4Pi  =  2»"  —  *  ■  2~5~*). 
Einheiten  e  und  d  müssen  wir  noch  naiier  betrachten, 
werden   soviel   der   Coefficienten   Oi   congruent    —  1 

sein,   als  von  den  Zahlen  -^-^ —  ungerade  sind,  und 
If^  sogleich 

(-  !)■  -  (-  1)'-'      ; 

acher  wird,  da  nach  der  Congruenz 

'(yp)  =  Ol?,*  +  0,9,*  H h  o^y/  (mod.  2') 

A  ^  o,(ij  ■  ■  ■  a»  (mod.  4) 


dere  Anadrücke  hat  Smith  in  seinem  mäm.  hut  U  repr^sen- 
art.  8  gegeben;   unterscheidet  man  die  Fälle,   in  welchen  n 

'ormen  4j,  4j  +  1,  4>  +  2,  4j  +  3  iat,  ho  beetÄtigt  mao 
gefundenen  Formeln  leicbt  die  dort  angegebenen    Smitb- 

Irücke  fQr  die  von   ihm  durch  das  Zeichen  #  bezeichneten 
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m)  e  =  (-  1)L^]  ■  (-  1)^ 

sein.    Man   bemerke  auch  zn  späterer  Verwendung,  daaa  aus 

der  Congruenz 

'''i  +  <*»  +  "'"l~*"^^/*  —  V  ^^n  -\-2v  (mod.  4) 
fOr  den  Fall  eines  ungeraden  n  die  folgende: 

o.  +  ö,  H 1-«,  —  l__rw"l     ,  ,        j    n\ 


i 

—  L: 

jjT-v   !»„-. 

also 

.-1 

.  +  -,  +  ■■  +-,-1 

f 

=  (— 

i)^_( 

-y 

« 

und  folglich 

(50a) 

e  =  o 

,  +  «.+ 

•■  + 

o.  (mod.  4) 

sich  ergiebt. 

Ferner  werden 

unter  den 

n(n  — 

-ü  Produkten 

welche  verschiedenen  Indicee  i,k  entsprechen,  genau  so  riel 
angerade  sein,  als  die  v  rerschiedenen  Indices,  denen  Coeffl- 
cienten  a,-,  a*  von  der  Form  ij  -\-  3  entsprechen,  zu  zweien 
combinirt  werden  können,  d.  h.  --^— ^ — ,  und  man  findet  so- 
gleich, da  offenbar 

'<.^^[|](„„d.2) 


-i)l.J_(_i)  •    ^(-i)-^  •      .   , 


,  "ii-i) 


die  Summation  auf  alle  — ^—  Gombinationen   zu  zwei  ver- 
schiedenen  Indices   der  Reibe  1,  2,  3,  ■  ■  ■  n  bezogen.  Der  Ex- 
ponent  dieser   Potenz  von   —  1    ist   aber   (mod.  2)  mit 
folgenden: 

■      5        I  9         '      ä        f-  ■  ■  ■ 


oder  auch,  wie  man  leicht  übersieht,  mit  die» 


2— 


Siebentes  Capitel. 
-    °m  -  1    «.«.  -■'■-+1  +  ^ 


lt.     Xun  folgt  aber,  da  die  InTarianten   ff«  der  Form 
mmtlich  gleich  1  sind,  aus  (49)  die  Beziehung 

(^-,1  ■  /"^  =  Oiüt  ■  ■  ■  Om  (mod.  4), 
er  ist  d&a  allgemeine   Glied  der  vorstehenden  Summe 
endem  Ausdrucke 

2  '  2 

congruent,  welchem,  wenn  man  die  ans  der  Beziehung 

d«=_i  ■  Om  "=  Ab  ■  dm-l 

a  Congruenz 

o„  =  «i»  ■  dm^t  (mod.  4) 
der  andere  (mod.  2)  substituirt  werden  darf: 

[(*.-,  - 1)  (*.  + 1)  +  (*._,  - 1)  (ft  - 1) 

+  (d.-,  -  W.+,  -  1)] 

T         2  2         "f"         2  2 

1  findet  sich  die  ganze  Summe  (51)  (mod.  2)  congruent 
endem  Ausdrucke: 

2|{4.-.  -  l)  (i*.  +  1)  +  !(<«.-.  -  1)« 

hier  die  Grösseu  o^  mit  den  durch  e„  benannten  iden- 
id,  mit  dem  ein&chen  Ausdrucke: 

»  -  Ot  +^|(«U-.  -  I)(d™  +  1)  +  *(o,  «  -  !)■ 

che  Weise    geht    der  Ausdruck    für    die  Einheit  S  in 
enden  über: 

ä_(_l)[T]+-  +  *-".,[T], 
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WO 
(52a)      .  -  i  M  -  l)(rf,  +  1)  +  i(rf,  -  l)(rf,  +  1)  +  •  •  • 

+  i(*.-.-l)(A-.+  l) 

ist.  Die  Einheit  c  hangt  somit  nur  von  der  Ordnung,  die 
Einheit  S  ausser  von  der  Ordnung  der  Form  f{Xf)  auch  von 
ihrem  Simultaneharakter  ( —  !)'''(''."— «  ab. 

Demnach  wird  auch  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Con- 
gruenz 

f(Xf)  =  a  (mod.  8) 

ausser  durch  die  Ordnung  der  Form  f{Xf)  nur  durch  ihren 
Simultancharakter  ( —  l)«"."-')  bestimmt,  den  sie  auch  ihrer- 
seits umgekehrt  definirt. 

Mit  E,,  d^  mdgen  noch  die  Einheiten  bezeichnet  werden, 
welche  sich  auf  die  quadratische  Form 

fls?/  +  «»?»*  H h  a-y-' 

auf  gleiche  Weise  beziehen,  wie  t,  Ö  auf  die  Form 

«iJ/i'  +  «i!/»*  H f-  «"?-*; 

es  seien  also 

..  =  (-!)[->-, 
wo  V,  die  Anzahl  detjenigen  unter  den  Zahlen 

ist,  welche  die  Form  4j  -\-  3  haben,  und 

Wenn  man  bedenkt,  dass,  jenachdem  a,  von  der  Form 
4j  ■\-  1  oder  4j  -|-  3  ist,  v^^  v  oder  v^  =  v  —  1  ist,  und 
wenn  man  die  leicht  ersichtlichen  Congruenzen 

["-i^] -["]  +  «-'  I 

["^-]- [7] +  ("-')•  [-7--]) 

benutzt,  so  finden  sich  ohne  Mflhe  die  beiden  Gleichungen: 


502  Siebentes  Capitel. 

durch  welche  die  Einheiten  «j,  d^  auf  die  anderen  6,  d  zu- 
rückgeführt werden. 

5.    Wir  behandeki  endlich  drittens  die  Congruenz 

(54)  f(x^)  =  2a  (mod.  4), 

in  welcher  f(x^)  eine  gerade  Form  sein  soll,  jedoch  wollen 
wir  auch  hier  uns  auf  den  Fall  beschränken,  wo  die  Deter- 
minante der  letzteren  ungerade  ist,  was  n  gerade  Tor- 
aussetzt;  es  leuchtet  ein,  dass  dann  diejenigen  Auflosungen, 
für  welche  sammtb'che  Ausdrücke  (12)  gerade  sind,  die  ge- 
raden Auflosungen  der  Congruenz  sein  werden,  solche  also 
nicht  vorhanden  sind,  sobald  a  ungerade  gedacht  wird.  Der 
Congruenz  (54)  kann  man  die  andere 

f'iy,)  ^  2  a  (mod.  4), 

in  welcher  /"(y^)  irgend  einen  HauptrepnLsentanten  (mod.  2*») 
der  Classe  von  f  bezeichnet,  und  dieser  nach  der  Formel  (40) 
des  vorigen  Capitels  eine  Congruenz  von  folgender  Gestalt 
substituiren: 

m 

(55)  ^  2{aix*  +  %xy  +  o,y«)  eh  2a  (mod.  4), 

in  welcher  a,-,  %  ungerade  Zahlen  und  m  die  Zahl  —  bedeuten. 

Wir  untersuchen  zunächst  für   ein    beliebiges  a,   wie- 
viel Wurzeln  eine  Congruenz  von  der  Form 

ctiX^  +  %^y  +  O/y*  ^  «  (mod.  2) 
hat.     Ist  a  ungerade,  so  muss,  wenn 

a,  gerade  d.  i.  4a, 0/  —  ?li*  ^^  7  (mod.  8)  ist, 

X  ungerade,  y  gerade  gewählt  werden,  also  ist  nur  eine 
Wurzel  (mod.  2)  vorhanden;  ist  aber 

0,-  ungerade  d.  i.  4a,a,  —  %*  ^ee  3  (mod.  8), 

so  kann  y  gerade  und  x  ungerade,  oder  y  ungerade  und  x 
beliebig   gewählt   werden,   also    sind    drei  Wurzeln   (mod.  2) 
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Yorhanden.     Umgekehrt  wird  sich's   Terhalten^   wenn  a  ge- 
rade ist. 

Dies    yorausgeschickt;   bezeichne   man   mit  [i  die  Anzahl 
der  m  Ausdrücke 
(56)  üix"  +  %xy  +  o,yS 

für  welche  der  erste  Fall  statthat  d.  h.  für  welche 

(4a,a,  -  v)  '^  "*■  ^ 

ist,    mit   V   die   Anzahl   derjenigen,   für  welche  dies   Symbol 
gleich  —  1  ist,  sodass  fi  -{-  v  =  tn  ist. 

Wenn  nun  zunächst  a  gerade  ist,  so  hat  man  in  (55) 
eine  gerade  Anzahl  der  Ausdrücke  (56)  also 

entweder  2h     der  /x  Ausdrücke  und  2x     der  v  Ausdrücke 
oder         2Ä+1„  „         „  „    2x+l„  „        „ 

von  dieser  Gestalt   ungerade,   die   übrigen  gerade  zu  machen, 

was 

im  ersten  Falle  3^-«*  •  3«* 

im  zweiten  Falle  3^-«a-i  .  3«*+» 
Wurzeln  der  Gongruenz 


m 


(57)  ^ (a,x»  +  %xy  +  a,y»)  =  a  (mod.  2) 

ergiebt.  Man  erhält  die  Gesammtzahl  der  Wurzeln  dieser 
Gongruenz,  wenn  man  die  gedachte  Auswahl  auf  alle  mög- 
lichen Weisen  trifft  und  die  ihnen  entsprechenden  Zahlen  addirt; 
so  findet  sie  sich  offenbar  gleich 

jLj  12     ''2h  ^  1  .  2  .  •     2m 

S^I^(H-t)--'(l^-2h)  ,_,     yv{v^l)'-.(v-2y.) 

'     -^    1  •  2"...  (2Ä  +  1)  .^    1.2...(2x+l) 

=  {  [(3  +  1)^  +  (3  -  !><]  .  [(1  +  3)'  +  (1  -  3)'] 

+  ^[(3  +  1)^  -  (3  -  ly]  ■  [(1  +  3)'  -  (1  -  3)'] 
oder,  yereinfEtcht,  gleich 
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,.-..(,  +  <=,.)'). 

m  =  n   und   offenbar   ( —  1)'  =  8,   wenn   wir   zur 
;  durch  &  das  Jscobi'sche  Symbol  ' 


und   letzteres    ergiebt  sich    mitteb  der  aus  (40) 
tpitels  folgenden  Congruenz 

T 

A  =27  (4a,a,  -  %')  {mod.  8) 
ah  mit 


B  folgt  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz  (57) 
irades  a  gleich 


-r?.} 


hnliche  Weise  ftlr  ein  ungerades  a  gleich 

in  aus  jeder  Wurzel  der  Congruenz  (57)  je  2"  Wuraeln 
uenz  (55)  oder  (54)  hervorgehen,  läast  sich  hiemach 
Anzahl  der  Wnrzeln  der  letzteren  für  jeden  Werth 
rtimmen.  Insbesondere  erhält  man  für  ein  nnge- 
ach  der  gemachten  Vorbemerkung  folgendes  Resultat: 
Lnzabl  derjenigen  Wurzeln  der  Congruenz  (54),  fßr 
tht  alle  Zahlen  (12)  gerade  sind,  beträgt 


-Ci) 

[r.  1,  3)  u 
k_2— 'A  - 


nch  ist  die  in  nr.  1,  3)  unter  A  verstandene  Zahl 
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Aus  (58a)  ist  zu  ersehen,  dass  diese  Zahl  nur  von  der 
Ordnung  der  Form  f(x^  abhängig  ist.  — 

6.  In  nr.  3  sind  die  gesuchten  Wurzelanzahlen  auf  einem 
scheinbaren  Umwege  bestimmt  worden,  insofern  zuerst  gewisse 
linear  aus  denselben  zusammengesetzte  Ausdrücke  ermittelt 
wurden,  welche  dann  leicht  jene  Anzahlen  finden  liessen. 

Wir  können  aber  überhaupt  für  unser  Vorhaben,  wie 
Minkowski  durchgeführt  hat,  den  Zahlen,  die  wir  durch  das 
Symbol  f{tt,N\  ausgedrückt  haben,  andere  Ausdrücke  sab- 
stituiren,  die  eben  auf  dieselbe  Weise  linear  aus  jenen  ge- 
bildet sind.     Setzt  man  nämlich 

(61)  f{h,N)=2;e  "    -fis.N}, 

so  ist  nicht  nur  die  Funktion  f{h,  N)  durch  die  Zahlen 

sondern  auch   umgekehrt  diese  durch   jene   bestimmt,   da  aus 
der  vorigen  Gleichung  unmittelbar  folgende  hervorgeht: 

Die  so  eingeftihrte  Funktion  f{h,  N)  ist  nichts  anderes, 
als  eine  Verallgemeirterung  der  bekannten  Oauss'schen  Summe 


In  der  That,  da  die  Form  f{Xf),  wenn  man  die  n  Yariabeln 
ar^  alle  verschiedenen  Reste  (mod.  N)  durchlaufen  lässt,  genau 
f{s,  N}  mal  den  Rest  s  giebt,  wird  in  der  w-fechen  Summe 

wenn  sie  bezüglich  jeder  Variabein  x^  auf  ein  übrigens  ^ 
beliebiges    Restsystem    (mod,  N)    erstreckt    wird,    eben; 

f{s,  N\  mal  der  Summande  e   "     auftreten,  also  die  Gle 
heit 

(61a)  f(h,N)-^2e^-'"'' 
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statthaben,  die  Funktion  f{hy  N)  mithin  als  eine  n-fache 
Gauss'sche  Summe  sich  darstellen.  H.  Weber  hat  diesen 
mehrfachen  Gauss 'sehen  Summen  eine  schöne  Arbeit  ge- 
widmete^) und  gezeigt,  dass  sie  ganz  analoge  Eigenschafben 
haben,  wie  die  einfachen,  und  zu  entsprechenden  Sätzen,  zum 
Theil  Ton  grosser  Einfachheit,  fähren.  Wir  halten  es  fär  an- 
gezeigt, die  hauptsächlichsten  Resultate  dieser  Untersuchung 
unserm  Werke  einzufQgen,  werden  uns  aber  bei  ihrer  Herlei- 
tung nach  dem  Vorgänge  yon  Minkowski  die  grosse  Verein- 
fachung zu  Nutze  machen,  welche  aus  der  Verwendung  eines 
Hauptrestes  statt  der  Form  f{x^  entspringt 

Wir  heben  zunächst  einige  fundamentale  Eigenschaften 
der  Summe  /"(A,  N)  hervor. 

1)  darf  h  prim  gegen  N  gedacht  werden.  Denn,  wäre 
im  Gegentheil  h^=^h'dy  N^=N'dy  unter  d  den  grössten  ge- 
meinsamen Theiler  von  h  und  N  verstanden,  sodass  nun  h\  N' 
relativ  prim  sind,  so  wäre 

WO  jede  Variable  x^  noch  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  N) 
z.  B.  die  Zahlen  1,  2,  3,  •  •  •  ^T  zu  durchlaufen  hat.  Da  aber 
zwei  (mod.  N')  congruente  dieser  Zahlen  denselben  Werth  des 
allgemeinen  Gliedes  der  Summe  ergeben,  so  leuchtet  ein,  dass 
jenes  Glied  fttr  je  d  Werthe  einer  jeden  Variabein  und  somit 
för  d"  Werthsysteme  der  Variabein  den  gleichen  Werth  an- 
nimmt, mit  anderen  Worten,  es  ist 

wo  nun  nur  noch  über  vollständige  Restsysteme  (mod.  N') 
zu  Summiren  ist.     Man  findet  also  schliesslich: 

(62)  f{h,N)  =  {§-)'.  f(h',N'). 

2)  Da 

r'  •  f{x,)  =  f{rx,) 

ist  und,  wenn  r  prim  gegen  N  gedacht  wird,  rx^  gleichzeitig 

•)  H.  Weber,  über  die  mehrfachen  Gauss 'sehen  Summen,  Journal 
f,  d.  r.  u.  a.  Math.  74  S.  14. 
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mit  x^  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  N)  durchläuft,  so 
findet  sich  sogleich  die  zweite  Beziehung 

(63)  /-(r^A,  N)  =  f{h,  N) 

för  jede  gegen  iV  prime  Zahl  r. 

3)  Sei  ^  =  P  •  Qy  wo  P,  Q  relative  Primzahlen  bedeuten. 
Die  Variable  x^  wird  dann  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  N) 
durchlaufen,  wenn  man  in 

Xg  =  Pz^  +  Qy^ 

y^,  Zq  vollständige  Restsysteme  (mod.  P)  resp.  (mod.  Q)  durch- 
laufen lässt.  Geschieht  dies  für  alle  Werthe  1,  2,  •  •  •  n  des 
Index  Q,  so  wird 

=  P» .  f{z,)  +  (^  .  f(y,)  +  PQ-^ z,  -^yf 

d.h. 

fix,)  =  P«  •  f{z,)  +  <2»  •  f{y,)  (mod.  N) 

sein.     Also  wird 

d.  i.  gleich  dem  Produkte  der  beiden  Summen 

von  denen  die  erste  über  ein  vollständiges  Restsystem  (mod.  Q), 
die  zweite  über  ein  solches  (mod.  P)  zu  erstrecken  ist.  Dies 
lässt  sich  aber  folgendermassen  schreiben:  Es  ist 

(64)  f{h,  PQ)  =  f{Ph,  Q)  ■  fiQh,  P), 

wenn  P,  Q  relative  Primzahlen  sind. 

Offenbar  lässt  sich  dieser  Satz  erweitem,  sodass  er  für 
eine  Zerlegung  der  Zahl  N  in  beliebig  viele  relativ  prime 
Faktoren  gilt,  und  gestattet  daher,  die  Bestimmung  der  Funktion 
f{hjN)  für  ein  beliebiges  N  auf  den  Fall  zurückzuführen,  in 
welchem  N  eine  Primzahlpotenz:  N  =  q*  ist. 

4)  Aehnlich,  wie  die  Summe  /"(A,  N)  in  dem  eben  be- 
trachteten Falle  in  ein  Produkt  von  Summen  zerfiel,  wird 
dasselbe  der  Fall  sein,  wenn  die  quadratische  Form  f{x^^  von 
n  Veränderlichen  in  eine  Summe  /i(y^)  +  A(^^)  +  *  *  •   q^a* 


508  Siebentes  Capitel. 

dratischer  Formen  mit  getrennten  VerilnderKchen  y^,  ^qj' ' ' 
zerlegt  werden  kann.  Die  n- fache  Summation  /*(A,  JV)  zerfallt 
dann,  da  die  Summation  nach  den  Variabein  einer  der  Formen 
von  derjenigen  nach  den  Variabeln  einer  anderen  unabhängig 
ist,  in  das  Produkt  der  einfacheren  Summen 

d.  h.  es  ist 

(65)  f(h,N)=f,(h,N).f,(h,K)... 

Auf  letzterer  Formel  beruht  im  wesentlichen  die  Verein- 
fachung der  Untersuchung,  welche  durch  Substitution  eines 
Hauptrestes  statt  der  Form  f(x^)  erreicht  werden  kann.  Solche 
Substitution  ist  aber  erlaubt;  denn,  da  ein  Hauptreprasentant 
f\y^,  weil  mit  f{x^  äquivalent,  ebenso  wohl  wie  sein  Rest 
(mod.  N)  genau  fOr  soviel  Werthsysteme  der  Variabein  (mod.  N) 
congruent  5  wird,  wie  f{x^  selbst,  so  darf  man  auch 

und  nun  statt  /"(y^)  seinen  Rest  (mod.  K)  setzen. 

7.  Betrachten  wir  nun  zuerst  den  Fall  JV=p',  wo 
p  eine  ungerade  Primzahl  ist. 

Diese  werde  erstens  als  eine  solche  vorausgesetzt,  welche 
nicht  in  der  Determinante  A  der  Form  f{x^  aufgeht.  Dann 
darf  man  nach  (25)  vorigen  Gapitels 

f\y^)  =  a^y,^  +  a^y^^  H f-  a«y,^  (mod.  p^) 

setzen,  woraus 

(66)  Ä^^  a^a^  ' ' '  ttn  (mod.  p*) 

folgt,  und  man  erhalt  nach  (65)  sogleich  die  Beziehung: 


2ha^7ti 


wo  in  jeder  der  n  Summen  über  ein  vollständiges  Restsystem 
(mod.  p^)  zu  summiren  ist.  Da  h  zum  Modulus  p^  prim  ge- 
dacht werden  darf,  wie  es  auch  a«  ist,  findet  sich  nach  der 
Theorie  der  einfachen  Gauss 'sehen  Summen*) 


*)  S.  Analytische  Zahlentheorie  S.  165. 
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und  folglich  zunächst 

(67)  f{h, pO  =  (^y .  (^)  .  p'  .  i'  i"^) . 

Ist  also  N^  in  Primzahlpotenzen  zerlegt^ 

so  gewinnt  man  hieraus  mit  Hilfe  des  Satzes  (64) 

/•(Ä,iV)=fJ"/-gA,p') 
also  gleich 

Nun  ist  das  hier  auftretende  Produkt  gleich  (^j  mal  dem 

über   jede    Combination   zweier  Primzahlen   p,  p\  p\  •  •  •   er- 
streckten Produkte 


mi)-m'-i-^i 


2 


P^-l       p'''-l 


2 


wodurch  der  vorige  Ausdruck  mit  Rücksicht  auf  die  Beziehung 

(mod.  4) 
in  den  einfacheren: 

— 1\2 


^^•&)(^r-'-<'^>^ 


übergeht   und   sich   folgende    allgemeine,    für   jeden    unge- 
raden und  zu  Ä  primen  Modulus  JV  giltige  Formel: 

(68)  /•(/,,  ir)  =  (A)"(^).2^f.i"(-r-)* 

ergiebt,  insbesondere  also  für  A  =  1 : 
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das  YoUständige  Analogon  zu  der  f&r  die  einfachen  Gauss'schen 
Summen  und  ein  zu  a  primes^  ungerades  N  geltenden  Formel 

Man  sieht  nun  leicht,  wie  auf  den  eben  betrachteten  Fall 
der  andere  zurückkommt,  wo  p  eine  in  der  Determinante  A 
aufgehende  Primzahl  ist.  Denn,  wenn  dann  o^  die  erste  durch 
p  theilbare  der  Invarianten  o^,  Og,  •  •  •  o«_i  ist,  mithin  o^  die 
erste  von  Null  verschiedene  der  Zahlen  ©j,  coj,  •  •  •  cj^-i,  so 
nimmt  die  Congruenz  (25)  vorigen  Capitels  folgende  Oestalt 
an: 

wo 

/i(yp)  =  «iVi^  +  «2^2*  H h  (^ym, 

f^{Zq)    aber    eine    quadratische    Form    von    n  —  m  anderen 
Variabeln  ist.     Hieraus  erhalt  man  aber  nach  (65) 


«"m 


wo  der  erste  Faktor,  in  Analogie  mit  (67),  gleich 

der  zweite  aber,  wenn  man  die  ^^  nur  noch  Restsysteme 
(mod.  p'    "m)  durchlaufen  lässt,  gleich 

gesetzt  werden  kann,  während  nun  der  Ausdruck 

auf  ähnliche  Weise  weiter  reducirt  werden  kann  u.  s.  f.  Man 
erkennt  aus  dieser  Betrachtung  leicht  wieder,  dass 
allgemein  f{h,pf)  ausser  durch  die  Ordnung  nur  durch 
die  auf  die  Primzahl  p  bezüglichen  Einzelcharaktere 
der  Form  f{x^  bestimmt  wird. 

8.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  dem  Falle,  in  welchem 
der  Modulus  iV«=2'  ist,  beschränken  uns  jedoch  dabei 
wieder   auf  die   Annahme,    dass   die   Determinante   der 
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Form  ungerade  sei.  Es  sind  in  diesem  Falle  ungerade  und 
gerade  Formen  gesondert  zu  behandeln. 

Sei   zuerst  f{x^   eine   ungerade  Form.     Indem  man 
sie  in  der  Summe  /*(A,  2')  durch  ihren  Hauptrest  ersetzt,  wird 

wof&r  sich  sogleich  schreiben  lässt 

h  darf  ungerade  vorausgesetzt  werden.  Die  Theorie  der  ein- 
fachen 0  au  SS 'sehen  Summen  giebt  nun  (s.  analyt.  Zahlentheorie 
S.  153)  fQr  die  Summe,  welche  den  allgemeinen  Faktor  des 
vorstehenden  Produkts  bildet,  jenachdem  t  gerade  oder  ^>  1 
ungerade  ist,  den  Werth 

2«  (1 +$*«'')  resp.  2  «    .6    *     , 
woraus,  wie  leicht  zu  bestätigen,  sich  allgemein  f&r  ^  >  1 

ergiebt.     Da  zudem  f&r  ^  >  3 

OjOj  ■  •  •  a„^B:  A  (mod.  8), 
wird  dann 

(69)     /-(A,  2')  =  (I)"' •  Q)' •  2^  . /j(l -H  i(- 1)-T    ). 
Nennt  man  nun  wieder  ft,  v  die  Anzahl  der  Zahlen 

welche  resp.  die  Form  Aj  -\-  1   oder  4J  +  3  haben,  so  findet 


man 


x=»  1 

A  —  \ 


Da  (—  1)''  =  (—  1)  ^      und,  wenn  man  v  =  2[y]  +  A 
setzt. 


i^ 


das  TollstäDdige  Analogon  ■i.\ 
Summeo  and  ein  zu  a  pn' 


Man  sieht  nun  lei<'1ii. 
der  andere  zurackkomTiii 
aufgehende  Primzahl  ist. 
p  theilbare  der  Invarimii' 
erste  von  Null  verschit-ii' 
nimmt  die  Congrueiiz  i  -  ■ 
an: 

/■■(»,)-/■,'» 
(M) -•;«■■ 

/i {Zf)    aber    eine    qimil i . 
Variabein  ist.     Hiem\i.s  ' 

wo  der  erate  Faktor    in    ' 


der    zweite    aber,    wenn    '- 
(mod.  p'    "m)  durchlaufen  !?■ 

gesetzt  werden  kann,  wäbv     k 

auf  ähnliche  Weise  weitfr  i 
erkennt  aus  dieser  Beti 
allgemein  fiji,^)  ausser  < 
die  auf  die  Primzahl  p  L 
der  Form  f{x^  bestimmt 

8.  Wir  wenden  uns  je 
der  Modulus  N^=2'  ist, 
wieder   auf  die   Annahme, 
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rtgelassen    werden    darf.    Man 
r  folgenden  vierfachen  Summe: 


r'+2a^»'«) 


—  1 


(iajfUu+Hjf 


(Mr'-|-u'r)-f20x»»')\ 


^enommene^  als  Produkt  zweier 


2 


— — ■•(«^K   +20,») 


nun  nicht  gleichzeitig 
+  2ay  =  0  (mod.  2'-^) 

(4a,a.  -  «/)t;'  =  0 

(mod.  2*-i), 

ler  dieser  Faktoren  und  damit 
i  der  Summe  (72).  Es  bleiben 
ierselben  bestehen^  in  welchen 

irt  sich,  da  fftr  letztere  Werthe 
toren  den  Werth  2*  erhält,  ein- 

9 

lige  Restsysteme   (mod.  2  p)  zu 

btelbare  Berechnung  zeigt,  dass, 

den  Werth   2  •  ( —  l)"x,   wenn 

Jenachdem  nun  a«  gerade  oder 

E  7  oder  3  (mod.  8) 


n  die  Summe  (72),  in- 

88 
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ist^  femer  aber  aus  der  Congmenz 

V  z££  — r —  (mod.  2) 
sich 

V«  -  (^)*  (mod.  4) 
ergiebt,  so  wird 

(70)  JJ(^i-^i(-l)~^/ 

X 

=  (_  i)'2 "'«.(—  i)L«J . iV  8  ;  .  (i  ^ i(_  1)  2  j , 

und  man  sieht  hieraus  wieder  (nr.  3  u.  4),  dass  f{hy  2') 
ausser  durch  die  Ordnung  der  Form  f{x^  allein  mittels 
ihres  Simultancharakters  ^{o^n  —  1)  bestimmt  ist 

Ist  zweitens  f{x^  eine  gerade  Form,   also  n  gerade, 
so  findet  man  ftlr  f(hj  2')  folgenden  Produktausdruck 

n 

(71)  f{h,2')  =  lJ(2!e^  ), 

X=«l 

in  welchem  die  Summe,  die  den  allgemeinen  Faktor  bildet, 
bezüglich  der  Zahlen  y,  fs  über  vollständige  Restsysteme 
(mod.  2')  zu  erstrecken  ist;  /*  darf  wieder  ungerade  voraus- 
gesetzt werden.  Man  kann  diese  Summe,  wie  es  H.  Weber 
gethan  hat,  mittels  derselben  Methode  bestimmen,  welche 
Gau^s  in  dem  entsprechenden  Falle  der  einfachen  Gauss 'sehen 
Summen  angewendet.  Setzt  man  nämlich  2'  =  2*'  •  p,  wo 
p  =  1  oder  2,  jenachdem  t  gerade  oder  ungerade  ist,  und 

so  durchlaufen  y,  z  vollständige  Restsysteme  (mod.  2'),  wenn 
w,  V  die  kleinsten  positiven  Reste  (mod.  2*)  und  u\  v'  solche 
(mod.  2*q)  durchlaufen.  Der  Exponent  in  der  Summe  aber 
nimmt  die  Oestalt  an: 

+  Sl(2«xM«'  +  8t«(«v'  +  u'v)  +  2o.t,p') 
+  2nhQi{2a»u^  +  2«««»  +  2o«t>»), 
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wo   der    letzte   Bestandtheil    fortgelassen    werden    darf.    Man 
findet  daher  die  Sanime  gleich  der  folgenden  vierfachen  Summe: 


(72) 


•y  Z'  ^(«««'•'*+««x»'»'+»«'«»'') 


«'..' 


■^    — Y(»a«»"'+«x(«»'  +  "'»)+»a,»»')'\ 


». » 


in  welcher  die  innere,  nach  w,  v  genommene,  als  Produkt  zweier 
einfachen: 

^  jm  «(««X«  +«»•  )     '^  ^Tzri  "(«x«  +2flx»  ) 

W  9 

geschrieben  werden  kann.     Ist  nun  nicht  gleichzeitig 

2a^u'  +  «xv'  =  0,  «^w'  +  2axt;'  =  0  (mod.  2'-^) 
d.h. 

(4a,a,  -  «,»)m'  =  0,  (4a,a,  -  «/)t;'  =  0 

und  folgUch 

u'  =  t;'  =  0  (mod.  2*-^), 

so  verschwindet  wenigstens  einer  dieser  Faktoren  und  damit 
zugleich  das  entsprechende  Glied  der  Summe  (72).  Es  bleiben 
sonach  nur  diejenigen  Glieder  derselben  bestehen^  in  welchen 

ist,  und  die  ganze  Summe  reducirt  sich,  da  fdr  letztere  Werthe 
von  u\  v'  jeder  der  vorigen  Faktoren  den  Werth  2*  erhält,  ein- 
fach auf  die  folgende: 


in  welcher  nun  u^,  v^  vollständige  Restsysteme  (mod.  2q)  zu 
durchlaufen  haben.  Eine  unmittelbare  Berechnung  zeigt,  dass, 
wenn  Q  =  1  ist,  die  Summe  den  Werth  2  •  ( —  l)"x,  wenn 
Q  =  2  ist,  den  Werth  4  hat.  Jenachdem  nun  a^  gerade  oder 
ungerade  ist,  wird 

A^  =  4a^Q^  —  ?tx*  =  7  oder  3  (mod.  8) 
also  stets 

(-  D-  -  (i) 

sein.     Man  darf  demnach  in  allen  Fällen  die  Summe  (72),  in- 

Baohmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  83 
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dem   man   dies  Jacobi'sche  Symbol   zur  Abkürzung   mit   e. 
bezeichnet;  gleich 

setzen  und  findet  sodann  nach  (71)  die  Formel: 

wenn  unter  0  wieder  das  Symbol  (58)  verstanden  wird,  oder 
einfacher: 

(73)  /•(A,20  =  2    »     .(!)+. 

Diese  Formel  zeigt,  dass  im  gegenwärtigen  Falle 
/"(A,  2')  nur  von  der  Ordnung  der  Form  f(x^)  bestimmt 
wird. 

Kürzer  kommt  man  zu  demselben  Resultat,  indem  man 
die  Bestimmung  der  Summe  (71)  auf  den  vorigen  Fall  einer 
ungeraden  Form  zurückführt.  Betrachtet  man  nämlich  die 
ungerade  Form 

mit  der  ungeraden  Determinante 

A^  =  4ax0x  —  «x^ 
und  bildet   einen  ihrer  Hauptreste  (mod.  2'),   so  wird   dieser 
die  Form  haben 

woraus  für  ^  >  3 

(74)  aaa''  =  A,  (mod.  8) 

hervorgeht.     In  Folge  davon  wird 

d.  i.  nach  (69)  gleich 
mal  dem  Produkte 

(*tt  — 1\    /  ha'  —  U    /  Aa"~l\ 

i  +  t(-l)  «  )(l  +  i(-i)   *   )(i4-i(_i)    .    ), 

welch  letzteres  nach  (70)  gleich 

(_  1)      2       •      2      .  (_   1)L2  J  .  iV     2     ;     .  ^1  ^  i(_   1)    t    j 
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gesetzt  werden  kann,  wenn  v  die  Anzahl  der  Zahlen  a^a^a', 
welche  von  der  Form  Aj  +  3  sind,  also,  da 

Äx  =  Aa^üx  —  ?lx*  ^^  —  1  (mod.  4) 
ist,  1  oder  3  bedeutet.     Da  nun  andererseits 

ist,  liefert  die  Division  beider  Summen  durch  einander  das 
Ergebniss: 

was,  vereinfacht,  gleich 

und  mit  dem  auf  dem  früheren  Wege  Gefundenen  identisch 
ist,  wenn  man  zeigen  kann,  dass 

ist.     Dies  folgt  aber  aus  der  Bemerkung,  dass  die  Gongruenzen 

5^  +  "io^f  +  2«,y;?  +  i^,f?  =  1  (mod.  4) 
und 

ax^  +  ax'^  +  a"a;"«  =  1  (mod.  4) 

die  gleiche  Anzahl  Wurzeln  haben  müssen;  die  erstere  von 
ihnen  hat,  da  5  ungerade  und  a^y^  +  ?lxy^  +  c^x^^  gerade  sein 
muss,  8(2  +  öx)  Wurzeln,  die  zweite  aber,  jenachdem  v  =  l 
oder  3  ist,  24  oder  8  d,  i. 

8(2  +  (-  i)M) 

Wurzeln,  woraus  in  der  That 

(_  i)[t]  =e. . 


33 
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Achtes  Capitel. 
Nene  Deflnitioii  des  Geschlechts. 

1.  Im  sechsten  Capitel  sind  diejenigen  Classen  einer  ge- 
gebenen Ordnung^  welche  gleiche  Charaktere  haben^  als  ein 
Geschlecht  von  Classen  oder  Formen  definirt  worden.  Das 
Geschlecht,  welchem  eine  gegebene  Form  f  von  n  Variabein 
angehört,  bilden  also  diejenigen  Formen,  welche  dieselbe  An- 
zahl der  Yariabeln,  denselben  Index  r,  dieselben  Invarianten 
und  dieselben  quadratischen  Charaktere  besitzen  wie  f.  Nun 
hat  Minkowski  an  Stelle  dieser  Definition  eine  andere 
gesetzt,  welche  sich  als  geeigneter  erweist,  namentlich  insofern, 
als  sie  eine  tiefere  Einsicht  bezüglich  des  Maasses  eines  Ge- 
schlechts gewährt,  von  dem  wir  später  ausführlich  handeln 
werden.  Indem  wir  diese  entwickeln  wollen,  führen  wir  vor 
allem  den  Begriff  ein,  auf  welchen  sie  sich  gründet. 

Wir  nennen  die  Classen  zweier  Formen  f  und  g 
(von  n  Veränderlichen  und  demselben  Trägheitsindex  r)  ein- 
ander (mod.  N)  congruent,  in  Zeichen: 

(1)  f'c^g  (mod.  2^, 

wenn  es  in  der  Classe  von  f  eine  Form  tp  und  in  der 
Classe  von  g  eine  Form  ^  giebt,  welche  (mod.  N)  den- 
selben Rest  lassen,  für  welche  also 

(2)  .  9  =  ^  (mod.  IT) 
ist. 

Aus  dieser  Erklärung  fliessen  sogleich  einige  einfache 
Folgerungen. 

1)  Sind  die  Classen  von  f  und  g  einander  (mod.  N) 
congruent,  so  ist  jede  Form  der  ersteren  Classe  einer  Form 
der  zweiten  congruent.  Denn,  wendet  man  auf  tp  jede  Sub- 
stitution (^tx)  mit  dem  Modulus  1  an,  so  entsteht  jede  Form 

der  Classe  von  /*,  und  ebenso  aus  ^  je  eine  Form 

*'  =  i^tni)  '  t  '  (qix) 

der  Classe  von  g,  wegen  (2)  aber  ist 
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^'  ^  <p'  (mod.  N). 

Hieraus  folgt  offenbar^  dass  die  Reste  der  Formen  der  einen 
Glasse  mit  den  Resten  der  Formen  der  anderen^  in  geeigneter 
Reihenfolge  genommen^  übereinstimmen. 

2)  Aus  fc^g  und  f^g*  (mod.  N)  folgt  auch 

g^g'  (mod.  N). 

Denn^  da  nach  der  letzten  Bemerkung  die  Reste  der  Formen 
in  der  Glasse  von  f  sowohl  mit  den  Resten  der  Formen  in 
der  Glasse  von  g^  als  auch  mit  denjenigen  der  Formen  in  der 
Glasse  von  g\  in  geeigneter  Reihenfolge  gedacht,  überein- 
stimmen, so  müssen  auch  die  Reste  der  Formen  in  der  Glasse 
von  gy  mit  denjenigen  in  der  Glasse  von  g'  in  geeigneter 
Reihenfolge  genommen,  es  thun,  mithin  enthält  die  Glasse  von 
g'  zu  jeder  Form  ^  von  g  eine  Form  ^',  für  welche 

^  =  ^'  (mod.  N) 
ist,  und  es  ist  also 

g^g'  (mod.  N). 

Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  behaupten  wir  nun:  Das 
Oeschlecht  von  f  wird  von  denjenigen  Glassen  von 
Formen  gebildet,  welche  von  gleicher  Variabelnan- 
zahl  und  gleichem  Index  t  und  mit  der  Glasse  von  f 
nach  jedem  Modulus  congruent  sind.  Um  dies  zu  be- 
weisen, haben  wir  zweierlei  zu  zeigen: 

Erstens,  dass  jede  Glasse  von  Formen,  welche  n  Variabein 
und  den  Index  r  hat  und  derjenigen  von  f  nach  jedem  Modulus 
congruent  ist,  zu  demselben  Geschlecht  gehört,  wie  /*;  und 

Zweitens,  dass  jede  Glasse  des  Geschlechts  von  f  mit 
der  Glasse  von  f  nach  jedem  Modulus  congruent  ist. 

Bei  diesem  Nachweise  setzen  wir,  wie  von  nun 
an  überhaupt,  die  Determinante  der  Formen  als  un- 
gerade voraus. 

Wir  beginnen  mit  dem  ersten  Nachweise,  welcher  ein- 
facher zu  leisten  ist,  und  fragen  deshalb  nach  den  Bedingungen, 
unter  welchen  die  Glasse  von  g  (bei  gleicher  Variabeinzahl 
und  gleichem  Index  wie  f)  der  Glasse  von  f  nach  jedem  Mo- 
dulus N  congruent  sein  kann.  Sei  q*  eine  hinreichend  hohe 
Potenz  einer  Primzahl  q. 
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Wegen  der  Annahme  fc^g  (mod  ^j  mdssen  die  Reste 
(mod.  ^)  der  Formen  der  Classe  Ton  f  mit  denjenigen  der 
Classe  Ton  g  in  gewisser  Reihenfolge  übereinstimmen;  ist 
mithin  f  ein  Hauptrepräsentant  der  ersteren  Classe  (mod.  ^ 
so  giebt  es  eine  Form  g'  der  zweiten  Classe  von  der  Be- 
schaffenheity  dass  f  r^  g  (mod.  (f)  ist  Wenn  q  zunächst  un- 
gerade ist^  so  lehrt  die  Congruenz  (25)  des  sechsten  Capitels 
bei  hinreichend  grossem  i  nicht  nur  för  f\  sondern  auch  fftr 
g'  die  entsprechenden  Zahlen  id^  d.  L  die  höchsten  in  den 
0- Invarianten  der  Formen  /*,  g  aufgehenden  Potenzen  von  q 
kennen  und  zeigt^  dass  dieselben  fOr  die  Form  g  mit  denjenigen 
för  die  Form  f  übereinstimmen  müssen.  Ist  aber  g  =  2,  so 
schliesst  man  in  gleicher  Weise  aus  der  Congruenz  (47)  da- 
selbst nicht  nur^  dass  die  höchsten  Potenzen  von  2,  welche  in 
den  0- Invarianten  beider  Formen  enthalten  sind,  die  gleidien, 
sondern  auch^  dass  die  (f- Invarianten  beider  Formen  überein- 
stimmen. Soll  mithin  f^g  sein  nach  jedem  beliebigen  Mo- 
dulus,  so  ersieht  man  sogleich^  dass  die  o- Invarianten,  wie  die 
(f- Invarianten  für  beide  Formen  dieselben  d.  h.  dass  die  beiden 
Formen  von  gleicher  Ordnung  sein  müssen.  —  Also  haben 
sie  auch  gleiche  Determinante  ^;  und  da  nun  nach  der  Vor- 
aussetzung f^g  (mod.  2z/)  sein  soll,  so  wird,  wenn  jetzt  f 
irgend  eine  (mod.  2A)  charakteristische  Form  der  Classe  von 
f  bezeichnet.,  in  der  Classe  von  g  eine  Form  g  vorhimden  sein 
müssen,  für  welche 

(3)  f  =  g    (mod.  iJ) 

ist.  Diese  Form  ist  jedenfalls  ein  Hauptrepräsentant  der  Classe 
von  g  (mod.  2z/),  man  darf  sie  aber,  wie  aus  nr.  9  des 
sechsten  Capitels  hervorgeht,  auch  als  eine  charakteristische 
Form  dieser  Classe  voraussetzen,  und  demnach  erschliesst  man 
dann  mittels  der  Congruenzen 

6mdm^\fm^  ^mdm-\gm    (mod.  ^+^m-2) 

resp. 

6mdm-xfm^  ^mdm^igm   (mod.  (y„»»i2^"^^'»~«), 

welche  für  die  einzelnen  in  2  z/  enthaltenen  Primzahlpotenzen 
aus  (3)  hervorgehen,  wie  man  unschwer  erkennt,  den  Um- 
stand, dass  fm  und  g^  bezüglich  jedes  der  in  Frage  kommen- 
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den  Moduln  gleiche  quadratische  Charaktere  haben 
müssen. 

Aus  alle  diesem  hat  man  zu  schliessen:  dass,  wenn 
die  Glasse  von  g  nach  jedem  Modulus  der  Glasse  von 
f  congruent  sein  soll;  sie  nothwendigerweise  gleiche 
Ordnung  und  gleiche  Charaktere  haben,  also  zu  dem- 
selben Geschlechte  gehören  muss,  wie  f. 

2.  Indem  wir  uns  nun  zu  dem  schwierigeren  Theile 
unserer  Aufgabe,  dem  Nachweise  des  umgekehrten 
Satzes,  wenden,  beginnen  wir  mit  einer  Vorbemerkung.  Im 
vorigen  Capitel  ist  festgestellt,  dass  fftr  eine  Form  f{x^)  der 
Ausdruck  fih^ff)  und  —  da  die  Determinante  der  Form 
ungerade  vorausgesetzt  ist  —  auch  der  Ausdruck  /*(A,  2*») 
durch  das  Geschlecht   der  Form  vollständig  bestimmt  wird. 

Ist  demnach  g(x^  eine  Form  aus  demselben  Geschlechte 
wie  f,  so  werden  nicht  nur,  auf  jede  Primzahl  bezüglich,  die 
Gleichungen 

(4)  (Om(f)  =  (Om(g) 

(5)  6m(f)  =  6^(g) 

(w  =  l,2,  ••     11— 1), 

sondern  auch  die  folgenden  beiden  erfüllt  sein: 

(6a)  nh,pf)='9{h,ff) 

(6b)  fih,2'')=g{h,2^). 

Da  ausserdem  die  Determinante  beider  Formen  fjg  —  nennen 
wir  sie  ^(f)^  ^(ff)  —  einander  gleich,  also  auch  nach  jedem 
Modulus  congruent  sind,  hat  man  die  Congruenz 

(7a)  J(f)  ~  J{g)  (mod.  ^^^n-t) 

resp. 

(7b)  J{f)  =  ^(g)  (mod.  6n^,  2*^+^—2), 

in  welchen  dn—2  die  auf  die  Primzahl  p  resp.  2  bezügliche 
Zahl  dn-2(f)  =  dn-2ig)  i^t. 

Lässt  sich  demnach  zeigen,  dass  die  Classen  zweier  Formen 
f,  ff 9  welche  den  Bedingungen  (4)  bis  (7)  Genüge  leisten,  nach 
dem  Modulus  p^  resp.  2^  einander  congruent  sind,  so  wird 
dies  auch  gelten  von  den  Classen  zweier  Formen  /*,  ^,  welche 
gleichen   Geschlechts   sind,   und   letztere   folglich  nach  jedem 
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Primzahlpotenz-Modulus^  also  auch  —  wie  aus  nr.  7  des  sechsten 
Capitels  zu  erkennen  ist  —  fClr  jeden  beliebigen  Modulus  über- 
haupt congruent  sein.  Es  wird  sogar  genügen,  den  gedachten 
Umstand  für  solche  Primzahlpotenzen  nachzuweisen,  die  eine 
gewisse  Grenze  überschreiten,  da  Glassen,  welche  nach  einem 
bestimmten  Modulus  congruent  sind,  es  auch  nach  jedem 
Theiler  desselben  sein  müssen;  und  so  dürfen  wir  t  >  t7«.i 
und  ^  >  1  +  Vn—i  voraussetzen.  Wir  betrachten  nur  primi- 
tive Formen. 

Es  handle  sich  nun  zuerst  um  einen  Modulus  p'. 
Setzen  wir  also  voraus,  für  die  (gegen  p  primen)  Formen  f,  g 
bestände  ausser  den,  der  Primzahl  p  entsprechenden  Gleichungen 
(4)  die  Beziehung 

(6a)  f{KTf)-9{Kl^{t>Vn-,), 

sowie  die  Congruenz  (7  a): 

^{f)  =  J(g)  (mod.  p^+^n-i). 

Da  f(x^),  g{x^  prim  gegen  p  sind,  lässt  die  Congruenz 

f{x^)  ^  a  (mod.  pf) 
wie  die  Congruenz 

g{x^  ^  a  (mod.  pf) 

für  ein-  und  dasselbe  durch  p  nicht  theilbare  a  eine  Lösung 
zu.  Seien  x^,  x^y  -  -  •  x^  eine  solche  Losung  der  ersteren  dieser 
Congruenzen.  Da  diese  Zahlen  nicht  sammtlich  durch  p  theil- 
bar  sein  können,  giebt  es  Zahlen 

li  =  «„  I,  =  a^,  •  •  •  I,  =  a;,  (mod.  |/) 

welche  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  and  eine  tmimodnlare 
Substitution 


.     .     • 


I.  •  •  • 

in  welcher  dieselben  die  erste  Spalte  bilden  und  durch  welche 
sich  die  Form  f(x^)  in  eine  äquivalente  Form  <p  verwandelt, 
deren  erster  Coefficient  f(i^)  e^  a  (mod.  p^)  ist;  die  Form  q> 
aber  geht,  gerade  wie  bei  Herleitung  der  Formel  (22)  des 
sechsten  Capitels,   durch  eine   geeignete   weitere  Substitution, 
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welche  die  erste  Spalte  nicht   verändert,   in  eine   äquivalente 
Form  ^  über,  welche  der  Gongraenz 

genügt,   unter  f'{x^)   eine   Form   von   n  —  1  Veränderlichen 
verstanden,  für  welche  die  Beziehung  besteht: 

(8)  m^-vif)  =  a>„{f), 

(m  =3  ff  S,  •  •  •  *i  —  1) 

und  zudem   ergiebt   sich   nach  Formel  (65)  und  (62)  vorigen 
Capitels  diese  andere,  in  welcher  t'  =^t  —  ©j  ist: 

(9)  fih,  ]^)  =^ e  P'       •!/-»)-'•/•'(*,/), 

auch  schliesst  man  noch  aus  der  für  ^  bestehenden  Gongruenz 
(mod.  //)  die  folgende: 

(10)  J(f')  .  ^n-Dfo,  =  ^  (nioA  p'H-^i.-j). 

Aus  ganz  gleichen  Erwägungen  aber  gelangt  man  zu  dem 
Ergebniss,  dass  auch  die  Form  g{x^)  einer  Form  ^  äquivalent 
ist,  für  welche 

X  =  aV+P^'  g'ixg")  (mod.  p^) 

ist  und  die  Beziehungen 

(11)  CDm-l(flr')  =  CDm(^) 

(/n  =a  2,  8,  •  •  •  n  —  1) 

ikajti    ^ 

(12)  Z(A,P')=2«~^      •!)"-«-' -«/'(A,/) 
und  die  Gongruenz 

(13)  J(g)  .  2)('-"i)«.  =  ^  (mod.  f^-^^n^i) 

erfüllt  sind.    Da  nun  wegen  (6  a) 

sein  muss,  findet  sich  aus  (9)  und  (12)  die  Gleichung 

(14)  nh,tf)=-9'{h,^) 
während  aus  (4),  (8)  und  (11) 

(15)  «™-l(/")  =  0>m«-l(/) 

(m  »  2,  8,  •  -  •  M  —  1) 

und  (für  n  >  2)  aus  (10)  und  (13) 

(16)  J{f')  =  J{g')  (mod.  p* -(-»«-s)  {f  >  »;_,) 
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hervorgeht  Die  Beziehungen  (14)  bis  (16)  sind  aber  fttr  die 
Formen  f\  g  mit  n —  1  Veränderlichen,  welche,  wie  f  und  ^, 
prim  gegen  jp  sind,  dasselbe,  wie  die  Bedingungen  (4)  bis  (7) 
ftlr  die  Formen  /*,  g  mit  n  Veränderlichen.  Setzt  man  daher 
die  Richtigkeit  unseres  Satzes  fOr  Formen  von  n  —  1^2  Ver- 
änderlichen voraus,  so  ergiebt  sich  die  Folgerung:  Wenn  die 
Voraussetzungen  (4),  (6)  und  (7)  (mod.  jp*),  (^>t?«_i)  erfüllt 
sind,  so  sind  die  Ghissen  der  beiden  Formen 

f\  g'  (mod.  p')  {r  >  t;,-,) 

congruent  d.  h.  durch  eine  geeignete,  nur  die  Veränderlichen 
von  f  betreffende  Substitution  geht  f  in  eine  äquivalente 
Form  fix^)  über,  welche  mit  g'(x^)  (mod.  jp*')  congruent  ist, 
und  somit  zugleich  ^  in  eine  andere  äquivalente  Form  ^', 
welche  der  Congruenz 

^'  -  ag«  +  r^  .  rix^)  =  X  (mod.  p) 

genügt,  man  erhält  mit  anderen  Worten 

f^g  (mod.  |/). 

Auf  solche  Weise  wird  unsere  Behauptung  bezüglich  des 
Modulus  p*  für  zwei  Formen  mit  n  Veränderlichen  bewiesen 
sein,  wenn  man  nachweisen  kann,  dass  sie  f&r  zwei  Formen 
von  zwei  Veränderlichen  erfüllt  ist.  Dies  ist  aber  leicht  za 
bestätigen,  denn,  versteht  man  im  Vorigen  unter  f,  g  zwei 
solöhe  Formen,  so  nehmen  die  Congruenzen  für  ^  und  %  die 
Gestalt  an: 

^  =  «5^  +  p^  ßx%  X  =  «6*  +  P"'  y^'*  (mod.  jp*), 

wo  wegen  (10)  und  (13) 

p'^ß^p^y  (mod.  p^) 
also  auch 

^  H7  X  (mod.  y) 
gefunden  wird. 

3.    Wir  betrachten  zweitens  den  Modulus  2'», 

to  >  Vn-l  +  1. 

Seien  also  /*,  g  zwei  (gegen  2  prime)  Formen,  für  welche  die 
Beziehungen  (4),  (5),  (7  b)  sowie  endlich  die  Gleichung 

(17)  f{h,2'')^9{h,2'') 

erfüllt  sind;   dann   ist   zu    zeigen,   dass  f^g  (mod.  2^).    Dft 
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dieser  Umstand  stattfindet,  sobald  er  fQr  zwei  mit  f  resp.  g 
äquivalente  Formen  erfüllt  ist,  und  da  die  vorausgesetzten 
Beziehungen,  wenn  sie  für  f  und  g  stattfinden,  auch  für  zwei 
mit  ihnen  äquivalente  Formen  zutreffend  sind,  so  braucht  man 
den  behaupteten  Satz  nur  für  zwei  Hauptreprasentanten  /q,  g^ 
der  Glassen  von  f,  g  (mod.  2'o)  zu  beweisen. 

Sei  zuerst  (^i  =  1.  Da  die  Determinante  ungerade  ge- 
dacht wird,  nehmen  die  vorausgesetzten  Beziehungen  die  Ge- 
stalt an: 

^mif)  =  (Om{g)  =  0 

fim(f)  =  fim{g)  =  1 
(m  =  1,  2,  •  •  •  n  —  1) 

und 

J(f)  =  J(g)  (mod.  2^, 

und  nach  (31)  des  sechsten  Gapitels  darf  man 

(18)       ^  =  ax,^  -f  a%^  H h  a^^-^^xj  (mod.  2^ 

voraussetzen,  wo  a,  a',  •  •  •  a^^~^^  ungerade  Zahlen  sind.  Sei 
a  irgend  eine  der  ungeraden  Zahlen,  für  welche  die  Congruenz 
fo(xg)  ^  a  (mod.  2*«»)  eine  Lösung  in  nicht  lauter  ungeraden 
Zahlen  x^,  x^^  -  •  -  x^  besitzt  (z.  B.  wäre  a  =  a  eine  solche 
Zahl);  dsLXi^x^,'"  x^  auch  nicht  sämmtlich  gerade  sein  können, 
lassen  sich  2jahlen 

l^i  =  Xi,l^  =  x^,'"in  =  Xn  (mod.  2'o) 

so  wählen,  dass  sie  des  letzteren  ümstandes  willen  ohne  ge- 
meinsamen Theiler,  des  ersteren  wegen  nicht  sämmtlich  unge- 
rade sind.  Alsdann  lässt  sich  eine  unimodulare  Substitution 
mit  der  ersten  Yertikalreihe  6i>  S«?  *  •  •  6n  bilden,  durch  welche 
die  Form  /j^  in  eine  äquivalente  Form  mit  dem  ersten  Coeffi- 
cienten  /J)(S(>)  ^^ «  (mod.  2*«»)  übergeht,  und  diese  lässt  sich 
weiter  durch  eine  Substitution,  welche  die  erste  Vertikalreihe 
nicht  ändert,  in  eine  äquivalente  Form  ^  verwandeln,  für 
welche  eine  Congruenz  stattfindet  von  folgender  Gestalt: 

(15»)  i,  =  aV  +  f'  (x,')  (mod.  2'.) ; 

die  Form  f^x^)  ist  prim  gegen  2  und  es  findet  sich,  gerade 

wie  in  nr.  4  des  sechsten  Capitels, 

fi>m-l(/")  =  (Om(f) 
(m=-2,«,    .n-l) 


1 


(mod.  2), 
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sowie,  falls  diif)  =  1  ist,  auch 

(m  s=  9,  8,  •  •  •  *i  —  1) 

und  endlich  mittels  des  bekannten  Hilfesatzes  die  Gongmenz 

Jif')  =  ^  (mod.  2^). 

Dass  aber  (ii(f')  =  1  ist,  davon  überzeugt  man  sich  leicht 
Ist  nämlich 

6i  ni  •  •  •  '»?i^""*^ 
(20)  I  5,  %  •  •  •  %^»-^> 

die  unimodulare  Substitution,  durch  welche  f^  in  ^  verwandelt 
wird,  so  er^ben  sich,  falls  6^(f')=^2  wäre,  aus  der  Con- 
gruenz  (19)  die  Bedingungen: 

aliV'>  +  «'^2  V"^  +  •  •  •  +  a(— i)6.i?.W  =  0 

(^«l,2,-..ii-l) 

aus  denen  diese  anderen: 

(li  -  l)'?i«  +  (I.  -  !)%">  +  •••  +  (!»-  1)1?.«  =  0 

(»=»1,2,      .»-l) 

folgen;  fQgt  man  ihnen  die  offenbar  stattfindende: 

(li  -  i)li  +  (fe  -  1)6,  +  •  •  •  +  (I.  -  i)6»  =  o 

hinzu,  so  liefern  sie 

li-l  =  |,-l  =  ..  =  |.-l  =  0  (mod.  2) 

entgegen  den  bezüglich  der  Zahlen  §^,  ^^  *  -  *  In  getroffenen 
Bestimmungen. 

Für  die  Form  g^  gelten  ganz  dieselben  Betrachtungen. 
Indem  wir  mit  ß  irgend  eine  der  ungeraden  Zahlen  bezeichnen, 
für  welche  die  Congruenz 

go(xg)  =  ß  (mod.  2*-) 

in  nicht  lauter  ungeraden  2jahlen  auflösbar  ist,  finden  wir  g^ 
mit  einer  Form  %  äquivalent,  welche  der  Congruenz 

(21)  x  =  ßV  +  9'{x,')  (mod.  2«.) 

genügt,  und  erhalten  für  die  gegen  2  prime  Form  g'(x^')  die 
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Beziehungen 

(m  =  2,  8,  •    •  »I  —  1) 

sowie  die  Gongruenz 

Jig')  =  ^  (mod.  2«.) . 

Man  darf  aber  ß  =  a  voraussetzen.  Zum  Beweise  be- 
merke man  zuvörderst,  dass  nach  der  vorausgesetzten  Gleichung 

(17)  auch 

/•(a,2S  =</{«,  2«.) 

ist,  dass  also  für  jedes  a  die  Gongruenz 

fo{x^)  =  a  (moA2'o) 

die  gleiche  Anzahl  Wurzeln  hat,  wie  die  Congruenz 

gQ{xg)  =  a  (mod.  2^). 

Ist  nun  zuerst  n  gerade,  so  lässt  keine  der  beiden  Con- 
gruenzen  eine  Lösung  in  lauter  ungeraden  Zahlen  zu,  man  darf 
folglich  ^  =  a  wählen.  —  Ist  aber  n  >  1  ungerade,  so  bemerke 

man,  dass  die  Form  fo(x^\  da  sie  offenbar  für  y  •  2*'o  Restsysteme 

^1?  ^«;  •  •  *  ^A  (mod.  2'»)  ungerade  wird,  und  unter  ihnen  sich 
2'»('o— 1)  Restsysteme  in   lauter   ungeraden  Zahlen   befinden, 

für  y2*'<»(  1 ;^i~i)  Systeme,  die  nicht  alle  ungerade  sind, 

einen  ungeraden  Rest  lässt.  Dasselbe  gilt  von  der  Form  g^ix^^ 
zudem  lässt  aber  letztere,  wie  bemerkt,  jeden  möglichen  ihrer 
Reste  genau  so  oft  wie  die  Form  f^ix^.  Wenn  demnach 
sämmtliche  ungeraden  Reste  der  Form  g^ix^,  welche  sie  für 
nicht  lauter  ungerade  Xy,  x^,  -  -  -  Xn  liefert,  von  den  Resten 
a  verschieden  wären,  welche  so  von  der  Form  f^^ix^  ge- 
liefert werden,  so  müssten  die  letzteren  von  der  Form  g^ix^ 
mittels  lauter  ungerader  Xy^y  x^, '  ' '  Xn  geliefert  werden,  und 
somit  müsste  gewiss 


•^2        V        s^^V 


sein,  was  nicht  der  Fall  ist.     Mithin  darf  man  auch  in  diesem 
Falle  ß  ^=  a  wählen. 

Und  sonach  erschliesdt  man  aus  den  für  f\  g    erhaltenen 
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Beziehungen  diese  anderen: 

©m-l(/")  =  (Om^l(g')  =  0 

J(n  "  ^(9l  (mod.  2S. 

Zu  ihnen  kommt  endlich,  ganz  wie  im  Falle  des  Modulus  ff^ 
noch  die  Gleichheit 

r(A,2'.)=/(Ä,2'.) 

hinzu,  sodass  die  beiden  Formen  /",  g\  da  zudem  tfi(/")  =  1, 
ganz  analogen  Voraussetzungen  genügen,  wie  die  ursprüng- 
lichen Formen  /*,  g.  Setzt  man  daher  den  zu  beweisenden 
Satz  für  Formen  mit  n  —  1  Variabein  als  richtig  voraus,  so 
ergiebt  sich  seine  Richtigkeit  auch  für  Formen  mit  n  Variabein; 
und  da  er  für  Formen  mit  2  Variabein  wieder  unmittelbar 
einleuchtet,  ist  er  allgemeingiltig  bewiesen. 

4.    Sei  zweitens  (^^==2.     Der  ungeraden  Determinante 
wegen  kann  dann 

n 

y 

fo  =  ^  2(a,a:|,-i  +  %Xii-tXii  +  aixii)  (mod.  2^) 

vorausgesetzt  werden.     Ist  nun  a  irgend    eine   der  ungeraden 

Zahlen,  deren  Doppeltes  durch  die  gerade  Form  ^  darstellbar 

ist,  so  leuchtet  ein,  dass  nicht  sammtliche  darstellenden  Zahlen 

^if  ^2)  '  '  '  ^n    gerade   sein   können,    und    folglich    lassen   sich 

Zahlen 

gl  =  a?!.  Ig  =  a:,,  .  • .  I»  =  a:„  (mod.  2^) 

ohne  gemeinsamen  Theiler,  welche  also  auch  nicht  sammtlich 
gerade  sind,  und  ihnen  entsprechend  eine  unimodulare  Sub- 
stitution bestimmen,  deren  erste  Vertikalreihe  jene  Zahlen  bil- 
den und  durch  welche  f^  in  eine  äquivalente  Form  mit  dem 
ersten  Goefficienten 

^(6,)  =  2a  (mod.  2^0) 
übergeht.     In  dieser  Form 

können  nicht   sammtliche  GoefGcienten  b^,,  &is,  •  *  •  &i«    gerade 
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sein;  denn,  ist  (20)  die  Substitution,  so  wird 

+  2a.|,.-i?l,*0  (mod.  2) 
also 

+  6,-iW''^+Sni?irl-i  (mod.  2); 

wären  aber  alle  diese  Ausdrücke  för  x  =  1,  2,  •  •  •  n  —  1  con- 
gment  0^  so  erhielte  man^  da  auch 

S1S2  +  I2S1  +  SsS*  +  S4S3  +  •  •  •  +  S«-iS»  +  SnS»-i  =  0 

ist,  für  Si,  Ij,  •'S»  lauter  gerade  Werthe,  was  sie  nicht  sind. 
Man  kann  daher,  gerade  wie  in  nr.  5  des  sechsten  Capitels, 
ohne  die  erste  Vertikalreihe  der  Substitution  zu  verändern, 
die  Form  9  weiter  in  eine  äquivalente  Form  ^  überführen, 
welche,  da  cd,  =  0  ist,  der  Congruenz  genügt: 

(22)  ^  =  2(a|^  +  agr  +  ar  0  +  r  (^,)  (mod.  2'o), 

worin  ?t  eine  beliebige  ungerade  Zahl  ist;  die  Form  /"(^e) 
ist  eine  gegen  2  prime  gerade  Form,  also  (fi(f')='2,  und  nach 
den  in  jener  nr.  gegebenen  Sätzen  folgen  die  Beziehungen 

6m-i{n  =  (Sm{f) 
(m  SS  8,  4,  •  •  •  *i  —  1) 

sowie  mittels  des  Hilfssatzes  in  nr.  8  daselbst  folgende  Con- 
gruenz: 

(4aa  —  W)  .  z/(n  =  J{f)  (mod.  2^+^). 

Ganz    ebenso   kann  man  g^  in  eine   äquivalente   Form  % 
verwandeln,  für  welche  eine  Congruenz 

(23)  X  =  2{ßi*  +  m%,  +  bli«)  +  9'{^,)  (mod.  2'«) 

stattfindet,  unter  ß  irgend  eine  der  ungeraden  Zahlen  ver- 
standen, deren  Doppeltes  durch  g^  darstellbar  ist,  unter  S3  eine 
beliebige  ungerade  Zahl  und  unter  g'{x^  eine  gegen  2  prime 
gerade  Form.  Aber  man  darf  hier  zunächst  2/3:^2« 
voraussetzen,    denn   wegen    der   vorausgesetzten    Gleichung 

(17)  ist  auch 

^{2«,2'o|  =^,(2a,2S 
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d.  h.  zugleich  mit 

^(a;^)  =  2a  (mod.  2^) 
ist  auch 

g^(x^)  =  2«  (mod.  2^) 
erfüllbar. 

Ferner  darf  man  6^Q  (mod.  2)  annehmen.  Denn, 
wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  könnte  man  zunächst,  wenn  nicht 
schon  einer  der  Hauptcoefficienten  von  g\x^  congruent  2 
(mod.  4)  wäre,  dies  —  wie  an  der  angefahrten  Stelle  ausein- 
andergesetzt worden  —  durch  eine  Substitution,  welche  nur 
die  Yariabeln  x^  berührt  und  demnach  die  Oestalt  der  Gon- 
gruenz  (23)  nicht  ändert,  erreichen;  ist  alsdann  etwa  der  Goeffi- 
cient  2c  von  x?  congruent  2  (mod.  4),  so  würde  die  weitere 
Substitution 

und  dann  das  Verfahren  der  nr.  5  des  sechsten  Gapitels  6  in 

6'  =*b  +  c  =  b  +  1  (mod.  2) 

verwandeln,  wo  nun  6',  wenn  b  nicht  ^  Q  (mod.  2)  wäre,  der 
Bedingung  b'  ^  a  (mod.  2)  genügt.     Hiernach  wird 

4/Jb  -  93«  =  4aa  —  %?  (mod.  8) 

vorausgesetzt  werden  dürfen,  in  Folge  wovon  es  möglich 
wird,  eine  Zahl  j?  der  Gongruenz 

(24)  4/3b  —  93*  =  (4aa  —  W)«"  (mod.  2'o+i) 

und  eine  andere  z'  der  Gongruenz 

zz'  =  1  (mod.  2'oH-i) 

gemäss  zu  bestimmen.     Da  alsdann  die  Determinante 

110  0    ..  0 


0  z'  0  '"  0 
0  0  z  '"  0 

0  0   0.1 


=  1  (mod.  2'») 


ist,  lässt  sich  eine  unimodulare  Substitution  angeben  (&  nr.  5 
in  Gap.  4),  deren  Goefficienten  den  Elementen  dieser  Determi- 
nante (mod.  2^)  congruent  sind,  und  durch  sie  geht  offenbar  % 
in  eine  äquivalente  Form  %    über,  welche  einer  Gongruenx 

i  -  2(aV  +  95^' .  ir  +  hz''  •  r *)  +  g\x,)  (mod.  2^) 
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Genüge  leistet.  Wenn  man  hier  |  in  g  4~  ^£'  verwandelt  und 
u  der  Congmenz 

2au  +  93^'  =  «  (mod.  2^0+1) 

gemäss  wählt ^  nimmt  diese  Congmenz  die  neue  Gestalt  an: 
(25)       x'  =  2 («1»  +  «ir  +  at')  +  g'i^,)  (mod.  2'.), 

wie  aus  (24)  und  ßi^a  (mod.  2*«»)  leicht  hervorgeht. 

Die  Form  g\x^)  bedeutet  in  diesen  Gongruenzen  wieder 
eine  gegen  2  prime  gerade  Form,  sodass  <Si{g')  =^  2  ist,  wäh- 
rend (wie  in  nr.  5  des  sechsten  Capitels)  die  Beziehungen 

(On^i{g)  =  (Om{9) 

(m  =.  8,  4,  •  •  •  n  —  1) 

sowie  aus  dem  Hilüssatze  in  nr.  8  daselbst  die  Congmenz 

(4aa  —  ««)  •  J(g')  =  J(g)  (mod.  2^+^) 

zu  erschliessen  sind.  Nun  folgt  wieder,  wie  in  den  früheren 
Fallen,  aus  (17)  die  Gleichung 

/•'(Ä,2'.)  =  </'(Ä,2'.), 

während  die  für  f\  g'  schon  gewonnenen  Beziehungen  die 
folgenden  anderen  Gleichungen 

f^m(f)  =  (Om(g') 

6n.{f')  =  6^{g) 
(m  a«  1,  2,  •  •  •  «  —  8) 

sowie  die  Congmenz 

J{f)  =  J{g')  (mod.  2^+1) 

ergeben.  Die  Formen  /",  g'  von  nur  n  —  2  Yariabeln  erßillen 
demnach  genau  dieselben  Voraussetzungen,  wie  die  ursprüng- 
lichen Formen  /*,  g  von  n  Veränderlichen.  Man  gelangt  somit 
zu  der  Folgerung:  Ist  der  behauptete  Satz  richtig  für  zwei 
gerade  Formen  mit  n  —  2  Veränderlichen,  so  folgt  aus  unseren 
bezüglich  der  Formen  f,  g  gemachten  Voraussetzungen  f  ~  </' 
(mod.  2^),  es  kann  also  g'  durch  eine  nur  die  Veränderlichen 
Xf^  betreffende  und  daher  die  Gestalt  von  (25)  nicht  ändernde 
Substitution  in  eine  äquivalente  Form  g"  verwandelt  werden, 
für  welche  f  ^~ig'  (mod.  2^)  ist,  und  folglich  %  in  eine 
äquivalente  Form   x\  welche  der  Bedingung 

Baohmann,  Zahlentheorie.    IV,   1.  84 
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x"  -  2(«5>  +  «ir  +  an + 9"(x,) 

also  der  Gongruenz 

Genüge  leistet.  Demnach  gilt  dann  der  Satz  auch  fdr  zwei 
gerade  Formen  mit  n  YenLnderlichen.  Setzt  man  aber  bei  der 
Yoraufgebenden  Betrachtung  /*,  g  als  zwei  solche  Formen  mit 
nur  2  Variabein  voraus,  so  erhalten  die  Congruenzen  (22),  (25) 
beide  die  Gestalt 

i,  =  2(a|«  +  asr  +  arO  =  x'  (mod.  2^) 

und  lehren  somit  unmittelbar  die  Giltigkeit  des  Satzes  in 
diesem  Falle,  und  folglich  auch  allgemein.  — 

5.    Nachdem   wir    durch   die  Betrachtungen    der    letzten 
Nummern  die  Identität  der  neuen  Definition  eines  Geschlechts 
von   Formen   mit  der  früheren   nachgewiesen   haben,   können 
wir  sie  nunmehr  etwas  ein&cher  fsissen.    Nur  dem  Anscheine 
nach   hängt   die   Zugehörigkeit   einer  Form   zum  Geschlechte 
von  f  nach  dieser  Definition  von  unendlich  viel  Kriterien,  der 
Gongruenz  der  Classen  nach  jedem   beliebigen  Modulus  ab; 
wir  dürfen  ihnen  die  Gongruenz  nach  dem  einzigen  Modulus 
2^  substituiren,  wenn  wir  gleichzeitig  die  Form  auf  die  Ord- 
nung   von  f   beschränken,    und    dürfen    sagen:    Diejenigen 
Glassen  von  Formen  derselben  Ordnung  wie  f  bilden 
das  Geschlecht   der  Form  f  mit   der  Determinante  J^ 
welche  mit  der  Classe  von  f  (mod.  2^)  congruent  sind. 
In  der  That,  da  sie  nach  jedem  Modulus  ihr  congruent  sind, 
müssen  sie  es  auch  (mod.  2  z/);  umgekehrt  aber  folgt  aus  ihrer 
Gongruenz  nach  diesem  Modulus  (s.  nr.  1),  dass  sie  mit  /)  wie 
nach  der  Voraussetzung  die  Ordnung,  so  auch  die  Gharaktere 
gemeinschaftlich   haben,   also  dem   gleichen  Geschlechte  ange- 
hörig  sind. 

Endlich  lässt  sich  auch  die  Definition  der  Gongruenz  f^g 
(mod.  N)  zweier  Glassen  auf  eine  andere,  für  die  Folge  zweck- 
mässigere  Weise  fassen.  Sind  nämlich  die  Glassen  zweier 
Formen 

f=  {a.x}   und  g=  {6.x}   (mod.  N) 

congruent,  so  giebt  es  in  der  Glasse  von  f  eine  Form  9  =={«,>} , 
in  der  Glasse  von  g  eine  Form  ^  ==  {ßix} ,   welche  der  Con- 
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gmonz 

[ai^\  =  {/3.x}   (mod.  N) 

genügen.  Gehen  diese  Formen  aus  f  resp.  g  durch  die  uni- 
modularen  Substitutionen  (g,x),  (^ix)  hervor,  sodass 

(«.«)  =  (?x.)  •  (a.x)  •  (g.x) 
(ftx)  =  (rxO  •  (6ix)  •  (nx) 

ist,  so  ergiebt  sich,  wenn  unter  (^,x)  die  inverse  Substitution 
(rix)  verstanden  wird 

(fc.-x)  =  (px.)  •  03.x)  •  (Qix)  =  ((>x.)  •  (a.x)  •  (p.x)  (mod.  N) 
also 

(pxO(?x«)  •  (^**)  •  (^'x)(^.x)  ^  (6ix)  (mod.  JO- 
ES giebt  mithin  eine  Substitution  vom  Modulus  gleich  1,  also 
auch  congruent  1  (mod  N),  welche   {a^x}   oder   auch   irgend 
einen   Rest   von    {o^x}   (mod.  IT)   in   einen   Rest   von    [hx] 
(mod.  N)  verwandelt. 

Sei  umgekehrt  [üix]  irgend  ein  Rest  von  {a/x}  (mod.  N) 
und  (5/x)  eine  Substitution,  deren  Modulus  ^^  1  (mod.  N)  ist 
und  welche  {Q/x)  in  einen  Rest  [hx]  von  {&/x}  verwandelt, 
so  verwandelt  sie  erstens  jeden  Rest  von  {o^x}  in  einen 
Rest  von  {&,x}-  Zweitens  kann  man  eine  Substitution  (^x) 
finden,  deren  Modulus  gleich  1  und  welche  zee  (5,x)  (mod.  N) 
ist.     Sei  dann 

(tni)  •  («,x)  •  (^.x)  =  (a.x); 

so  folgt 

(uix)  =  (5x.)  •  (a,x)  •  (Six)  =  (bin)  ^  (^x)  (mod.  ^ 

und  somit  giebt  es  eine  Form  der  Glasse  von  /*,  welche  mit 
einer  Form  der  Glasse  von  g,  nämlich  mit  g  selbst,  congruent 
ist,  und  folglich  ist  f^g  (mod.  N). 

Aus  beiden  reciproken  Ergebnissen  schliesst  man  offenbar 
diese  neue  Definition  für  die  Congruenz  zweier  Glassen 
(mod.  N): 

Zwei  Glassen  von  Formen  heissen  einander  (mod.  N) 
congruent,  wenn  es  eine  Substitution  giebt,  deren 
Modulus  ^  1  (mod.  N)  ist  und  durch  welche  die  Reste 
der  einen  Glasse  in  Reste  der  anderen  übergehen. 

6.    An  diese  Definition  für  die  Gongruenz  zweier  Glassen 

84* 
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(mod.  N)  schliessen  wir  die  für  die  Folge  erforderliche  Unter- 
suchang^  wieviel  Reste  ein  Geschlecht  in  Bezug  auf 
einen  gegebenen  Modulus  N  haben  kann. 

Ist  f  der  Repräsentant  des  Geschlechts  ^  d.  i.  irgend  eine 
in  ihm  enthaltene  Form,  so  ist  klar,  dass  die  Reste  dieses 
Geschlechts  (mod.  N)  jedenfalls  nur  Reste  solcher  Formen  9 
sein  können,  für  welche 

(26)  f^g>  (mod.  N) 

ist,  denn  die  Formen  <p  des  Geschlechts  von  f  leisten  der  Con- 
gruenz  f^<p  in  Bezug  auf  jeden  Modulus,  also  auch  (mod  N) 
Genüge.  Ist  aber  <p  eine  solche  Form,  so  muss  der  gedachten 
Definition  zufolge  f  durch  eine  Substitution,  deren  Determi- 
nante ^^  1  (mod.  N)  ist,  in  einen  Rest  von  <p  (mod.  N)  ver- 
wandelt werden.  Mithin  werden  jedenfalls  sammtliche  Reste 
des  Geschlechts  (mod.  N)  unter  denjenigen  zu  finden  sein, 
welche  man  erhält,  wenn  man  auf  f  sämmÜiche  Substitutionen 
T,  deren  Determinante  ^  1  (mod.  N)  ist,  anwendet  Um  die 
verschiedenen  Reste  zu  finden,  braucht  man  offenbar  nur 
die  incongruenten  Substitutionen  T  zur  Anwendung  zu 
bringen.  Angenommen  nun,  vermittelst  dieser  Substitutionen 
T  finde  man  aus  /*  die  91  verschiedenen  Reste 

9uff2y  "'9üi  (inod.  N), 

so  ist  gewiss,  dass  das  Geschlecht  von  f  nicht  mehr  als  diese 
31  Reste  (mod.  N)  darbieten  kann.  Aber  zudem  sind  sie  auch 
wirklich  vorhanden.  Man  sieht  nämHch  leicht  ein,  dass  sie 
sogar  schon  von  jeder  G lasse  des  Geschlechts  z.  B.  von  der 
Glasse  von  f  selbst  geliefert  werden.     In  der  That,  sind 

^u  ^if  '"  ^« 
solche  Substitutionen  T,  durch  welche  f  in  die  Formen 
9iy  9%i  ' ' '  991  (mod.  N)  übergeht,  so  lassen  sich  ebenso  viel 
verschiedene  Substitutionen  Sj,  Sg,  •  •  Sg^  bilden,  welche  jenen 
(mod.  N)  congruent  sind  und  den  Modulus  1  haben,  und  offen- 
bar geben  die  vermittelst  derselben  aus  f  hervorgehenden 
Formen  der  Classe  von  f  die  Reste  g^^  jf,,  •  - '  gn  (mod.  N). 
Zur  Ermittelung  der  Zahl  91  suchen  wir  vor  Allem  die 
Anzahl  der  incongruenten  Substitutionen 
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(27)  ^-(«.x), 

deren  Modulus  iz?  1  (mod.  N)  ist.  Um  sie  alle  zu  finden, 
denke  man  den  Zahlen 

(28)  r„  r„  . . .  r. 

alle  Reste  (mod.  If)  beigel^,  was  N"  Restsysteme  ergiebt; 
die  Zahlen  eines  jeden  dieser  Restsysteme  haben  mit  N  einen 
grössten  gemeinsamen  Theiler  d^  und  wir  wollen  alle  Rest- 
systeme, denen  derselbe  Theiler  d  zukommt,  in  einen  Gomplex 
zusammengefasst  denken  und  ihre  Anzahl  mit  0(cf)  bezeichnen; 
offenbar  ist  dann  die  auf  sämmtliche  Theiler  d  von  N  be- 
zogene Summe 

^  0(rf)  =  N- 

und  hieraus  schliesst  man  in  bekannter  Weise  die  Oleichung 


*(l)  =  i^-.J7(l-A) 


in  welcher  die  Multiplikation  auf  alle  verschiedenen  ^Primfak- 
toren  von  N  zu  erstrecken  ist.     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

(29)  JT(l-,^)  =  (^- 

SO  können  wir  einfacher  schreiben 

(30)  *(l)  =  i^-.(.V),. 

Diese  Formel  bestimmt  die  Anzahl  der  Rest- 
systeme (28)  (mod.  N)y  welche  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind,  mit  N.  Eins  dieser  0(1)  Restsysteme  müssen 
aber  die  Zahlen  t^^  t^i,  -  •  -  tni  (mod.  N)  lassen,  damit  sie  die 
erste  Vertikalreihe  der  Coefßcienten  einer  Substitution  (27), 
deren  Determinante  ^  1  (mod.  N)  ist,  bilden  können.  Und 
umgekehrt,  so  oft  die  Zahlen  r^,  r„  •  •  •  r»  eins  dieser  Rest- 
systeme bilden,  giebt  es  eine  Substitution  (27)  von  der  ge- 
dachten Art,  in  welcher  die  Elemente  der  ersten  Vertikalreihe 
ihnen  congruent  sind;  denn,  weil  r^,  r^,  •  •  •  r,  keinen  Theiler 
mit  N  gemeinsam  haben,  giebt  es  auch  Zahlen 

^11  ^  ^i;  ^1  ^  '•«>••  •  ^ni  ^^  rn  (mod.  JV), 
welche  überhaupt  ohne   gemeinsamen  Theiler  sind,   und  jede 
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unimodalare  Snbstitation,  in  welcher  sie  die  erste  Vertikal- 
reihe bilden,  ist  eine  Substitution  T  von  der  behaupteten  Be- 
schaffenheit. 

Aus  einer  solchen  Substitution  mit  der  ersten  Vertikal- 
reihe  ^i;  ^u  *  *  *  ^ni  erhält  man  aber  jede  andere  von  derselben 
Beschaffenheit,  wie  man  unschwer  erkennt,  dadurch,  dass  man 
sie  mit  sammtlichen  (mod.  N)  incongruenten  Substitutionen 

\0,   W«_i,i,   M«_i,2,  •  •  •  M<._i,  „_i 

zusammensetzt,  für  welche  die  Determinante  n  —  1*"  Orades 
Uix  I  ^=^  1  (mod.  N)  ist.  Bezeichnen  wir  nun  allgemein  mit 
^«  (N)  die  Anzahl  der  incongruenten  Substitutionen  (tx)»  deren 
Determinante  n****  Grades  |  ^^  |  ^^  1  (mod.  N)  ist,  also  mit 
^„_i(^)  die  Anzahl  der  incongruenten  Substitutionen  (m/,) 
mit  dem  Modulus  |  w.x  |  ^^  1  (mod.  N),  so  ist,  da  die  Zahlen 
Uly  U^,'-'  Un^t  (mod.  N)  jeden  Rest  haben  können,  die  An- 
zahl der  incongruenten  U  und  folglich  auch  die  der  Substi- 
tutionen T  mit  der  ersten  Vertikalreihe  ^n,  ^i,  •  •  •  <«i  'gleich 
JjT"— 1 .  tlfn—iiN)'  Daher  belauft  sich  die  gesammte  Anzahl 
der  incongruenten  Substitutionen  T,  die  wir  suchen,  auf 

und  somit  erhalten  wir  die  Recursionsformel 

aus  welcher  sich  sodann,  da  tlfi(N)  offenbar  gleich  1  ist, 

(31)  V.  (2^  =  Jr-*- 1  •  ( JT),  (N),..-  (K), 

ergiebt*). 

Wenn  wir  nun  alle  diese  Substitutionen  T  auf  die  Form 
f^^Qi  (mod.  N)  zur  Anwendung  bringen,  so  mögen  diejenigen 
von  ihnen,  welche  f  in  eine  mit  g^  (mod.  N)  congruente  Form 
verwandeln  und  zu  denen  die  identische  Substitution  zahlt,  mit 
T  und  ihre  Anzahl  mit  f{N)  bezeichnet  werden.  Ebenso  viel 
Substitutionen  T  liefern  dann  für  f  eine  mit   (/„   ebenso  viel 

*)  Vgl.  hierzu  C.  Jordan,  traitä  des  substitations ,  art  120 — 1S4. 
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eine  mit  g^  (mod.  N)  congruente  Form  u.  s.  w.  Demi,  ist  Tq 
eine  Substitution  T,  welche  f^g^  in  eine  Form  verwandelt, 
deren  Rest  g^  ist,  so  wird  auch  T  •  T^  eine  solche  sein;  und 
umgekehrt,  wenn  T^  noch  eine  andere  Substitution  T  ist, 
welche  dies  bewirkt,  so  wird  auch  die  mit  Tq  (mod.  N)  con- 
gruente unimodulare  Substitution  S^  von  derselben  Art  sein, 
die  umgekehrte  Substitution  S^^  also  wird  g^,  und  die  Sub- 
stitution T^Sq—^  wird  f  in  eine  mit  f  oder  g^  (mod.  IT)  con- 
gruente Form  verwandeln  d.  h.  es  wird 

T^S^-^  =  T,  T^~  18^  Ezz  TTo  (mod.  N) 

sein;  in  der  That  ist  also  die  Anzahl  der  incongruenten  Sub- 
stitutionen Ty  welche  f^g%  liefern,  gleich  derjenigen  der 
Substitutionen  T.     Hieraus  aber  folgt  offenbar 

und  somit 

(32)  ^-=W- 

7.  Zur  Bestimmung  von  9t  handelt  es  sich  also  noch  um 
Ermittelung  des  Werthes  der  Funktion  f{N). 

Hierzu  bemerken  wir  vor  Allem,  dass  dieser  Werth  sich 
finden  lässt,  indem  man  die  Funktion  nur  fOr  solche  Argu- 
mente bestimmt,   welche  Primzahlpotenzen  sind.     Ist  nämlich 

(33)  N  =  p^'p'*'  '", 
so  ist 

(34)  f{N)  =  f{]^)-f{p' ')■■•■ 

In  der  That,  ist  eine  Substitution  T  =  (^,x)  mit  der  Determi- 
nante I  ^^x  I  ^  1  (mod.  N)  so  beschaffen,  dass 

{ini)'f'{Un)~gi  (mod,N) 
ist,  so  ist  sie   zugleich   auch   eine  Substitution,   deren  Deter- 
minante ^^  1  (mod.  p*)  und  für  welche 

{txi)  •  f'  (tin)  =  gt  (mod.  p^) 
ist,  und  eben  dasselbe  gilt  für  die  übrigen  Primzahlpotenzen 
von  N.    Aber  auch  umgekehrt,  wenn 

s  =  {8i,),  sf'  =  (5,;), ... 

Substitutionen  sind,  deren  Determinanten  resp. 

(mod.  p*),  (mod.  p''),  •  •  • 
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hierbei  ist,  wenn  wieder  d'i  —  '0',-_i  =  «^  gesetzt  wird, 
*,  =  ccar/O«  +  a/ar,«*)»  +  •  •  •  +  «,<'~"z«'. 
Demnach  darf  man  auch  schreiben: 

(38)  f  =  a,xr  +  j,"'  •  /•'«)  ("»od-  pO, 

WO  f\x^')  eine  Form  von  n  —  1  Veränderlichen  ist,  für  deren 
Invarianten  die  Beziehungen  bestehen: 

(m  as  2,  8,  •  •  •  II  —  1) 

Ist  nun  T  =  {Ut)  eine  Substitution,  welche  f(x^  (mod.  ff) 
nicht  verändert,  so  müssen  die  Elemente  der  ersten  Yertikal- 
reihe  ^n,  ^i,  •  •  •  ^«i  eine  Wurzel  der  Congruenz 

(39)  f{x^)  =  «1  (mod.  |/) 

sein.  Die  Anzahl  der  Wurzeln  derselben  beträgt  nach  1, 1) 
vorigen  Capitels 

wenn  A  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Congruenz 

(40)  f{x^)  =  a^x^^  +  a^x^^  H h  «i^**-'>^^  =  «i  (moA  !>) 

bezeichnet.  Ist  umgekehrt  'u,  ^i,  •  •  •  <«i  eine  Wurzel  der- 
selben, so  entspricht  ihr,  wie  in  nr.  2  gezeigt  worden,  eine 
unimodulare  Substitution,  in  welcher  ^i;  ^i^  -  *  *  ^«i  die  erste 
Vertikalreihe  bilden  und  durch  welche  f{x^  in  eine  äquivalente 
Form  ^  von  der  Beschaffenheit  übergeht,  dass 

^  =  ail,»  +  ra.r(l^)  (mod.i/) 

und  /"'(Ip)  eine  Form  von  n  —  1  Veränderlichen  ist,  für  welche 
die  Beziehungen 

(Dm  — 1  =  ©m 

erfüllt  sind.     Da  somit  die  Gleichungen 

ÖJm  — 1  =  Om  —  l 

(m=:»,3,-i»  — 1) 

stattfinden  und  für  t'  ^=^t  —  o^  leicht  auch  die  anderen 

f'{Ki^)  =  f"{Ktf') 

Jif')  =  J{f")  (moA  i)''+»--s) 
erschlossen  werden,  so  ergiebt  sich  nach  den  Sätzen  jener  nr. 
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die  Congraenz 

f"(t,)^f'{x,')(mod.p'-) 

d.  h.  man  kann  aof  ^  eine^  die  Yeranderliche  1^  nicht  be- 
rührende  unimodnlare  Substitution  anwenden,  durch  welche 
/*"(|^)  in  eine  Form  übergeht,  die  (mod-i/')  den  Rest  f'{x^) 
giebt.  Durch  Zusammensetzung  dieser  Substitution  mit  der- 
jenigen, durch  welche  ^  aus  /*  hervorging,  gewinnt  man  folg- 
lich eine  Substitution  T  mit  der  ersten  Vertikalreihe 

welche  f  (mod.  p')  ungeandert  lässt. 

Alle  anderen  Substitutionen  T,  welche  dieselbe  erste 
Vertikalreihe  haben,  müssen  aus  dieser  einen  herrorgehen,  in- 
dem man  sie  mit  Substitutionen  von  der  Form  U  zusammen- 
setzt, die  ihrerseits  sich  als  Produkt  zweier  Substitutionen  von 
der  Form 

1   Dl  •••  D«-i\  /l  0  ...  0 

^  ^     ''  ^         »    upd    ■  ^  **^*  * '  **^""-' 


0   0       .  •  •    1  J  \0    Wh-1,1    •  .  .    W^-i,«-! 

darstellen. 

Soll  aber  T  •  U  den  Rest  von  f  (mod.  pf)  nicht  ändern, 
so  darf  auch  U  selbst  es  nicht,  woraus  wegen  der  Form  dieser 
Substitution  und  weil  in  f{x^  die  Goefficienten  der  doppelten 
Produkte,  welche  x^  enthalten,  durch  f^  theilbar  sind,  sich 
leicht 

Di  =  D,  =  . . .  =  ün-^i  -^  0  (mod.  p) 

ergiebt;  und  hieraus  wird  ersichtlich,  dass  D^dann  und  nur  dann 
den  Rest  von  f  (mod.  pf)  nicht  verändert,  wenn  die  Substitution 
(Ufx)  die  Form  jp*^  •  f  (mod.  jp')  nicht  verändert.  Aus  diesen 
Betrachtungen  folgt,  dass  zu  jeder  Wurzel  ^u,  <^i,  •  •  •  ^i  der 
Gongruenz  (39)  soviel  Substitutionen  T,  welche  sämmtlich 
diese  Zahlen  als  erste  Vertikalreihe  haben,  gehören,  als  die 
Anzahl  der  gedachten  Substitutionen  (u/x)  betragt  d.  i.  mit 
Rücksicht  auf  (36) 
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In  Folge  hiervon  erhält  man  die  Recursionsformel: 

(41)  f{^)  =  A  •  ^[(«-i)»-i3co,+(i.-i)(/-i) .  /•'(^-«.). 

Da  fär   eine  Form  f  mit   nur   einer   Veränderlichen   A  =  2, 
offenbar  aber  f{jf)  =s  1  ist,  wäre  in  vorstehender  Formel  als- 
dann statt  des  letzten  Faktors  -^  zu  setzen. 
Schreibt  man  nun  in  analoger  Weise 

r{x^)  =  a/rr,'«  +  p««  •  ^^x,')  (mod.  p^—^) 
u.  s.  w.y  sodass 

(42)  fM{xg)  EE5  *,  + 1)*"^« .  *8  H h  i)*"^«"^  ••■^"^i-1  •  0i 

(mod.  p'-*'^,) 

wird,  und  bezeichnet  man  mit  A^,  A^,  •  •  •  Ax^— i  die  Anzahl 
der  Wurzeln  der  Gongruenzen 

rix,)  ~  a,'x,'  +  <'^3»  +  •  •  •  +  «i<«»-^>^x!  =  «/ 

rix,)         -.-.  a;'x,'  +  •  •  •  +  «/''-«:r;.  =  < 

(mod.  p) 

resp.,  so  ergeben  sich  neben  der  Formel  (41)  die  ähnlichen, 
welche  folgen: 

/•(*i-l)(p'-c«i ««i-l) 

=  Ax,-1  •  pK'»-*')'-13«'x,  +  (»-*»)('-l-'»x «x.-l)  .  /'<*'J(p''"'^i), 

Gleichungen,  welche  durch  Multiplikation  unter  sich  und  mit 
(41)  verbunden,  da  coi,  ojg,  •  •  •  (Dx^— i  Null  sind,  die  folgende  er- 
geben: 

/•(p')  =  A- Ai  •  Ag-  ••  Ax,-i 


(43) 


^^)^(n^x,)(n-x,-l)^^^_^^^^^^^^^^^^j^^^ 


./•W(2/-«';^.). 

Ist  nun  zuerst  x^  gerade,  so  findet  sich  aus  den  Schluss- 
formeln von  nr.  2  vorigen  Capitels,  wenn  man  zur  Abkürzung 

setzt, 
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A         = 


A.       = 


p.-.[i+p-S^.e.(=i^)] 


P 


=  ^-»[i_p-V.e.(=-_^<)] 


A, 


=  p-4 


i+i)   » 


-T- .  e .  h  "'  "'  "'  )  J 


A«.-i=l> 


,1»  —  *i 


1  +  e 


X; 


(— 1)     Oja,'..«! 


(«i-D 


mithin 


d.  i.  gleich  2|)"""'>, 


=  w     ^ 


P. 


A  •  Aj  •  A^  •  •  •  Axj-i 

»(ll  — 1)         (W  — X|)(»  — Xt  — 1)  . 

•2(l-i)(l-^.)- 


2 


•(•-^)f 


e 


5» 

.2 


Ist  dagegen  x^  ungerade  ^  so  ergeben  sich^  wenn  man 


(-  1)    «      .  a/a/' 


"1  -1 


(..<»'-')] 


e» 


setzt,  auf  gleiche  Weise 

A,      »iJ-^b-p'^^'^-eJ 


A,,- 


2 


=  «»  —  «1  +  1 


X.— 8 


i-i,-»e, 


(-  1)   »     a,X"  .  .  .  «.(». 


-S) 


Ax,-!—!» 


n  —  X, 


1  +  e, 


«1-1 


d.  i.  gleich  2jp*""*», 
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mithin 

A  •  Ai  •  A^  •  •  •  Ax,-i 

»(»— i)  _U  — <i)(«— Xt  — 1) 

*   "   '    •2(i-;.)(i-^)---(i-^-^.)- 

Diese  beiden  Formeln  lassen  sich  vereinen,  wenn  man,  jenach- 
dem  Xj  gerade  oder  ungerade  ist 


=  P 


(44)    0, 


,.  =  l_((:^_«,_llVri').^-? 


oder  =  1 


setzt;  dann  findet  sich  allgemein 

A  •  Aj  •  Aj  •  •  •  Ax^-i 


(45) 


=  p 


"  (.'-Tlil  _  («— «iX»— »I  —  1) 
i  i 


'","#])■"'■■ 


Durch  Einsetzen    dieses  Werthes  in  die  Formel   (43)  e^ 
giebt  sich  die  Recursionsformel: 


*(«— 1)         (fi  — XiX«— >f,  — 1) 


(46) 


•)  f  +  [(n-xi)«-ll«^, 


in  welcher  zur  Abkürzung 

(47)        (l  -1) (l  -i,)  .  •  ■  A  -^^  •  «-.  =  *. 

gesetzt  worden  ist.  Verfahrt  man  nun  bezüglich  der  Form 
f^'^i^o)  a^f  Grund  der  Congruenz  (42)  ganz  analog^  wie  auf 
Grund  von  (37)  mit  der  Form  f(Xff)  geschah,  und  fahrt  so 
fort,  so  gelangt  man  mit  Beachtung  der  zu  Formel  (41) 
hinzugefügten  Bemerkung  ohne  weitere  Schwierigkeit  zu  einer 
Formel  von  folgender  Gestalt: 


«—1 


(48) 

WO 

(49) 


/•(;/)  =  p 


t+ 


8 


-) 


«A 


f[pl 


/•li>]  =  2^-' •  ?i  ?,  •  •  •  ^-t 
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gesetzt  und  ^»-  aus  der  Form  0i  za  bilden  ist^  wie  ^^ 
aus  der  Form  O^^. 

9.  Es  handle  sich  jetzt  zweitens  um  die  Bestim- 
mung von  /*(2'),  wobei  ^>l  +  t7«_.i  vorausgesetzt  wird. 
Auch  hier  darf  man  unter  f  eine  charakteristische  Form  der 
Classe  von  f  verstehen.  Man  muss  aber  die  beiden  Fälle 
unterscheiden ;  ob  6^^  =  l  oder  =  2  ist. 

Erster  Fall:  0^  =  1.  Die  Form  f(Xg)  genügt  alsdann 
einer  Gongruenz 

(50)  f(x^)  =  ax^^  +  «'V  H h  a<«-i)ir,«  (mod.  2^, 

in  welcher  die  Goefficienten  a,  «',-••  a(*~^J  ungerade  sind, 
eine  Gongruenz,  der  man,  da  die  o^  sämmtlich  Null  sind,  auch 
folgende  Gestalt  geben  kann: 

(51)  f{x^)  =  ax,^  +  2-^ .  r(x^)  (mod.  2'), 
indem  man  unter  f'(x^)  die  Form 

(52)  f\x^)  =  ax^^  H h  «^"-'^a:«*  (mod.  2') 

versteht.  Soll  nun  T  =  (^,x)  eine  Substitution  sein,  deren 
Determinante  ^  1  (mod.  2')  und  welche  f  (mod.  2')  nicht  ver- 
ändert, so  müssen  jedenfalls  die  Elemente  t^^^  ^i,  -  -  -  tni  der 
ersten  Vertikalreihe  die  Gongruenz 

(53)  f{x^)  =  a  (mod.  2') 
erfüllen  und  folgende  andere  Gongruenzen: 

d.  i. 

^11  ^lA  +  ^1  ^A  +  •  •  •  +  ^/i  1  ^» A  ^=  0 
hh  -|-  ^A  +  •  •  •  -|-  ^«A  ^^1 

und  folgHch 

(tn  —  l)hk  +  (<2i  —  1)^A  H h  (^»1  —  l)^i.A  =  1  (mod.  2) 

bestehen,  woraus  hervorgeht,  dass  die  Zahlen  t^j^,  ^^,  •  •  ^«i 
nicht  sämmtlich  ungerade  sein  dürfen.  Man  überzeugt  sich 
nun  auf  ganz  dieselbe  Weise,  wie  im  vorigen  Falle,  wobei  man 
sich  nur  auf  nr.  3  statt  auf  nr.  2  zu  stützen  hat,  dass  in  der 
That  jeder  Wurzel  der  Gongruenz  (53)  in  nicht  lauter  unge- 
raden Zahlen   t^y  t^^,  -  -  -  t^i   eine   der   Substitutionen   T   ent- 
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spricht^  welche  diese  Zahlen  als  erste  Vertikalreihe  hat.  Wenn 
man  zudem  bedenkt^  dass  nach  nr.  1^  2)  und  nr.  3  des  siebenten 
Capitels  die  Anzahl  der  bezeichneten  Wurzeln  gleich  2^"— *)('-*) 
mal  der  Anzahl  9(  der  Wurzeln  der  Gongruenz 

(54)  ax^^  +  ax^^  -\ h  o^'—'^a;,»  i^  a  (mod.  4) 

in  nicht  lauter  ungeraden  Zahlen  ist,  gelangt  man  auf  solche 
Weise  wieder  zur  folgenden  Recursionsformel: 

(55)  /•(20  =  2(--i)('-») .  a  .  /•'(20. 

Ist  nun  zunächst  n  gerade^  so  bezeichnet  9(  die  An- 
zahl der  sämmtlichen  Wurzeln  der  Gongruenz  (54),  ist  also 
(s.  die  Tabelle  in  nr.  4  des  angeführten  Gapitels), 

wenn  f  =  +  l  ist,  gleich  2*^"~^^,  dag^en,  wenn  f  =  —  1 
ist,  gleich 

2»(«-i) .  I  1 


und  somit  kommt  für  ein  gerades  n: 

(56a)     /•(20  =  2('-»)' .  j  1  +  (a  —  1)  .  t- ^) ^   ^  \  .  /•'(2'). 

Ist   dagegen   n   ungerade,   so  hat  man  zwei  Falle  zu 
unterscheiden,  jenachdem 
entweder 

6  r::  a  +  <^'  "h  *  •  *  +  «^"""^^  ^^  —  « 
oder 

ist.  Im  er  st  er  en  Falle  bezeichnet  wieder  %  die  Anzahl 
sämmtlicher  Wurzeln  der  Gongruenz  (54),  ist  also  nach  der 
genannten  Tabelle  gleich 

28('«- 


(mod.  4) 


"tß)^ 


im  zweiten  dagegen  ist  %  gleich  dem  Unterschiede  zwischen 
der  Anzahl  sämmtlicher  Wurzeln  und  der  Anzahl  der  Wunseln 
in  lauter  ungeraden  Zahlen,  d.  i. 
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2    * 


=  2«(— )./l-^Vl+-i3 


8    «    /\  2    « 


Beide  Falle  fassen  sich  zosammen  in  eine  einzige  Formel  und 
geben  für  ein  ungerades  n: 

i 


■f(2')  =  2<"- 


{öQh) 


»)'  •  /l 


«— 1 

2    « 


Zudem  bestehen  nach  Ende  von  nr.  4  des  siebenten  Ca- 
pitels  folgende  Relationen: 

(57)  ,,  =  (-  1)"-*+-^-  .  a,  d,  =  (-  If'^ .  b'    '+'^* .  d, 

welche  den  Uebergang  von  der  Form  f  mit  n  Veränderlichen 
zu  der  Form  /*'  mit  n  —  1  VeränderUchen  vermitteln.  Indem 
man  nun  abwechselnd  eine  und  die  andere  der  Formeln  (56  a) 
und  (56  b)  verwendet  und  die  Beziehungen  (57)  für  die  neu 
entstehenden  Formen  fortsetzt,  wobei  man,  ohne  die  Allge- 
meinheit zu  beschranken,  der  Einfachheit  wegen  annehmen 
kann,  dass  die  ersten  ft  Coefficienten  a  von  der  Form  4j  + 1, 
die  letzten  v  von  der  Form  4j  +  3  sind,  gelangt  man  — 
wie  durch  den  Schluss  von  n  —  1  auf  n  leicht  zu  bestätigen 
ist  —  zu  folgendem  Resultat: 

(58)  /•(2')  =  2'^'./I2], 
wo  zur  Abkürzung 

(59)  /t2]  =  2.(l-^)(l-l,).../l--^^V^» 

gesetzt  ist,  und, 

wenn  n  gerade  und  £==-(-  1  ist,  b^  =  /  1  -|- 


—  1 


fi-' 


„  „  yy  „  B     1       ist,       Ol     1 

BAchmAnn^  /«hlentheoiie.    IV%  1.  35 
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wenn  n  ungerade  ist 

V  2    * 

gewählt  werden  muss. 

10.  Zweiter  Fall:  <yj  =  2.  In  diesem  Falle,  der  ein 
gerades  n  erfordert,  darf  man  f&r  f  folgende  Congruenz  vo^ 
aussetzen: 

n 

T 

(60)  f(xg)  =^(2aiXi^  +  2^Xix/  +  2a<a;/«)  (mod.  2'), 

1=1 

in  welcher  die  Zahlen  o,-,  %  ungerade  sind,  eine  Congruenz, 
der  man  auch,  da  die  sammtlichen  o  gleich  Null  sind,  diese 
Form  geben  kann: 

(61)  f{x^)  -:  2a,x,'  +  2%,x,x,'  +  2a,<*  +  2««  •  f,(x^) 

(mod.  20, 
indem  man  unter  f^Qc^)  eine  gerade  Form  versteht  von  nur 
n  —  2  Veränderlichen,  unter  denen  x^,  x^  sich  nicht  mehr 
finden.  Soll  nun  T  =  (^,x)  ein©  Substitution  sein,  deren  Mo- 
dulus  Lizi  1  (mod.  2')  und  welche  f  (mod.  2')  nicht  verändert, 
so  muss  die  Congruenz 

(62)  f{x^  =  2«!  (mod.  2^ 

durch  die  Elemente  ^i,  ^^i,  •  •  •  ^«i  ihrer  ersten  Vertikalreihe 
erfüllt  werden;  sie  können  demnach  nicht  sämmtlich  gerade 
Zahlen  sein.  Bezeichnen  aber  diese  Elemente  irgend  eine 
Wurzel  der  vorstehenden  Congruenz,  so  folgt  ganz  wie  in 
nr.  5  des  6.  Cap.  (vgl.  nr.  4),  dass  durch  eine  unimodulare  Sub- 
stitution, bei  welcher  jene  Zahlen  die  erste  Vertikalreihe  bilden, 
und  durch  eine  Reihe  von  anderen,  welche  diese  Vertikalreihe 
nicht  verändern,  f{x^  in  eine  äquivalente  Form  '^{x^  trans- 
formirt  werden  kann,  welche  einer  Congruenz  genügt  von  der 
Gestalt: 
2«,  .,f.(ar,)  -  (2a,Xi  +  ajO»+(4aiOi-  VX*+2ai  •/•««(x,) 

(mod.  2'+'), 
während 

(63)  2a, .  fix,)  .:  {%a,x,  +  5l,a:/)«  +  (4a, o,  -  a,«)^/« 

+  2ai.^(^e)  (mod.  2'+«) 
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ist.  Aos  diesen  Congruenzen  folgen^  wie  in  nr.  4,  die  Beziehungen 

(m  =»  1,  2,  3,    •  •  «  —  5) 

ferner 

/•W(Ä,20=/i(A,20 
sowie  die  Congmenz 

^(/•(»O  =  ^(/i)  (mod.  2'+i) 
und  folglich 

/•W  ~  /;  (mod.  20. 

Somit  kann  man  durch  eine  nur  die  letzten  n  —  2  Veränder- 
lichen berührende  unimodulare  Substitution  f^^^^ix^  in  eine 
Form  f'\Xg)  transformiren,  welche  denselben  Rest  (mod.  2') 
giebt  wie  /i(a^^),  und  folglich  wird  die  frühere  Substitution, 
mit  der  letzteren  zusammengesetzt,  eine  solche  sein,  deren 
Modulus  gleich  1  also  auch  i^  1  (mod.  2')  ist,  deren  erste 
Vertikalreihe  die  Zahlen  t^iy  t^i,  -  -  tni  sind  und  welche  den 
Rest  von  /"(a;^)  nicht  verändert.  Jeder  Wurzel  der  Con- 
gruenz  (62)  entspricht  also  eine  solche  Substitution  T. 

Ist  aber  T  eine  solche,  so  wird  auch  jede  Substitution 
T  •  U  eine  solche  sein,  wenn  ü  gleichfalls  die  Determinante 
^Z2  1  (mod.  2')  hat  und  f  (mod.  2')  nicht  verändert. 

Damit  letzteres  der  Fall  sei,  muss  wegen  (61)  die  Con- 
gmenz erfüllt  sein: 

(64)  2«!  C7i  +  St, .  Uli  =  ^1  (mod.  2') 
und 

fiU,,  «H,  •  •  •  «,-1,0   -i  2a,  (mod.  2') 
oder 

(2«,  U,  +  «,«„)'  +  (4«xai  -  ^>n   +  2ori/;(«,„  •  •  •  «.-.,,) 

—  40,01  (mod-  2'+») 

d.  i.  mit  Beachtung  von  (64) 

(65)  (4aiai-«i^.Uii«  +  2«i^(ti,i,...u._M)  ^Aa,a,-%' 

(mod.  2'+^). 

Analoge  Betrachtungen  wie  in  nr.  4  und  wie  wir  sie  im 
Falle  (^1  =  1  angestellt  haben,  die  jedoch  einer  Erweiterung 
der  nur  für  ungerade  Determinanten  giltigen  Grundlage  be- 
dürfen, lassen  erkennen,  dass  jedem  Systeme  von  Zahlen 
flu,  u^yy  '  •  •  M„_i,i    (mod.  2'),   welches   dieser    Gongruenz 

36* 
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genügt;  in  der  That  eine  Substitution  U  der  gedachten 
Art  zugehörig  ist.  Weil  aber  (s.  siebentes  Capitel  nr.  1,2) 
Anfang)  immer  2"~*^  Wurzeln  dieser  Congruenz  (mod.  2'+M 
ein  einziges  (mod.  2')  bestimmtes  System  solcher  Zahlen  ent- 

spricht,  wird  die  Anzahl  solcher  Systeme  -^^z^  sein,  wenn  Ä' 

die  gesammte  Anzahl  jener  Wurzeln  bezeichnet.  Aus  einer 
Substitution  U  der  gedachten  Art  erhalten  wir  aber  die  anderen, 
demselben  Systeme  w^,  «jj,  •  •  •  w«— i,i  entsprechenden  vermittelst 
der  Formel  ?7«  F,  wenn  darin  unter  V  eine  Substitution 

1  u  r,     • .  •  F. 

0  1    F,'       . .  •  F,' 
0  0». 


F  = 


'H 


«l,i.-S 


0  0   Vn-a,i  '  • '  »«-»,,-»' 


Terstanden  wird,  in  der  die  Determinante 

»,•«  I  =  1  (mod.  2') 


(mod.  2') 


ist  und  welche  f  (mod.  2')  nicht  verändert.  Hierzu  wird,  wie 
leicht  aus  (61)  erkennbar  ist,  erfordert,  dass 

2«! rr+  a,  =  «,,  2a, f»  +  «, f;  =  o 

2cc,U*-\-2%iU+  20i  =  2o„ 

2a,  UVk  +  %{y^U-\-  F*)  +  2a. F»'  -  0, 

2J7=0,  Fa  =  0,  F;  =  0(mod.20 

mithin  entweder  U^O  oder  U^2*—^  (mod.  2^)  sei,  und  da^ 
die  Substitution  (Vix)  die  Form  /i(^^)  (mod.  2')  nicht  ver- 
ändere. Jeder  Substitution  U  der  gedachten  Art  ent- 
sprechen daher  2-f^(2^  Substitutionen  F  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit. 

Aus  alle  diesem  erschliesst  man,  wenn  Ä  die  Anzahl  der 
Wurzeln  der  Congruenz  (62),  A'  die  Anzahl  der  Wurzeln  der 
Congruenz  (65)  bezeichnet,  die  Recursionsformel 


(66) 


f(2')  =  2^  •^1^,(20- 


Wäre  n  =  2,   so  würde  f^i^^)  eine  Form  mit  Null  Ver- 
änderlichen; in  diesem  Falle  aber  sieht  man  leicht,  dass,  damit 
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/l,  ?7\     .  .  .         . 

U^=^\r\        )  ^iiio    <lei*    bezeichDeten   Substitutionen    sei,    die 
VO,  u^^/ 

Congruenzen 

t*ii  ^-1,  2U=0  (mod.  2') 

nothwendig  und  hinreichend  sind;  es  giebt  also  zwei  solche 
U  und  demnach  entsprechen  jeder  Wurzel  der  Gongruenz  (62) 
zwei  Substitutionen  T^  sodass  dann 

(66a)  /'(20  =  2Ä 

gefunden  wird.  Da  man  in  demselben  Falle  ^'  =  4  findet, 
bleibt  die  allgemeine  Formel  (66)  aucb  in  ihm  giltig;  voraus- 
gesetzt; dass  man  dann  den  Faktor  ^(2')  durch  ^  ersetzt.  — 

Da  aber  die  Gongruenz  (62)  keine  Wurzeln  in  lauter  ge- 
raden Zahlen  gestattet;  besitzt  sie  auch  keine  solchen;  für 
welche  sammtliche  Ausdrücke 

Y"ä^  (füri=l,2;...n) 

gerade  sind.     Nach  nr.  1,  3)  des  vorigen  Gapitels  findet  man 

demnach  zunächst 

-4  =  2A  .  2<»-^)<'-^>, 

unter  2A  •  2"""^  die  Anzahl   der  Wurzeln   verstanden,   welche 

die  Gongruenz 

(67)  f{x^)  =  2«!  (mod.  4) 

erfüllen;  und  nach  Formel  (60)  daselbst  hat  man 


A  =  2»-Hl— (^)2    V. 


Die  Anzahl  Ä'  der  Wurzeln  von  (65)  ist   nach  nr.  1,  2) 
des  vorigen  Gapitels 

A'  =  2(— «('-'-') .  A', 
wenn  A'  die  Anzahl  der  Wurzeln  der  Gongruenz 
i^tc^ai  —  %^)Xj^ -{-  20^'  f^{x^,  *"  x„-.t)  55.4«! Ol  —  ?ti*  (mod.  8) 

bezeichnet.  Diese  Gongruenz  erfordert  x^  als  ungerade  Zahl 
also  (mod.  8)  congruent  mit  einem  der  vier  Werthe  1;  3;  5,  7 ; 
alsdann  müssen  x^,- " ^»-i  ^^^  Gongruenz 

f%{^%7 ' ' '  ^n-i)       0  (moA  4) 
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Genüge  leisten^  welche,  wenn  unter  J^   die  Determinante  von 
f^  verstanden  wird,  nach  nr.  5  daselbst 

2«--5.(i  +(  2^.2"  2- +7 
Wurzeln  (mod.  4)  hat,  mithin  findet  sich 

A'  =  23"-^ .  (l  +  (|-)  .  2"^  "^7 
also 

---r  =  2^-«)' .  (l  +  i\)  2"  ^  "^7 . 

Durch    alles  dies   gewinnt   man    endlich    die    Recursions- 
formel  (66)  in  folgender  Gestalt: 

/•(20  =  4  .  2<«-i)'+('— 8)' .  (l  —  (-|)  2""  V 

.(l+(J-)2-^"'0./,(2O. 
Da  fQr  ^  >  3 

J  -"  {U^a^  —  «1«)  .  J^  (mod.  8), 
so  ist 

In  derselben  Weise  aber  findet  sich 
^,(2')  =  4  •  2<" -»)'+("-*"  •  (l  —  (|-)2~^'^7 

worin 

zu  setzen  ist,  u.  s.  w.,  zuletzt  nach  (66  a) 

/;_,(20  =  4 . 2'/i  -  (^T-V^Y 

und  durch  Multiplikation  der  so  entstehenden  Gleichungen  er- 
giebt  sich  zuletzt 

(68)  f{2')  =  2^^^^' .  ff.  tf,  •  •  •  ff._x  •  fm, 

wenn  zur  Abkürzung 
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—  1 


(69)/-[2]  =  2«.(l-2\)(l-i)...(l-l).A+Q)^' 

gesetzt  wird.  — 

11.  Bevor  wir  dieses  Capitel  beschliessen;  sei  bemerkt, 
dass  die  Definition  des  Geschlechts  noch  auf  eine  neue  Art 
gefasst  werden  kann.  Es  lässt  sich  nämlich,  wie  Minkowski 
anmerkt*),  der  Satz,  den  wir  im  ersten  Abschnitte  Seite  127 
nach  Smith  ausgesprochen  und  bewiesen  haben,  auf  Formen 
mit  beliebig  viel  Veränderlichen  ausdehnen,  und  man  darf 
demgemäss  sagen: 

Zwei  Formen  eines  Geschlechts  lassen  sich  immer 
durch  eine  rationale  Transformation,  d.  i.  eine  solche 
mit  rationalen  Coefficienten,  mit  dem  Modulus  1  und 
mit  einem  zu  einer  beliebig  gegebenen  Zahl  primen 
Generalnenner  in  einander  transformiren  und  sind 
umgekehrt  durch  diese  Eigenschaft  als  Formen  eines 
Geschlechts  i^harakterisirt. 

Auf  Grund  dieses  Satzes  und  indem  er  noch  den  im 
zweiten  Abschnitte  Seite  869  bewiesenen  Satz  über  reducirte 
Substitutionen  zu  Hilfe  nimmt,  hat  Minkowski  in  einer  leider 
nur  skizzirten  Arbeit**)  die  Bedingungen  untersucht, 
unter  welchen  zwei  quadratische  Formen  mit  ratio- 
nalen Coefficienten  rational  in  einander  transformirt 
werden  können.  Ohne  dass  wir  näher  hier  auf  diese  Unter- 
suchung eingehen  können,  sollen  doch  ihre  Hauptresultate  der 
Vollständigkeit  wegen  noch  angefügt  werden. 

Man  darf  die  Betrachtung  auf  Formen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  beschränken,  denn  jeder  Form  f  mit  rationalen 
Coefficienten  kann,  wenn  N  der  Generalnenner  ihrer  Coeffi- 
cienten ist,  die  ganzzahlige  Form  N^  •  f  zugeordnet  werden, 
in  welche  f  durch  die  rationale  Transformation 

übergeht.     Kann    also   f  in  f  rational    transformirt   werden, 

*)  Minkowski,  über  die  Bedingungen,  unter  welchen  zwei  qua- 
dratische Formen  mit  rationalen  CoefQcienten  in  einander  rational  trans- 
formirt werden  können,  Journ.  f.  Math.  106. 

♦•)  Ebendaselbst. 
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welcher  die  Form   N'^^f    zugeordnet  ist,   so   kann  es  auch 
N^ '  f  in.  N'^  '  f  und  umgekehrt. 

Eine  ganzzahlige  quadratische  Form  f  mit  n  Yerander- 
lichen  und  nicht  verschwindender  Determinante  geht  nun  aber 
offenbar  durch  eine  rationale  Transformation  mit  nicht  ver- 
schwindendem  Modulus  in  eine  andere  über,  bei  welcher  — 
ausser  der  Zahl  n  und  dem  Trägheitsindex  x  —  die  Oesammtheit 
derjenigen  Primzahlen  ungeändert  ist,  welche  in  der  Determi- 
nante in  ungeraden  Potenzen  aufgehen.  Setzt  man  deren  Pro- 
dukt, mit  ( —  1)*  multiplicirt,  gleich  A,  so  sind  also  n,  r,  A 
arithmetische  Invarianten  mit  Bezug  auf  alle  jene  Transfor- 
mationen. Ausserdem  giebt  es  aber,  bezüglich  auf  jede  unge- 
rade Primzahl  |7,  eine  gewisse  Einheit  Cp  und  bezüglich  des 
Modulus  4  oder  8  eine  gewisse  Einheit  Cg,  welche  bei  allen 
jenen  Transformationen  ungeändert  bleiben;  för  alle  nicht  in 
der  Determinante  aufgehenden  Primzahlen  p  ist  stets  Q,  =  1. 
Man  nenne  B  das  Produkt  aller  ungeraden  Primzahlen,  f&r 
welche  Cp  =  —  1  ist,  B  das  Produkt  derjenigen  von  ihnen, 
die  nicht  in  A  enthalten  sind.  Auch  diese  Zahlen  B,  B  sind 
mithin  Invarianten,  bleiben  nämlich  bei  allen  jenen  Transfor- 
mationen ungeändert.     Dann  gilt  folgender  Hauptsatz: 

Zwei  Formen  mit  w  Veränderlichen  und  nicht  ver- 
schwindenden Determinanten  können  dann  und  nur 
dann  rational  in  einander  transformirt  werden,  wenn 
sie  gleiche  Invarianten  r,  -4,  B  haben. 

Man  beachte  femer,  dass  beim  Uebei^ange  von  f  zn  M'f 
der  von  quadratischen  Faktoren  befreite  Kern  der  Determi- 
nante ungeändert  gleich  A  bleibt,  falls  n  gerade  ist.  Als- 
dann zeigt  die  nähere  Untersuchung,  dass  eine  Einheit  Cp 
dann  und  nur  dann  für  alle  Vielfachen  M  •  f  gleichen  Werth 

n 

hat,  wenn  p  in  A  nicht  aufgeht  und  ( —  l)^  -  A  quadratischer 
Rest  von  p  resp.,  für  p  =  2,  von  8  ist.  B^  heisse  das  Pro- 
dukt derjenigen  unter  diesen  Primzahlen,  für  welche  Cp  =  —  1 
ist;  mithin  ist  die  Zahl  B^  ein  Theiler  von  B;  sie  kann  als 
Invariante  der  Gleichung  f^=^0  bei  rationalen  Transforma- 
tionen bezeichnet  werden.     Setzen  wir 

D  =  ^  .  BiS 
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wenn  n  gerade  ist,  so  ist  aus  dem  Werthe  der  einzigen  Zahl 
D  sowoU  ^  als  B^  zu  entnehmen,  da  A  wie  B^  aus  lauter 
verschiedenen  Primfaktoren  zusammengesetzt  und  prim  gegen 
einander  sind. 

Ist  n  ungerade,  so  giebt  es  unter  allen  Vielfachen  M'f 
ein  einziges,  nämlich  A  •  /*,  dessen  Determinantenkem  gleich  1 
ist;  die  diesem  Vielfachen  entsprechende  JB-Invariante  kann 
als  die  Invariante  der  Gleichung  /'=0  bei  rationalen  Transfor- 
mationen bezeichnet  werden,  und  wir  setzen  für  ungerade  n 

X)  =  dieser  JB- Invariante. 

Dann  folgt  aus  dem  Hauptsatze  folgender  andere: 

Wenn  zwei  Formen  mit  n  Veränderlichen  und 
nicht  verschwindender  Determinante  in  den  abso- 
luten Werthen  ihrer  Zahlen  n  —  2t  und  in  ihren 
Invarianten  D  übereinstimmen,  so  kann  jede  von 
ihnen  rational  in  ein  rationales  Vielfache  der  anderen 
transformirt  werden. 

unter  den  besonderen  Folgerungen  aus  diesen  allgemeinen 
Sätzen,  welche  Minkowski  zieht,  seien  nur  die  folgenden 
zwei  erwähnt: 

1)  Von  Null  verschiedene  rationale  Quadratzahlen 
sind  darstellbar  durch  jede  nicht  wesentlich  negative  qua- 
dratische Form  mit  4  oder  mehr  Veränderlichen,  durch  jede 
solche  Form  mit  3  Veränderlichen,  deren  Invarianten  A,  B 
auch  bei  Formen  mit  2  Veränderlichen  vorkommen  können, 
und  durch  jede  solche  Form  mit  2  Veränderlichen,  deren 
Invarianten  A^  B  auch  bei  einer  Form  mit  einer  Veränder- 
lichen vorkommen  können. 

^2)  Die  Zahl  Null  ist  rational  darstellbar  durch 
jede  unbestimmte  quadratische  Form  mit  5  oder  mehr 

Veränderlichen; 

durch  jede  solche  Form  mit  4  Veränderlichen,  deren 

Invariante  D  nur  erste  Primzahlpotenzen  enthält; 

durch  jede  solche  Form  mit  3  Veränderlichen,  deren 

Invariante  D  gleich  1  ist; 

durch  jede  solche  Form  mit  2  Veränderlichen,  deren 

Invariante  D  gleich  —  1  ist. 
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Neuntes  Capitel. 
Die  Darstellang  dsreh  eine  qiadntische  PonL 

1.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zu  einer  anderen  Betrach- 
tungsreihe. Schon  bei  den  temären  Formen  haben  wir  zu 
bemerken  gehabt,  dass  dort  neben  der  Aufgabe:  eine  gegebene 
Zahl  durch  eine  solche  Form  darzustellen  —  eine  Au%abe, 
die  bei  den  binären  Formen  die  einzige  dieser  Art  ausmacht 
—  noch  die  andere  auftrat:  eine  binare  Form  durch  eine  ter- 
näre  Form  darzustellen.  Noch  mannigfaltiger  ist  die  Dar- 
stellungstheorie im  Falle  der  Formen  mit  n  Veranderlichen. 
Geht  die  quadratische  Form 

durch  die  Substitution 

(2)  Xp  =  q^iyi  -f  q^2yt  -\ 1-  q^^y^ 

in  die  Form 

(3)  9(yq)=^Kfiyayß 

(a,  ,^  «  1,  2, . .  n) 

über,  so  wird,  indem  man  yK+i,  yr-f-j,  •  •  y*  gleich  Null  setzt, 
die  Form 

W  Y(yq)=^K^yay,i 

von  V  Veranderlichen  jj,  yg,  •  •  •  y^,  welche  ein  Bestandtheil 
von  g{y^  ist,  mittels  der  Formeln 

(5)  x^  =  g^iyi  +  g^,y,  -\ 1-  q^^y, 

durch  die  Form  f{x^  dargestellt.     Indem  man 

i;  =  1,  2,  8, . . .  n  —  1 

setzt,  erhält  man  somit  die  Darstellung  einer  Form  mit  einer 
Venlnderlichen  —  oder,  indem  man  för  letztere  den  Werth  1 
wählt,  die  Darstellung  einer  Zahl  —  dann  einer  Form  mit 
2,  3,  • .  n  —  1  Veränderlichen  durch  die  Form  f{x^),  also 
neben   den    beiden,    bei   temären  Formen  allein  vorhandenen 
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Grenzfällen  eine  mit  der  Anzahl  der  Veränderlichen  steigende 
Menge  besonderer  Fälle.  Wir  behandeln  zunächst  den 
allgemeinen  Fall:  die  Darstellung  einer  Form  mit 
v<n  Veränderlichen  durch  die  Form  f(x^)  mit  n  Ver- 
änderlichen. 

1)  Es   bezeichne  (5)   irgend   eine  Darstellung   der  Form 
y(y^)    durch   die  Form  f{Xg).     Die  n  •  v  Coefficienten  in   den 
darstellenden  Formeln  geben  Entstehung  zu  den  Determinanten 
v^""  Grades 
(6)  Qhik-, 12-  V f 

in  denen  hik  - '  -  irgend  eine  Combination  von  v  Zahlen  der 
Reihe  1,  2,  3,  •  •  •  n  ist. 

Wir  nennen  die  Darstellung  eine  eigentliche, 
wenn  diese  Determinanten  ohne  gemeinsamen  Theiler 
sind. 

Setzen  wir  die  Darstellung  (5)  als  eine  eigentliche  vor- 
aus, so  kann  man  nach  nr.  5  des  dritten  Capitels  eine  Deter- 
minante ^  =  I  ?.x  !  =  1  von  n  •  n  Elementen  bilden,  deren 
erste  v  Spalten  die  Coefficienten  von  (5)  sind,  und  ihnen  ent- 
sprechend die  unimodulare  Substitution  (2).  Verwandelt  letztere 
die  Form  f(x^)  in  die  äquivalente  Form  <7(y^),  so  bildet  oflFen- 
bar  yijfff)  denjenigen  Bestandtheil  der  letzteren,  welcher  nur 
die  Variabein  y^,  y^?  '  ' '  Vr  enthält  Lässt  sich  also  yiy^) 
eigentlich  durch  f(Xg)  darstellen,  so  giebt  es  eine  mit 
f(Xg)  äquivalente  Form  fl'(y^),  von  welcher  y(y^)  ein 
Bestandtheil  ist.  —  Ist  umgekehrt  y(y^)  irgend  eine  mit 
f{x^)  äquivalente  Form,  von  welcher  yiy^)  der  nur  die  Variabein 

enthaltende  Bestandtheil  ist,  so  liefert  jede  Substitution  (2), 
durch  welche  ^(y^)  aus  f(Xf^  hervorgeht,  mittels  der  Formeln 
(5)  eine  Darstellung  von  y(yp)  durch  letztere  Form  und  zwar 
eine  eigentliche,  weil  die  Zahlen  (6),  aus  welchen  die  Deter- 
minante Q  homogen  und  linear  zusammengesetzt  ist,  wegen 
Q  =  1  keinen  gemeinsamen  Theiler  haben  können. 

Hieraus  folgt  sogleich,  dass  äquivalente  Formen 
mit  n  Veränderlichen  stets  dieselben  Formen  mit 
V   Veränderlichen    eigentlich    darstellen.     Denn,    kann 
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y(y^)  eigentlich  durch  f(x^  dargestellt  werden,  so  ist  f{x^) 
einer  Form  g(jf^  äquivalent,  von  welcher  yijf^  derjenige  Be- 
standtheil  ist,  welcher  nur  die  Variabeln  Vu  y%,  -  -  -  Vr  enthalt 
Ist  nun  f{x^  äquivalent  mit  f'{x^j  so  ist  es  auch  g(jf^y  nnd 
folglich  kann,  der  letzten  Bemerkung  zufolge,  yijf^  auch  durch 
t\^q)  eigentlich  dargestellt  werden. 

2)  Ferner  sind  offenbar  zwei  äquivalente  Formen 
y(yp)  und  y\z^  von  v  Veränderlichen  durch  f{x^  stets 
gleichzeitig  eigentlich  darstellbar  resp.  nicht  dar- 
stellbar.    Denn,  wird  mittels  der  Formeln 

(5)  x^  =  q^tyx  +  q^^yt  H h  ia^yr 

(^  =  1. «,  •  ■  •«) 

f{x^  =  y{y^,  und  mittels  der  unimodularen  Substitution 

(e  =  1, «,  •  •  ») 
y(y^)  =  y\z^y  so  ist  auch 

fix,)  =  y'(*e) 
mittels  der  Formeln 

(8)  x^  =  q^iZx  +  q^tZi  H h  q^^Zr, 

(^  =  1,1,. -n) 

wenn  man  setzt: 

(^)  iqo  =  qai^ia  +  q^t^a  H h  q^r^a^ 

(p  =  1, 1.  •  •  •  »;  <J  =  1.  »,  •  •  •  y) 

Giebt  man  in  dieser  Formel  dem  Index  p  irgend  welche  r 
Werthe  A,  i,  ä:,  •  •  •  der  Reihe  1,  2,  -  •  •  n,  lässt  aber  (^  alle  seine 
Werthe  durchlaufen,  so  erhält  man  v  •  v  Elemente  q^a^  Aetea 
Determinante  Qhik.-,\%-y  heisse;  nach  dem  Multiplikatioi»- 
satze  für  Determinanten  ergiebt  sich,  da  j  x^a  '  =  1  ist, 

(10)  Qhik'    ,1%  '  T=^  Qkik      .12      ry 

eine  Gleichung,  welche  lehrt,  dass  die  Darstellung  von  y'^Sn 
durch  f{x^  mit  der  Darstellung  von  y{y^  gleichzeitig  ei« 
eigentliche  resp.  nicht  eigentliche  ist. 

3)  Die  eigentliche  Darstellung  (8)  der  Form  y\s{ 
soll   der   eigentlichen  Darstellung  (5)  der   Form  /(y^ 
durch  f{x^  äquivalent  genannt  werden. 

Es  giebt  so  viel  verschiedene,    einer  eigentlichec 
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Darstellung  yon  y(y^)  äquiyalente  Darstellungen  von 
y'iss^j  als  es  Transformationen  jener  Form  in  diese, 
oder  Transformationen  von  y(3f^  in  sich  selbst  giebt. 
Da  nämlich  jede  Transformation  (7)  der  Form  y{y^  in  y'{z^ 
eine  mit  (5)  äquivalente  Darstellung  (8)  liefert,  so  ist  zum 
Beweise  der  Aussage  nur  zu  zeigen,  dass  yerschiedenen 
Transformationen  (7)  auch  yerschiedene  Darstellungen  (8) 
entsprechen.  Da  aber  die  Darstellung  (5)  yon  y(3f^  durch 
f{x^  eine  eigentliche  sein  soll,  so  können  gewiss  nicht  sämmt- 

liehe  Zahlen  (6)  Null  sein;  sei  also  etwa  Quk -,12 -v  von  Null 
y erschieden;  dann  bestimmen  sich  aus  den  v  Gleichungen  (9), 
welche  p  =  ä,  i,  i,  •  •  •  entsprechen,  die  Coefficienten 

für  jeden  Werth  yon  6  in  eindeutiger  Weise  durch  die  Coeffi- 
cienten q^a  und  daher  können  nicht  zwei  yerschiedene  Trans- 
formationen (7)  die  gleiche  Darstellung  (8)  heryorbringen. 
4)  Man  überzeugt  sich  ferner  leicht,  dass  die  Be- 
dingungen (10),  welchen  zwei  äquiyalente  Darstel- 
lungen genügen,  charakteristisch  für  sie  sind,  d.  h. 
dass  auch  zwei  Darstellungen  äquiyalent  sein  müssen, 
so  oft  sie  ihnen  genügen.  Denn,  da  für  die  eigentliche 
Darstellung  (5)  die  Zahlen  Qhh  ,ii  ■  v  ohne  gemeinsamen 
Theiler  sind,  kann  man  nach  nr.  5  des  dritten  Capitels  n(n  —  v) 
Stahlen 

(^  =  1,  2,  . .  .  ») 

derart  wählen,  dass  die  Determinante  ^  =  |  j,.^  |  =  l  wird. 
Durch  die  Substitution 

(11)  x^  =  q^iyi  H h  q^rVr  +  q^t+iVr+i  H f-  q^nVn 

(^  =.  1,  2,  8,  •  .  •  n) 

geht  dann  f(Xg)  in  eine  äquiyalente  Form  giy^)  über,  yon 
welcher  y(y^)  derjenige  Bestandtheil  ist,  der  nur  die  Veränder- 
lichen Vi,  y%y  ' '  yy  enthält.  Erfüllt  aber  die  Darstellung  (8) 
die  Bedingungen  (10),  so  bilden  auch  die  Gleichungen 

(12)  Xg  =  q^xZx  H f-  q;^rZr  +  g^,^+i^.+i  H h  q^nZn 

(^  =»  1,  2,  8,  •  •  •  »») 

eine    unimodulare   Substitution,    durch    welche  f{x^   in   eine 
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äquivalente  Form  g'{e^  übergeht;  derjenige  Bestandtheil  der 
letzteren,  welcher  nur  si^e^y'  "  sSv  enthält,  heisse  y\z^^  Hier- 
nach sind  die  Formen  g(y^  und  g'{fs^  auch  unter  einander 
äquivalent  und  man  erhält  eine  Transformation 

(13)  y^  =  TC^lSSx  +  X^tBi  H f-  X^nSin 

(^  =  1,  2,  •  .  •  n) 

der  ersten  in  die  zweite,  wenn  man  die  Werthe  (11)  den 
Werthen  (12)  gleichsetzt  und  die  so  entstehenden  Gleichungen: 

(p  =  1,  2,  3,    •  .  n) 

nach  den  y,  auflöst.     Aus  solcher  Auflösung  folgt  ofiFenbar 


wo  A^  =  0  ist  för 
und  X^  =  1  für 


p  =  l,2,...v. 


Daher  wird 

(14)  X^a  =  qiaQlq  +  QiaQiq  H h  ««'aö-^ 

(p  =  l,  2,    -n;  (T  =  l,  2, -.r) 

dagegen  für  6  >  v: 


Xqa  *■ 


^      ist. 


^  [  jenachdem 

Xq  a  ^  I 

Zudem  ist,  wenn  q>  v  etwa  q  =  v  -^  h  ist,  der  Ausdruck 
(14)  für  Xga  nichts  anderes  als  die  Determinante  Q,  wenn  in 
derselben  die  v  -^  h^  Spalte  durch 

ersetzt  wird.  In  der  so  entstehenden  Determinante  können 
jedoch  wegen  (10)  die  ersten  v  Spalten  durch  die  accentuirten 
Elemente  ersetzt  werden-,  da  alsdann  aber  zwei  Spalten  der- 
selben identisch  werden,  muss 

Xna  =  0 


sem,  wenn 


p  >  1/,  tf  =  1,  2,  •  •  •  1/ 
ist.     Die  Substitution  (13)  hat  demnach  die  Form 
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Vi       =  «11^1  +  ^s^2  H h  ^^^^y 


und  folglich  verwandelt  die  unimodulare  Substitution 

die  Form  y(yp)  in  y'{z^  und  diese  Formen  sind  äquivalent. 
Aus  (14)  endlich  erhält  man,  wenn  man  6  festhält^  dagegen 
Q  alle  Werthe  1,  2,  3,  •  •  w  durchlaufen  lässt,  n  Gleichungen, 
aus  denen  sich 

(^  =  1,2,-    fi;  <J=1,2,      f) 

findet.  Diesen  Beziehungen  zufolge  ist  in  der  That  die  Dar- 
stellung (8)  von  y'{zq)  der  Darstellung  (5)  von  y{y^  durch 
die  Form  f{x^)  äquivalent. 

Da  somit  die  Gleichungen  (10)  die  nothwendige  wie  hin- 
reichende Bedingung  filr  die  Aequivalenz  zweier  Darstellungen 
sind^  sieht  man  sogleich  ein,  dass  zwei  Darstellungen, 
welche  derselben  dritten  Darstellung  äquivalent  sind, 
es  auch  unter  einander  sind. 

Identificirt  man  insbesondere  die  Formen  y(y^),  Y\^q)j 
sodass  die  Substitution  (7)  eine  Transformation  von  y{y^  in 
sich  selbst  darstellt,  so  lehren  die  entwickelten  Sätze,  dass 
sämmtliche  eigentliche  Darstellungen  der  Form  yijf^ 
durch  f{x^  sich  in  eine  Anzahl  Complexe  vertheilen 
lassen  der  Art,  dass  zwei  Darstellungen  äquivalent 
sind  oder  nicht,  jenachdem  sie  demselben  Complex 
angehören  oder  nicht,  und  dass  in  jedem  Complexe 
sich  so  viel  Darstellungen  befinden,  als  es  Transfor- 
mationen von  yiy^  in  sich  selbst  giebt. 

2.  1)  Sei  nun  wieder  (5)  eine  eigentliche  Darstellung 
von  y(y^)  durch  f{x^  und  (2)  die  entsprechende  unimodulare 
Substitution.     Weil  f{x^  durch  letztere  in  g{y^  übergeht,  so 
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verwandelt  sich  nach  nr.  7  des  fünften  Capitels  die  n  —  l'* 
Begleitform 

von  f{x^  durch  die  Substitution 

Xhik'      =  ^,   Qkik  ■  ,r»t  '    '  yr$t 

r$t'' 

in  die  äquivalente  Form 

d.  i.  in  die  n  —  1**  Begleitform  von  gij/g),  oder,  wenn  man 
mit  Uj  V  diejenigen  Indices  der  Reihe  1,  2,  3,  •  •  •  n  bezeichnet, 
welche  resp.  in  der  Combination  der  n  —  1  Indices  hih  •  •  •, 
rst  •  •  •  fehlen,  es  verwandelt  sich  die  Adjungirte  von  f(x^): 

(15)  F{x^)=^^Ä.,    x^x, 

(f,  r  =  1,  2.  •  •  •  n) 

durch  die  Substitution 

(16)  x^  =  ^piyi  +  Q^iy^  -| f-  Q^nVn 

(^  =  1,  2,  8,  ■  •  •  n) 

in  die  Adjungirte 

(17)  (?(y,)=2'-B«..-y.y. 

(u,  P  =a  1,  2,  •  •     n) 

von  g{y^»  Demnach  wird,  wenn  man  Vu  y^y  '  -  -  yv  gleich  0 
setzt,  die  Form 

(18)  ny^)'=^B„,yuy„ 

(k,  r  =  r  4-  1,  V  +  2,  •    •  ») 

welche  ein  Bestandtheil  von  6r(yp)  ist,  mittels  der  Formeln 

(19)  X^  =  Cp,,+  i  .  yr^t  H h   Qif,nyn 

(^  =  1,  2,  8, .  .  .  ») 

durch  die  Form  F(x^)  dargestellt^  und  zwar  eigentlich,  da  die 
aus  den  Goefficienten  der  Formeln  (19)  zu  bildenden  Deter- 
minanten 

(20)  UA/x-;»+l,y+2,-.n 

vom  Grade  n  —  v,  aus  denen  die  Determinante  Q  der  Glei- 
chungen (16)  homogen  und  linear  zusammengesetzt  ist,  w^n 
Q  =  Q  SS  1  ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.  Setzen  wir  an 
Stelle  der  Adjungirten  von  f{x^)  und  g(y^)  ihre  primitiven 
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Adjungirten  oder  Reciproken 

(21)  f (iCp)  = 2 =  2j  ""•  ^«  ^' 

(22)  9(y^)  = ^ 2_  =:=  ^  b„.y„y, 

und 

(23)  %{jf^)  =  — d;z^  =  ^^u.yuy., 

SO  wird  offenbar  mittels  derselben  Formel  (19)  x(y^) 
durch  die  Form  \(x^)  eigentlich  dargestellt.  Diese 
Darstellung  (19)  nennen  wir  der  Darstellung  (5)  ad- 
jungirt.  Aus  der  Reciprocität  der  beiden  Formen  f(xg)  und 
^(xg)  folgt  dann  ohne  weiteres^  dass  auch  umgekehrt  der  Dar- 
stellung (19)  von  x{yff)  durch  \(Xg)  die  Darstellung  (5)  von 
y(y^)  durch  f{xg)  adjungirt  ist.  Hiernach  gehören  immer 
eine  eigentliche  Darstellung  einer  Form  y(y^)  mit  v 
Veränderlichen  durch  die  Form  f{Xg)  und  eine  eigent- 
liche —  die  adjungirte  —  Darstellung  einer  Form 
x{y^)  mit  n  —  v  Veränderlichen  durch  die  Reciproke 
von  f(xg)  zu  einander. 

2)  Nach  den  Formeln  (12)  und  (15)  des  ersten  Capitels 
besteht  für  zwei  adjungirte  Darstellungen  (5)  und  (19)  jede 
der  Beziehungen: 

WO  hik  •  •  •  und  Ä'i'  •  •  •  je  zwei  (geordnete)  Combinationen 
von  V  und  n  —  v  Zahlen  bezeichnen^  die  zusammengenommen 
die  ganze  Reihe  1,  2,  3,  •  •  •  w  erschöpfen,  und 

(24a)  «  =  (—  l)*+'+*+"+^+*+-+*' 

zu  setzen  ist.  Diese  Beziehungen  sind  aber  für  zwei 
adjungirte  Darstellungen  charakteristisch,  insofern 
zwei  eigentliche  Darstellungen  (5)  und  (19),  für  welche 
sie  stattfinden,  auch  immer  adjungirte  Darstellungen 
sind.  Dies  erkennt  man  folgendermassen.  Sind  die  Coeffi- 
eienten  der  eigentlichen  Darstellungen  (5)  und  (19)  irgend 
welche  Zahlen,  welche  die  Bedingungen  (24)  erfüllen,  so  wähle 

Baohmann,  Zahlentheorie.    IV,  1.  30 
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man  n  •  v  Zahlen 

so,  dass  die  Determinante  Q  =  |  Qi,  \  gleich  1  wird,  die  Glei- 
chungen 

^Q  =  Qdtyi  H h  Q^^vr  +  Ce,.+iyr+i  H h  Ce-y. 

also  eine  nnimodolare  Substitution  bilden.  Bezeichnen  wir 
mit  Xitt  ^  zu  Qix  adjuDgirte  Element  der  Determinante  Q, 
so  ist  auch  das  System  der  Gleichungen 

(e  =  i,«,8,  .-11) 

eine  unimodulare  Substitution  also  ihre  Determinante  X  gleich 
1,  und  man  hat  die  Beziehung 

(25)  Xil..,«..„  =  £-0??.'V+v  -, 

in  welcher  hik  •  •  •,  Ä'i'  •  •  •  wie  in  (24)  und  £  durch  die 
Formel  (24  a)  zu  bestimmen  sind.  Da  aber  die  Determinante 
X  entsteht,  wenn  man  die  in  vorstehender  Gleichung  auf- 
tretenden ünterdeterminanten  mit  anderen,  nur  die  Elemente 
X^y-^-i  '  '  Xi>n  enthaltenden  ünterdeterminanten  multiplicirt, 
so  wird  ihr  Werth,  sobald  die  Gleichungen  (24)  erfüllt  sind, 
ungeändert  bleiben,  wenn  man  die  Zahlen  Z^i,  X^2,  •  •  *  Xc» 
durch  g^i,  ^^2,  - ' '  Qqv  ersetzt.     Demnach  wird  auch 

^Q  =  ff^iyi  H h  ^^^y^  +  z^^+iy^+i  H h  x?«y- 

(^  =  1.  2,  8,  •  •  •  n) 

eine  unimodulare  Substitution  sein,  in  welcher  die  zu 

adjungirten  Elemente,  wie  man  aus  denselben  Gründen  wie 
bezüglich  der  Determinante  X  erkennt,  die  Zahlen 

sein  müssen.  Die  Darstellung  (19)  ist  somit  der  Dar- 
stellung (5): 

(^  =  1,2,        ») 

in  der  That  adjungirt. 
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3.  Verbindet  man  diese  Sätze  über  adjungirte  Darstel- 
lungen nun  mit  denjenigen  über  äquivalente  Darstellungen,  so 
erkennt  man  sogleich  die  Richtigkeit  des  Satzes: 

1)  Zwei  äquivalenten  Darstellungen  durch  f{x^ 
sind  stets  dieselben  Darstellungen  durch  die  Reci- 
proke  von  f{x^  adjungirt.     Denn  bezeichnet 

(26)  x^  =  g^iyi  +  q^tyt  H f-  q^.y^ 

eine  eigentliche  Darstellung  der  Form  y{y^  und 

(27)  x^  =  q^iZx  +  q^iZi  -\ f-  q^^e^ 

((»  =  1,2,   ..«) 

eine  solche  Darstellung  der  ihr  äquivalenten  Form  y'{z^  durch 
f{^q)i  welche  der  ersteren  äquivalent  ist,  so  bestehen  die  Be- 
ziehungen (10).     Bedeutet  femer 

(28)  X^  =  ^^,,+1^,4.1  H h  Q^nVn 

eine  zur  ersteren  Dai*stellung  adjungirte  Darstellung  durch  die 
Reciproke  von  f{x^^  so  bestehen  die  Beziehungen  (24);  und 
aus  der  Gombination  jener  mit  diesen  erschliesst  man  die 
Gleichheiten 

welche  lehren,  dass  die  Darstellung  (28)  auch  der  mit  (26) 
äquivalenten  Darstellung  (27)  adjungirt  ist. 

2)  Man  ersieht  endlich  auf  diese  Weise,  dass  ein-  und 
dieselbe  Darstellung  durch  die  Reciproke  von /"(rr^)  nur 
äquivalenten  Darstellungen  durch  die  Form /*(a:^)  selbst 
adjungirt  sein  kann. 

4.  Von  dem  bisher  behandelten  allgemeinen  Falle  der 
Darstellung  einer  Form  mit  v  Variabein  durch  die  Form 

f{x^  ==^  (iaß  Xa  X^ 
K  /?,  =  1,  2,  •  •    ») 

resp.  einer  Form  von  n  —  v  Variabein  durch  die  Reciproke 
von  f{x^  gehen  wir  nun  zu  dem  besonders  wichtigen  Grenz- 
falle über,  in  welchem  v  =  n  —  1  ist. 

1)  Eine  quadratische  Form 

86  ♦ 


564  Neuntes  Capitel. 

(29)  Hyd-^^'^y-yi' 

(a,  /?,  =  1,  2,  •  •  .  «  —  1) 

ist  eigentlich  durch  f(Xg)  mittels  der  Formeln 
(30)  Xg  =  q^ipi  +  q^iPi  H h  q^^n-iyn-x 

(^  =  1,  2, .  . .  n) 

darstellbar^  wenn  yermoge  dieser  Beziehungen 
ist  und  die  Zahlen 

(31)  Qhik'\  12-.  «—1 

ohne  gemeinsamen  Theiler  sind.     Da  alsdann  eine  unimodulare 

Substitution 

(32)  Xg  =  q^xyi  H \-  q^^n-iyn^i  +  q^nVn 

(^  =  1,2,-      h) 

angebbar  ist,  so  verwandelt  sich  durch  letztere  f(xg)  in  eine 
äquivalente  Form 

(33)  9(y^)=2hßyayti, 

(a,A  =  l,2,-..i.) 

von  welcher  b(yg)  der  von  y»  freie  Bestandtheil  ist  Heisst 
Bix  das  zu  hifc  adjungirte  Element  der  Determinante  B  =  1 6,,  | 
der  Form  (33),  so  ist  JB«„  die  Determinante  von  &(y^).  Nun 
ist  aber  -B„«  =  ( —  l)*(i,_2  •  b««  also  theilbar  durch  rf«_2, 
und  so  gewinnt  man  das  erste  Ergebniss:  Durch  die  Form 
f(xg)  können  nur  solche  Formen  mit  n  —  1  Veränder- 
lichen eigentlich  dargestellt  werden^  deren  Determi- 
nante theilbar  ist  durch  dn^i.  Setzen  wir  demnach  die 
Determinante  von  6(y^)  gleich  ( —  l)*d„_2-6,  so  wird  b  =  b«,. 
2)  Ferner  erschliesst  man  aus  nr.  2, 1),  dass  jeder 
eigentlichen  Darstellung  (20)  von  6(y^)  durch  f{xg) 
eine  Darstellung  der  Form 

durch  die  Reciproke  von  f{Xf^)  mittels  der  Formeln 

^l   =  Qlnyn,  X^   =  Q%nyn,  '  "  Xn  =  QnnVn 

oder,  was  dasselbe  sagt,  eine  eigentliche  Darstellung 
der  Zahl  b««  =  6  durch  die  Reciproke  von  f{Xg)  mittels 
der   Werthe 
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adjungirt  ist;  sowie 

3)  dass  auch  umgekehrt  jede  eigentliche  Darstel- 
lung der  Zahl  b  durch  die  Reciproke  von  f(Xfj)  einer 
eigentlichen  Darstellung  einer  Form  mit  n — 1  Ver- 
änderlichen und  der  Determinante  B^n  durch  f{x^) 
selbst  adjungirt  sein  muss. 

4)  Nach  nr.  3, 1)  sind  äquivalenten  Darstellungen 
von  Formen  mit  n —  1  Veränderlichen  und  der  Deter- 
minante Bnn  durch  die  Form  f(x^)  stets  gleiche  Dar- 
stellungen von  b  durch  die  Beciproke  von  f(xg)  adjun- 
girt und 

5)  nach  nr.  3, 2)  müssen  nicht-äquivalenten  Dar- 
stellungen solcher  Formen  durch  f{Xf^)  verschiedene 
Darstellungen  von  b  durch  die  Reciproke  von  f(xQ) 
adjungirt  sein. 

Hieraus  ergiebt  sich  folgende  Regel,  um  sämmtliche 
verschiedene  eigentliche  Darstellungen  der  Zahl  b 
durch  die  Reciproke  von  f(Xf^)  zu  ermitteln: 

Nach  3)  werden  sie  sämmtlich  gefunden ,  wenn  man  die 
eigentlichen  Darstellungen  (30)  aller  Formen  mit  n  —  1  Ver- 
änderlichen und  der  Determinante  ( —  1)*^«— 2  •  b  durch  f(Xg) 
aufeucht  und  vermittelst  derselben  die  Zahlen 


iiifi 


bestimmt  Nach  4)  genügt  es  aber,  nur  nicht-äquivalente  Dar- 
stellungen zu  betrachten.  Man  wähle  also  von  allen  jenen 
Formen  nur  die  Repräsentanten  eines  vollständigen  Systems 
nicht-äquivalenter  Formen,  bilde  für  jeden  von  ihnen  die  Com- 
plexe  äquivalenter  Darstellungen,  deren  er  fähig  ist,  und  wähle 
aus  jedem  solchen  Complexe  nur  eine  einzige  Darstellung. 
Nach  2)  erhält  man  fOr  jede  solche  Darstellung  durch  f(Xg) 
wirklich  eine  adjungirte  Darstellung  von  6  durch  die  Reciproke 
von  f(Xg),  und  endlich  werden  alle  diese  Darstellungen  von  b 
nach  5)  auch  von  einander  verschieden  sein. 

Die  Aufgabe,  alle  Darstellungen  einer  gegebenen 
Zahl  durch  eine  gegebene  Form  mit  n  Veränderlichen 
zu  finden,  kommt  den  erhaltenen  Ergebnissen  zufolge 
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auf  die  andere  zurück:  alle  Darstellungen  einer  Form 
mit  n  —  1  Veränderlichen  durch  eine  Form  der  erst- 
genannten Art  zu  ermitteln. 

5.  Zur  Lösung  der  letzteren  Aufgabe  suchen  wir  vor 
allem  die  Bedingungen  auf,  welche  die  Form  (29)  erfüllen 
muss,  damit  sie  durch  die  Form 

(a,  /J,  =  1,  S,  •  ••  n) 

mit  n  Veränderlichen  eigentlich  darsteUbar  sei. 

1)  Wir  wissen  bereits,  dass  die  Determinante  B 
der"  Form  h(y^)  durch  dn^i  theilbar  sein  muss: 

(34)  B  =  (-  lydn^,  .  6. 

Wenn  dann  b(y^)  durch  f(x^)  mittels  der  Formeln  (30) 
eigentlich  darstellbar  ist,  so  giebt  es  eine  unimodulare  Sub- 
stitution (32),  durch  welche  f{x^)  in  die  äquivalente  Form 
(33)   übergeht,   deren  Determinante  B  heisse.     Die  Reciproke 

von  f(x^): 

(a,/*  =  l,2,.-n) 

geht  durch  die  Substitution 

(35)  X^  =   ÖpiJ/i  -f  ^^2^2  H h   Q^nVn 

(^  =  1,  2,    •    n) 

in  die  Reciproke  von  g{y^'i 

^(yQ)=2^aßyayß 

Über,  und  folglich  besteht  noch  folgende  allgemeine  Beziehung: 

(36)  h.=^(iuvQui'Q.u. 

Aus  ihr  findet  sich  insbesondere  für  b««  =  6  die  Formel: 


(37)  6  =  f(«?.) 

d.  h.  b  ist  eigentlich  durch  die  Reciproke  von  f{x^  also  auch 

durch  f  (^^)  darstellbar,  und  somit  muss 

2)  die  Zahl  b  bezüglich  jeder  in  o«— i  aber  nicht 
in  b  aufgehenden  ungeraden  Primzahl  pn— i  denselben 
quadratischen  Charakter  haben,  wie  die  Zahl 
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fi'  =  (-  i)Y.'-i, 

was  folgende  Bedingung  ergiebt: 


Weiter  aber  erschliesst  man  aus  der  Determinantenformel 

wenn  man  die  Coefficienten 

6.-«  =  (-  1)'  •  !— 
der  Reciproken  %{y^  einführt  und 

setzt;  was  geschehen  kann^  da  der  Ausdruck  als  Unterdeter- 
minante  n  —  2*®"  Grades  von  B  durch  rfn_3  aufgeht,  die  nach- 
stehende Gleichung: 

Einfacher  hat  man 

(40)  (—  \yOn-l  '  ßin  =  bbu  —  hin  Kn, 

(f,x=l,2,..ii-l) 

Gleichungen ;  welche  in  der  Form  von  Congruenzen  auch  so 
geschrieben  werden  können: 

(41)  (—  ly-^'On^l  •  ßin  =  hn  bx«    (mod.  h) 

und  sich  in  folgende  eine  Congruenz: 

V 


(42) 


=  (bi,Vi  +  t>»«yj  H h  b»-i,i.y»-i)*  (mod.  6) 

zusammenfassen  lassen.     Letztere  nimmt,  wenn 

(43)     /j(y,)  =  (- 1)*  •2'^.«y.y«  =2'^  Iryy 


_  X 

(<,x  =  l,«,...n  — 1)  //^_i«         «       n 


gesetzt  wird,  diese  Gestalt  an: 

(44)     —  On-i  •  /J(y^)  ^  (bi,yi  +  b2,y2  H h  b,_i,„y«_i)2 

(mod.  6). 
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3)  Die  eigentliche  Darstellbarkeit  der  Form  b(t^^) 
durch  eine  Form  mit  n  Veränderlichen  erfordert  mit- 
hin die  Möglichkeit  dieser  Gongruenz  d.  h.  das  Vor- 
handensein von  n  —  1  Zahlen 

(45)  bi«,  \>2n,  "  '  bii-l,m, 

welche  derselben,  oder,  was  dasselbe  sagt,  dem  Systeme 
der  Gongruenzen  (41)  Genüge  leisten;  kurz  gesagt: 

muss  ein  quadratischer  Rest  (mod.  b)  sein. 

6.  Dem  Bewiesenen  zufolge  entspricht  jeder  eigentlichen 
Darstellung  (30)  der  Form  b(y^)  mit  n  —  1  Veränderlichen 
durch  die  Form  /(ar^)  mit  n  Veränderlichen  ein  System  von 
n  —  1  Zahlen  (45),  welches  der  Gongruenz  (44)  Genüge  leistet. 
Ihre  Werthe  sind  abhängig  Ton  der  besonderen  Wahl  der  Zahlen 

(46)  qm,  «2«,  •••?«!., 

welche  mit  der  Darstellung  (30)  zusammen  eine  unimodulare 
Substitution  (32)  hervorbringen.  Es  lässt  sich  jedoch  be- 
weisen, dass  die  Reste  der  Zahlen  (45)  (mod.  6)  von 
dieser  Wahl  unabhängig  sind.  Zu  diesem  Zwecke  ent- 
nehmen wir  der  Formel  (36)  die  folgende: 

hn  =  ^,  du 9  Qui  Qvn 

U^9 

und  bilden,  indem  wir  sie  mit  qri  multipliciren,  die  nach- 
stehende Summe: 

^  qn  hin  =^  (auvQvn-^  qn  Qui) ; 

i=^l  u^v  1=1=1 

den  Beziehungen  zwischen  den  Elementen  ^«x  imd  ihren  ad- 
jungirten  Elementen  Q,x  zufolge  ist 


n 


^qn  Qui  =  1  oder  =  0, 


»=i 


jenachdem  u  =  r  oder  w  ^  r  ist,  und  somit  nimmt  die  vorige 
Gleichung  die  einfachere  Gestalt  an: 

n 

^1  qnhn  =  ^1  drvQtnj 

i—l  V 
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wofür  man  schreiben  kann: 

n  —  l 

(47)  qrn  '  Kn  =  ^.  Or»  Qvn ^  iri  ^iny 

oder,  da  b««  =  6  ist,  in  Gestalt  einer  Congruenz: 

n  — 1 

(48)  ^arvQvn  '^-  ^  ir  i  h  n    (mod.   6). 

V  «=»1 

(r=l,2,...«) 

Ist  nun  p"  irgend  eine  in  b  aufgehende  Primzahlpotenz, 
so  ergeben  sich  aus  je  n  —  1  dieser  Congruenzen  die  Zahlen 

^lÄ  •  iin,   Qin  '  b,«,  •  •  •  Qnn  '  hn 

(.•=l,2...»i  — 1) 

unabhängig  von  der  besonderen  Wahl  der  Zahlen  (46)  (mod.  j?*) 
bestimmt,  und  da  die  Zahlen  Qin,  Q^ny  *  *  *  Qnn  nicht  gleich- 
zeitig durch  p  theilbar  sein  können,  wird  auch  bin  d.  i.  jede 
der  Zahlen  (45)  (mod.  p^)  mitbin  auch  (mod.  6)  vollkommen 
bestimmt  sein.  Verschiedenen  Systemen  (46)  entsprechen 
daher  (mod.  6)  congruente  Systeme  (45)  oder  ein-  und 
dieselbe   Wurzel  der  Congruenz  (44). 

Durch  geeignete  Wahl  der  Zahlen  (46)  kann  man 
aber  bewirken,  dass  die  Zahlen  (45)  irgend  ein  be- 
liebiger Repräsentant  dieser  Wurzel  werden.  Sind 
nämlich 

irgend  welche  bestimmte  Zahlen,  welche  (mod.  b)  den  Zahlen 
(45)  congruent  sind,  so  dass  allgemein 

bin  =  bin  +  b'mi  =  bin'\'  bnn  '  mi 

gesetzt  werden  kann,  so  entspringen  aus  den  Gleichungen  (47) 

die  ähnlichen  : 

«— 1 

^rnbnn  =  ^,  dupQvn  ^  ^ribin, 

9  l=3l 

wenn 

»— 1 

qrn  =  qrn  —^  Wiffr.' 

1—1 

gesetzt  wird.  Die  so  bestimmten  Zahlen  g/,,  g,„,  •  •  •  g^,  sind 
aber  auch  ein   zulässiges  System  von  Zahlen  (46),  da,  wenn 
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sie  in  der  Determinante  |  qix  |  statt  dieser  Zahlen  gesetzt  werden, 
der  Werth  derselben  unverändert  gleich  1  bleibt,  und  ihrer 
Wahl  entspricht  dann  die  Auflosung  der  Congruenz  (44)  mittels 
der  Zahlen  (45'). 

Diese  Ergebnisse  lassen  sich  in  dem  Ausspruche  zusammen- 
fassen, dass  jede  mögliche  eigentliche  Darstellung  der 
Form  b(y^)  durch  die  Form  f(x^)  zu  einer  ganz  be- 
stimmten Wurzel  der  Congruenz  (44)  führt  oder  — 
nach  Gauss'scher  Ausdrucksweise  —  gehört. 

Aus  dem  zuletzt  bewiesenen  Punkte  geht  hervor,  dass 
jeder  eigentlichen  Darstellung  der  Form  6(y^)  durch  die  Form 
f(Xfi)y  welche  zu  einer  Wurzel  der  Congruenz  (44)  gehört,  eine 
Transformation  (32)  von  f{x^)  in  eine,  die  Form  h(y^)  als 
Bestandtheil  enthaltende  äquivalente  Form  gdf^)  entspricht,  in 
deren  Reciproken  g(2^^)  ein  beliebig  gewählter  Repräsentant 
bin,  6211,  •••  bn—i.n  jener  Wurzel  und  die  Zahl  b«„  =  6  die 
letzte  Zeile  (Spalte)  des  Coefficientensystems  ausmachen.  Jede 
mögliche  eigentliche  Darstellung  von  b(y^)  durch  f{x^)f 
welche  zu  jener  Wurzel  gehört,  muss  hiernach  er- 
halten werden,  wenn  man  alle  Transformationen  von 
f(x^)  in  diese  Form  g^y^)  aufsucht.  Offenbar  liefert 
aber  auch  jede  solche  Transformation  eine  jener  Dar- 
stellungen, indem  man  in  ihr  die  letzte  Veränderliche 
zu  Null  macht.  Und  endlich  werden  verschiedenen 
solcher  Transformationen  auch  verschiedene  Dar- 
stellungen entsprechen;  denn,  bleibt  die  Darstellung  (30) 
sowie  auch  der  Repräsentant  bi«,  t^jn,  •  •  •  b«_i,n  der  Wurzel 
der  Congruenz  (44)  ungeändert,  so  bleiben  es  sämmtliche 
Zahlen  zur  Rechten  der  Gleichungen  (47),  und  da  auch  b«,==6 
bleibt,  können  auch  die  Zahlen  Qin,  Qiny  -  -  -  inn  und  die  Trans- 
formation (32)  dann  keine  Veränderung  erleiden. 

7.  Wir  fahren  zunächst  noch  in  der  Aufsuchung  der  Be- 
dingungen fort,  welche  die  Form  b{y^)  erfQUen  muss,  um 
durch  f(x^)  eigentlich  darstellbar  zu  sein,  und  fragen  deshalb 
nach  dem  Index,  nach  der  Ordnung  und  nach  dem  Geschlechte, 
die  h(y^)  hierfür  zukommen  müssen.  Da  jeden&Us  b  durch 
die  Reciproke  von  f(x^)  eigentlich  darstellbar  sein  muss,  deren 
erste  <y-Invariante   gleich  ön—i  d.  i.   bei   ungerader   Deter- 
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minante  gleich  0^  iat,  dürfen  wir  b  =  sa^m  setzen,  wo 
5  =  +  1,  m  aber  positiv  ist.  Die  Anwendungen,  welche  wir 
Ton  der  Theorie  der  Darstellung  durch  eine  Form  zu  machen 
gedenken,  gestatten  uns,  m  als  eine  gegen  2J  prime  Zahl 
vorauszusetzen,  und  wir  halten  von  nun  an  diese  Vor- 
aussetzung fest.  Femer  dürfen  wir,  da  äquivalente  Formen 
mit  n  —  1  Veränderlichen  stets  gleichzeitig  durch  f(xQ)  eigent- 
lich darstellbar  sind  resp.  nicht  darstellbar,  die  Form  &(y^) 
ganz  beliebig  in  ihrer  Glasse,  z.  B.  als  charakteristische  Form 
derselben  gewählt  denken. 

1)  Wird  dann  unter  jB^  diejenige  ünterdeterminante  von 
B=\bix\  verstanden,  die  aus  den  ersten  m  Zeilen  und  Spalten 
gebildet  ist,  sodass 

ako 

Bn-\Bn  =  dn^idn-ih 

von  demselben  Vorzeichen  ist  wie  6,  so  werden  die  Zahlen 
Biy  B^,  *  * '  Bn—\f  Bn  von  Null  verschieden  sein.  Demnach 
kann  nach  der  Formel  von  Jacob i 

^(y?)  =  ^  + 

gesetzt  werden.  Y^j  Y^j  -  -  Y^  bedeuten  reelle  lineare  Funk- 
tionen von  Vi,  tfi,  ' ' '  Vn-  Die  Anzahl  der  negativen  Glieder 
zur  Rechten  ist  der  Tragheitsindex  der  Form  giyg)  also,  da 
diese  mit  f(x^)  äquivalent  ist,  gleich  r.  Aus  gleichem  Grunde 
lässt  sich 

yt  yt  ^«'—1 

^  W  =  "i"  +  fV  "I ^■  B — B — 

setzen,  wo  jetzt  Z^',  I^',  •  •  •  F«-!  reelle  lineare  Funktionen 
von  tfiy  y^y  •  •  •  tfn—i  bedeuten.  Ist  r'  der  Tragheitsindex  dieser 
Form  6(y^),  d.  i.  die  Anzahl  der  negativen  Glieder  zur  Rechten, 
so  ergiebt  sich  sogleich  r  ==  t'  oder  r  =  r'  -f-  1,  jenachdem 
b  positiv  oder  negativ  isi  Soll  also  die  Form  &(y^)  durch 
f(x^)  eigentlich  darstellbar  sein,  so  muss  ihr  Träg- 
heitsindex r'  gleich  t  oder  r  —  1  sein,  jenachdem  6 
positiv  oder  negativ  ist.  —  In  dem  besonderen  Falle,  in 
welchem  r  =  ü  also  f(x^)  eine   positive  Form  ist,   kann  r' 


Y  • 

Yn^      1                                YJ 

•     4-  • 

'  '  4-                       1 
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den  zweiten  Werfch  nicht  haben,  also  hat  r'  den  Werth  Null, 
b  muss  positiv  und  die  Form  b(yg)  eine  positive  Form  sein. 
2)  Bei  der  Feststellung  der  Ordnung  der  Form  b(p^) 
halten  wir  die  Voraussetzung  fest,  dass  die  Determi- 
nante ^  von  f{x^)  ungerade  sei.  Mit  d^j' werde  der  grösste 
gemeinsame  Theiler  aller  Goefficienten  von  &(y^),  mit  dji^i  der 
grösste  gemeinsame  Theiler  aller  ünterdeterminanten  h^  Grad^ 
ihrer  Determinante  B,  mit 

die  Ordnung  der  primitiven  Form  -j^~  bezeichnet.     Dann  be- 

steht   fär   den  numerischen  Werth  d»— 2    der  Determinante  B 
die  Gleichung 

(49)     d;^^  =  rfo'"-'  •  o/--»o,'— » . . .  o;i5o;-.2  =  ^t  dn-,m, 

aus  welcher  zunächst  die  Invarianten  0/  leicht  zu  er- 
schliessen  sind. 

Ist  nämlich  erstens  6^  =  1,  der  ungeraden  Determinante 
z/  wegen  also  auch  ff^?  ^s>    ' '  ^»—1  gleich  1,  so  ist  nach  der 

über  m  gemachten  Annahme  die  Determinante  der  Form  -jy- 

ungerade,  und  folglich  sind, 

wenn  n  gerade  also  n  —  1  ungerade  ist,  nothwendig 

^1  =  1,  (^2  =  1;  •  *  *  ^n— 2  =  1 

also 

ff  ' 

<?!    =  (Jj,  0*2    =  0*2,  •  •  •  (fn— 2  =  ^»  —  2; 

wenn  dagegen  n  ungerade  also  n — 1  gerade  ist,  können 
auch 

^1   =  2,  (Jg   =  1,  (^3   =  2,  •  •  •  (fn  — 2  =  2 

sein.  —  Ist  dagegen  zweitens  (f ^  =  2  also  der  ungeraden 
Determinante  /^  wegen  n  gerade  und 

(^2  =  1,  ^8  =  2,  (^4  =  1,  •  •  •  tfn— 2  =  1, 

so  können  durch  f{x^  und  folglich  auch,  wenn  6(y^)  durch 
f{x^  darstellbar  ist,  durch  6(y^)  nur  gerade  Zahlen  dargestellt 
werden.     Nun   wird   sogleich   gezeigt   werden,   dass   d^  nicht 

gerade  sein  kann,  also  sind  auch  durch  —^  nur  gerade  Zahlen 
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darstellbar  und  somit  ist  6^  =  2.     Ferner  folgt  aus  (49),  wenn 

2*"*"  die  höchste  in  oU  aufgehende  Potenz  von  2  bezeichnet, 
die  Beziehung 

(n  —  2)0/  +  (**  —  3)cö/  -|-  . . .  -j-  2a)Ä_s  4"  <ö»i— 2  =  1 

d.  h.  die  Werthe 

cd/  =  cDg'  =  •  •  •  =  CO«— 3  =  0,  a)„'_2  =  1; 

sämmtliche  Invarianten  o^',  o^',  •  •  o«— s  also  sind  ungerade, 
o«_-2  das  Doppelte  einer  ungeraden  Zahl.  Hieraus  ergeben 
sich  nach  nr.  6  des  sechsten  Gapitels  sogleich  folgende  Werthe 
der  Invarianten  ö/: 

tf/  =  2,  ^/  ==  1,  •  •  •  <_s  =  2  und  tf,'_2  =  1 ' 
d.  i. 

Wir  haben  noch  zu  zeigen,  dass  d^  nicht  gerade 
sein  kann.  Ginge  aber  2  in  d^  also  in  sämmtlichen  Coeffi- 
cienten  von  6(y^)  auf,  so  wäre  auch  jede  der  Grössen 

(50)  ^^  =  dn^3  •  ßiTC 

ix 

also,  da  d«_8  ungerade  ist,  jede  der  Grössen  /J,«  durch  2  theil- 
bar,  ebenso  wegen  (49)  die  Zahl  &,  und  somit  folgte  aus  der 
Congruenz  (44),  dass  auch  jede  der  Zahlen 

durch  2  theilbar  wäre;  mithin  lieferten  die  Congruenzen  (48) 
die  folgenden: 

^dr.Q.n^O  (mod.2), 

(r=.l,2,.    .11) 

welche  unmöglich  sind,  denn  die  Determinante  derselben  ist, 
als  Determinante  der  Reciproken  f(iP^),  ebenso  ungerade,  als 
der  Voraussetzung  nach  die  Determinante  von  f(x^,  die  Grössen 
Q\nj  Qiny' '  '  Qnn  müsstcu  also,  obwohl  sie  keinen  gemeinsamen 
Theiler  haben  können,  gleichzeitig  gerade  sein. 

Genau  die  gleichen  Erwägungen  führen  zu  dem 
Ergebnisse,  dass  weder  rf^'  noch  eine  der  Invarianten 
0/,  0/,  •  •  •  o«_8  durch  eine  in  m  (also  in  b  aber  nicht  in  ^J) 
aufgehende    Primzahl    p    theilbar    sein    kann.     In    der 
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That  müsste  solche  Primzahl  in  allen  ünterdeterminanten  der 
Determinante  B  vom  Grade  n  —  2  und  folglich  auch  in  allen 
Zahlen  (50)  und,  weil  nicht  in  rf^—s,  in  allen  Zahlen  ßi,  auf- 
gehen, was  in  Verbindung  mit  dem  umstände,  dass  die  Deter- 
minante der  Form  f(a:^)  ebenso  wie  ^  prim  ist  gegen  m,  auf 
gleiche  Weise  wie  zuvor  die  Behauptung  erweist. 

Da  dies  für  jede  in  m  enthaltene  Primzahl  gilt, 
schliesst  man  aus  der  Gleichung  (49),  dass  On'.s  durch 
stf^tn  =  b  theilbar  sein  muss. 

Nun  bedeute  p  irgend  eine  in  d»_2  also  nicht  in  ö^m 
enthaltene  Primzahl  und  ^m,  p^m  die  höchsten  in  dm^  rfm  r^P- 
aufgehenden  Potenzen  derselben.  Aus  (49)  ergiebt  sich  so- 
gleich 

Femer  muss  unter  den  ünterdeterminanten  w**"  Grades  Yon 
B  eine,  und  demnach  auch  diese  eine  unter  den  Unterdeter- 
minanten m*®"  Grades  von  B  genau  durch  ^m— i  aufgehen. 
Ihre  Subdeterminanten  sind  durch 

theilbar,  wo  Ö  eine  nicht-negative  Zahl  bezeichnet.  Nach  der 
Anmerkung  auf  S.  316  geht  daher  die  Unterdeterminantö  selber 
durch  ppm—i-^^  auf,  mithin  muss 

sein.  Hat  man  folglich  bewiesen,  dass  ^^—1  =  ^111—1  ist,  so 
muss  d  =  0  und  folglich  auch  ^m— 2  =  ^m— 2  sein.  Da  nun 
bereits  dn—2  =  ^n— 2  erhalten  worden  ist,  findet  sich  allgemein 
dm  =  ^m,  insbesondere  also  ^q'  =  ^^  =  0  d,  h.  d^  ist  durch 
keine  in  dn—2  aufgehende  Primzahl  theilbar. 

Weil  aber  jede  etwa  in  d^,'  aufgehende  Primzahl  not- 
wendig entweder  2  oder  eine  der  in  m  oder  in  d«_-2  enthaltene 
Primzahl  sein  müsste,  erkennt  man  aus  den  erhaltenen  Er 
gebnissen,  dass  dQ  =1  d.  h.  dass  6(yp)  eine  primitive 
Form  sein  muss.  Nunmehr  folgt  aus  der  für  jede  in  rt-s 
enthaltene  Primzahl  abgeleiteten  Gleichheit 

(m  =3  1,  2,  •  •  •  n  —  2) 
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dass  jede  solche  Primzahl  in  Om  ebenso  oft  aufgeht  wie  in  o^; 
der  Gleichung  (49)  zufolge  und  weil  o^'^a  durch  0^fn  theilbar 
ist,  bestehen  aber  die  Invarianten  o/,  o^',  •  •  •  On—z  ebenso  wie 
die  Invarianten  o^,  Og,  •  •  •  o«_8  nur  aus  solchen  Primzahlen, 
folglich  müssen  offenbar 

0/  =  Ol,  Og'  =  Og,  •  •  •  0«'_3  =  0„_s 

und  endlich 

sein. 

Aus  alle  diesem  ergiebt  sich  endlich,  dass  die 
Form  6(y^),  wenn  sie  durch  f(Xf^)  eigentlich  darstellbar 
ist,  nur  eine  primitive  Form  der  Ordnung 

(I)  ^l;  öa>  •  •  •  OnSf   On-iSh 

oder,  falls  n  ungerade  und  6^  =  1  ist,  auch  eine  solche 
der  Ordnung 

(H)  Oj,  O2,  •  •  •  0„_s,  On^iSb 

2,   1,  ...1,       2 
sein  kann. 

Hiemach  lehrt  die  Beziehung  (50),  dass  die  Grössen  /3,x 
bis  auf  das  Vorzeichen  die  Coefficienten  der  zu  h(if^)  reci- 
proken  Form  mit  n  —  1  Veränderlichen  sind.  Jenachdem  näm- 
lich t  oder  t  —  1  der  Index  von  6(y^),  jenachdem  also  b 
positiv  oder  negativ  ist,  wird  /3(yp)  oder  —  ß(y^\  d.  h.  «•/3(y^) 
wird  die  Reciproke  von  h(jf^)  sein. 

3)  Mit  Rücksicht  auf  die  festgestellte  Ordnung  der  Form 
b(y^)  ist  nun  leicht  einzusehen,  dass  auch  das  Geschlecht 
derselben  durch  dasjenige  der  Form  f{x^),  durch  welche  sie 
darstellbar  sein  soll,  zugleich  bestimmt  ist.  Zur  Vereinfachung 
denken  wir  wieder  b(y^)  als  eine  (mod.  26^)  charakte- 
ristische Form  der  Classe,  für  welche  (nr.  16  des  sechsten 
Capitels)  €ß{y^)  bei  umgekehrter  Reihenfolge  der  Veränder- 
lichen auch  eine  (mod.  2b^)  charakteristische  Form  ihrer 
Classe  ist.  Heisst  b(y^)  die  so  genommene  Form  €ß{y^),  so 
nimmt  die  Congruenz  (44)  die  Gestalt  an: 

(44a)     —  SOn^l  •  bCv^)  =  (bl  nVn^l  +  isnyn-i  H h  hn-l^nVif 

(mod.  b). 
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oder 


Nun  ist  die  Ordnung  von  iiy^) 

(la)  0«_2«ft,  On-Sj  '  ' 


Oj,   Ol 


(Ha) 


2.  1, 


0„  Oj 

1,  2, 


jenachdem  b(y^)  von  der  Ordnung  (I)  oder  (II)  ist.  Da  im 
ersteren  Falle  die  erste  (^-Invariante  gleich  1,  im  letzteren 
Falle  aber  ^b  ungerade  ist,  wird  der  Rest  von  b(y^)  (mod.fez/) 
in  beiden  Fällen  die  einfache  Gestalt  haben 


(51) 


Ky.) 


b,_i  0        ...  0 
0        6,-2  ^ . .  0 


(mod.  6^), 


0         0       ...  bj 

in  welcher  b„_i  prim  ist  gegen  b^.  In  Folge  hiervon  wird 
die  Congruenz  (44  a)  gleichbedeutend  mit  dem  Systeme  der 
Congruenzen 

-£0,_,b,  =  b,-    (i=l,2...n-l) 
\md 

0  =  hin  bx«  (i  ^  x)  (mod.  6), 

die  ihrerseits  dasselbe  besagen  wie  diese: 

bin  ^  bg«      •  •  EE  bn-2.«  ^^  0 

bi    Ez:  bg    . . .  ^  b«-»    ^  0 


und 
(52) 


€On-lin^l  =  W-l,nl 


(mod.  6). 


Wir  ziehen  hieraus  sogleich  den  für  die  Folge  wichtigen 
Schluss:  dass  die  Anzahl  der  Wurzeln  oder  incongru- 
enten  Lösungen  bi«,  b2ii,  •  •  •  bn— i,«  der  Congruenz  (44) 
oder  (44a)  ebenso  gross  ist,  wie  die  Anzahl  der  Wurzeln 
der  Congruenz  (52)  und  folglich,  falls  sie  lösbar  ist, 
und  wenn  ß  die  Anzahl  der  verschiedenen  ungeraden 
Primzahlen  bezeichnet,  aus  denen  die  Zahl  b  besteht, 
gleich  2^  ist. 

Bezeichnen  wir  weiter,  während  m^n  —  1  ist,  für  die 
charakteristische  Form   b{y^)  mit   6,'ud,'n  —  ibm   diejenige  Unter- 
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determinante  tn^°  Grades,  die  aus  den  ersten  m  Zeilen  und 
Spalten  ihrer  Determinante  B  gebildet  ist,  so  sind  die  Zahlen 

(53)  61,  h)  '  "  ^n-2 

nicht  nur  zum  Modulus  22»^  sondern  auch  jede  zu  den  beiden 
benachbarten  prim;  für  w  =  n  —  1  findet  sich 

(53a)  6.-1  =  (-  lys. 

Wird  in  gleicher  Weise  für  die  Form  giyq),  welche  h{yg) 
als  Bestandtheil  enthält,  diejenige  ünterdeterminante  m^°  Grades, 
welche  aus  den  ersten  m  Zeilen  und  Spalten  der  Determinante 
B  gebildet  ist,  mit  (Jm^-i^m  bezeichnet,  so  findet  sich,  so 
lange  m^n  —  2  ist, 

^mffm  =  <^m  &m; 

während 

(54)  6n^ign-.i^{-iyb 

ist.  Mithin  stimmen,  wenn  6(y^)  zur  Ordnung  (I)  gehört,  die 
Zahlen 

mit  den  Zahlen  (53)  überein  und  sind,  wie  diese,  sowohl  jede 
zu  den  zwei  benachbarten,  als  auch  gegen  2b ^  prim;  gehört 
aber  6(y^)  zur  Ordnung  (U),  so  hat  man 

9i  =  26i,  g^  =  6,,  9i  =  263,  •  •  •  ^,-2  —  26^_8; 

da  aber  jetzt  b^d  ungerade  ist,  sind  diese  Zahlen  wenigstens 
wieder  prim  gegen  bJ.    Die  Zahlen 

(55)  ^1,  flTj,    -gn-^i^gn^i 

sind  also  stets  gegen  jd  und  jede  zu  den  zwei  benach- 
barten prim. 

Nun  ist  zwar  die  Form  giy^)  nicht  noth wendig  eine 
charakteristische  Form  (mod.  2^)  der  Classe  von  f{x^),  aber 
die  Zahlen  (55)  sind  gleichzeitig  durch  sie  und  ihre  primitiven 
Begleitformen  eigentlich  darstellbar,  und  folglich  bestimmen 
die  quadratischen  Charaktere  derselben  nach  den  einzelnen 
resp.  in  Oj,  Oj,  •  •  •  o«_i  aufgehenden  ungeraden  Primzahlen 
die  £inzelcharaktere,  welche  der  Form  ^(y^)  oder  dem  Ge- 
schlechte von  f{Xg)  bezüglich  dieser  Primzahlen  eigen  sind, 
ihre  Hauptcharaktere.     Andere  Charaktere  kommen  aber, 

Bftchmftnn,  Zablentheorie.    IV,  1.  37 
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da  A  als  ungerade  yorausgesetzt  wird,  dem  Geschlechte 
von  f{x^  nicht  zu,  falls  (f ^  =  1  ist. 

Ist  öl  =  2  also  n  gerade,  ebenso  wie  &,  so  treten  noch, 
entsprechend  den  <y- Invarianten  mit  geradem  Index,  Supple- 
mentarcharaktere  auf.  In  diesem  Falle  aber  ist  die  Form 
b(y^)  von  der  Ordnung  (I),  und  weil  sie  als  charakteristische 
Form  (mod.  26z/)  gedacht  wurde,  wird  5f(yp)  einer  Congruenz 
genügen  von  folgender  Gestalt: 


(2a,  %    0     • 

0 

im 

31,    2a,  0     • 

0 

hn 

9(y</) " 

0      0      0- 
0      0      0     •• 

•  2a',  W,    0 

•  W,    2a',  0 

6«-2.« 

0      0      0     •• 

•  0       0      2a, 

6n-l,a 

'^^1«     ^8»     ^8»    • 

■  •  •                6«— 1, 

a>  f^nn 

(mod.  4), 


wo 

a,  Sl,  •    •  a\  W,  OL 

ungerade  Zahlen  sind.     Bemerkt  man  nun,  dass  die  Form 

2ax^  +  2%XiX^  +  2aV  +  äfem^^ia:«  +  "ihinX^x^  +  h^n^v 

durch  die  unimodulare  Substitution 

Xn  =  Vn 

in  die  Form 

2ayi*  +  2%,^^  +  2ay^^  +  ^binViVn  +  ^h^nV^Vn  +  ^nnV.' 
übergeht,  in  welcher 

6i'«  =  2aA  +  ?lÄ  +  6in 

&2«  =  aA  +  2aÄ;  +  62» 
ist,  so  lassen  sich,  da  die  Determinante 

2a  .  2a  —  «* 
ungerade  ist,  die  ganzen  Zahlen  h,  Je  so  wählen,  dass 

b;n  ~  0,  bin  ^  0  (mod.  4) 

wird;  und  indem  man  dies  Verfahren  zu  wiederholten  Malen 
zur  Anwendung  bringt,  führt  man  giy^)  in  eine  äquivalente 
Form  g'(y^)  über,  welche  der  Congruenz 
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,2a,  «,    0 

0     0^ 

• 

«,    2a,  0 

0     0 

9'{y,)  =  ■ 

0      0      0 
0      0     0. 

•  •  •  2a',  «',    0     0 
•  •  «',    2a',  0    0 

■  (mod.  4) 

0     0      0. 

•  ■  0      0       2«  ß 

0      0     0. 

. . .  0       0       ß     yi 

Genüge  leistet  und  wo  nun  y  wegen  6^  =  2  gerade  und  ß 
wegen  der  ungeraden  Determinante  ^  ungerade  sein  muss. 
Man  sieht^  dass  diese  Form  ein  Hauptreprasentant  für  die 
Classe  von  f{x^)  ist.  Demnach  sind*)  die  supplementären 
Charaktere  des  Geschlechts  von  f(x^)  die  Werthe  der  Symbole 

=  (-1)  ^    ,(-1)    «     =(-1)" 

1)     « 


(56) 


(-!)■ 


ff* 


8 


2 


...(_1)     »     =(_i)     »     . 

Andererseits  kommen  der  Form  b(tfg)  zunächst  als  Haupt - 
Charaktere  diejenigen  quadratischen  Charaktere  zu,  welche 
die  Zahlen  (53)  mit  Bezug  auf  die  resp.  in  o^,  Og,  •  •  •  o„_2 
aufgehenden  ungeraden  Primzahlen  besitzen,  sowie  ausserdem 
noch  die  quadratischen  Charaktere  der  Zahl  &»— g  mit  Bezug 
auf  die  Primfaktoren  von  b.  Gehört  nun  erstens  b(y^)  zur 
Ordnung  (I)  und  ist  6^  =  1,  so  hat  6(y^)  keine  weiteren  Einzel- 
charaktere; jene  aber,  welche  sich  auf  die  Primfaktoren  von 
Oj,  Og,  •  •  •  ö„— 2  beziehen,  sind,  da  die  Zahlen  ^j,  g^^  •  •  '  gn—i 
in  diesem  FaUe  mit  den  Zahlen  (53)  übereinstimmen,  gleich 
den  entsprechenden  Charakteren  des  Geschlechts  von  f(x^)j 
und  diejenigen  der  Zahl 

(57)  b,^^  =  ßn-t,n^l 

mit  Bezug  auf  die  Primfaktoren  von  6   sind    wegen   der   aus 
(44)  entspringenden  Congruenz 

(58)  —  0,_i  .  (—  lyßn-i^n-  1  =  bn'-l.n    (mod.  6) 

gleichwerthig    mit    den    quadratischen   Charakteren    der   Zahl 
( —  1)^+^  •  On—i  bezüglich  derselben  Primfaktoren,  also  durch 


*)  S.  die  Anmerkung  S.  467  zu  nr.  13  des  sechsten  Capitels. 

37* 
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die  Ordnung  der  Form  /"(x«)  Tollkommen  bestimmt.  —  Ist 
0j  ^  2,  so  gilt  für  die  Hauptcharaktere  von  &(yn)  das  eben 
Gesagte,  aber,  weil  in  diesem  Falle  für  &(!^^)  eine  Congruenz 
von  der  Gestalt: 


(  2a,  «,    0 
«,    2a,  0 


Hy,)  - 


0 

0 

10 


0 
0 
0 


0 
0 
0 


0 

0 


• .  2a',  «',  0 
• .  «',  2a',  0 
•  •  0       0       2af 


(mod.  4) 


besteht,  treten  zu  ihnen  noch  die  Supplementarcharaktere 


».-1 


»4-1 


'<•— 4 


— 1 


2 


(59)  (-1)  >    ,(-1)  »    ,•••(-!) 

hinzu;  diese  sind  jedoch  den  entsprechenden  Charakteren  (56) 
gleich  also  ebenfalls  durch  das  Geschlecht  von  f(x^)  mit- 
bestimmt. 

Gehört  aber  zweitens  6(y^)  zur  Ordnung  (II),  so  gilt 
noch  immer  bezüglich  der  Hauptcharaktere  von  b(y^)  im  wesent- 
lichen dasselbe  wie  vorher,  nur  dass  an  Stelle  der  Gleichung 
(57)  die  andere: 

(57')  2bn^,  ^  ßn-l,n^t 

ZU  setzen  ist  und  dass  die  Charaktere  der  Zahlen  (53)  mit 
Bezug  auf  die  Primfaktoren  von  o^,  o^»,  •  •  •  o«_2  nicht  mehr 
denjenigen  der  Zahlen  (55)  gleich,  aber  doch  durch  letztere 
wesentlich  bestimmt  sind.     Den  Supplementarcharakteren 

(59')  (-1)  »    ,(-1)   «   ,•••(- 1)      » 

entsprechen  zwar  jetzt  keine  Charaktere  der  Form  f{:JC^)j  da 
jedoch  in  diesem  Falle 

f  2a,  ?l,    0  ...  0       0 
St,    2a,  0  ...  0       0 


Hv.)  = 


~  < 


0      0      0  . . .  2a',  W 
10      0      0  •••  «',    2a' 

gesetzt  werden   kann,   sind   die   bezeichneten  Charaktere  ver- 


(mod.  4) 
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mittelst  der  Congruenzen 

d2m-i  •  h2m  ^  (—  1)*"  (mod.  4) 

durch  die  Form  f(x^)  ebenfalls  völlig  bestimmt. 

Und  somit  gelangt  man,  die  sämmtlichen,  bezüglich  der 
Form  b(tf^)  angestellten  Betrachtimgen  zusammenfassend,  zu 
folgendem  Endergebnisse: 

Damit  eine  Form  6(y^)  mit  n — 1  Veränderlichen 
durch  die  primitive  Form  f{Xf^)  mit  n  Veränderlichen 
und  von  der  Ordnung 

OjL,  Oj,,  •  •  •  On-2f  On-l 
^1}  ^%J  '  '  '  ^»— J;  <^n— 1 

eigentlich  darstellbar  sei,  muss  sie  eine  Determinante 
haben  von  der  Form 

(— l)'.rf,_s6, 

wo  die  quadratischen  Charaktere  von  h  der  Bedin- 
gungsgleichung (38)  unterworfen  sind,  wenn  b  =  £6^m 
gesetzt  wird  und  m  prim  gegen  2^  ist,  und  muss  in 
derselben  Voraussetzung  eine  primitive  Form  sein, 
deren  Reciproke,  mit  —  sOn—i  multiplicirt,  quadra- 
tischer Rest  von  b  ist,  und  sie  kann  zudem  nur  einem 
—  im  Falle  eines  ungeraden  n  und  wenn  ^^  =  1  ist, 
nur  2wei  —  durch  das  Geschlecht  von  f(xg)  völlig  be- 
stimmten Geschlechtern  von  Formen  angehörig  sein, 
die  als  die  Geschlechter  F(i)  und  F(ii),  entsprechend  den  Ord- 
nungen (I)  und  (11),  bezeichnet  werden  mögen. 
8.    Umgekehrt  seien 

gegebene  ungerade  Zahlen, 

rf;^  =  0l*Ö2*-^    .  .  'Oh^-iOh 
(A  =  1,  2, .  •  •  n  —  1) 

und  ^  =  ( — ly  '  dn—i]  femer  sei  b  =  söm^  wo€  =  +l, 
ö  =  1  oder  2  und  m  >  0  prim  zu  2^,  endlich  r'  =  r  oder 
t  —  1,  jenachdem  b  positiv  oder  negativ  ist.  Man  betrachte 
die  Ordnung  0': 

t  , 

^l;   ^2)   '  '  '  ^«—3;  ^n—2 
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von  Formen  mit  n  —  1  Veränderlichen.  Damit  sie  wirklich 
vorhanden  sei^  müssen  die  (^-Invarianten  durch  nr.  6  des  sechsten 
Capitels  bestimmte  Werthe  haben^  insbesondere,  wenn  6=1 
und  n  ungerade  ist,  entweder 

oder 

0^  =  2,  (fg  =  1,  (^3  =  2      .  .  6n^2   =  2 

sein. 

Gesetzt,  sie  existire  dann  wirklich  und  b(yg)  sei 
eine  (primitive)  Form  dieser  Ordnung,  also  ihre  Deter- 
minante 

so  lässt  sich  zunächst  aus  den  voraufgehenden  Be- 
trachtungen schliessen,  dass  nur  ein  ganz  bestimmtes 
Geschlecht  von  Formen  mit  n  Veränderlichen  und 
den  letzten  beiden  eJ-Invarianten  rf»— 2,  dn^i  vorhanden 
sein  kann,  durch  deren  Formen  eine  eigentliche  Dar- 
stellung von  h(yg)  denkbar  ist.  Denn,  sei  f{x^)  eine 
solche  Form,  deren  Ordnung 

0/,   0/,   •  •  •  On-[$f  On-2y  0«_i 

heisse,  so  muss  zunächst  6  =  r  und  die  Ordnung  0'  mit  Be- 
zug auf  fixg)  entweder  eine  Ordnung  (I)  oder  eine  Ordnung 
(II)  sein.     Man  schliesst  in  beiden  Fällen 


f        _      ^  f 


Oj    =  Oj,  O2    =  Ög,  •  •  •  On-2  =  0«_2 

also  wegen 

dn-l  =  Oi^-^Og»*-*  •  •  •  0,1-2  0«_i  =  o/^-^Ög'**-*  •  •  •  On-lOn-l 

auch 

femer  im  ersten  Falle 

womit  zugleich  auch  0n—i  völlig  bestimmt  ist,  weil  die  6- 
Invarianten  der  Form  f(x^)  der  ungeraden  Determinante  wegen 
entweder  nur  sämmtlich  gleich  1,  oder  abwechselnd  gleich  2 
und  1  sein  können;  das  Erstere  wird  eintreten,  wenn  n  und 
b  ungerade  sind.  Im  zweiten  Falle,  der  sich  nur  ereignen 
kann,  wenn  n  und  b  ungerade  sind,  müsste  0^'  =  ö  =  1  sein 
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und  somit  würden  sämmtlicbe  tf-Invarianten  der  Form  f{xn) 
gleich  1.  Da  somit  der  zweite  Fall,  sobald  er  möglich  ist, 
zu  derselben  Ordnung  führt,  wie  der  erste,  steht  zunächst  die 
Ordnung  der  Form  f{x^)  vollkommen  fest. 

Dann  aber  ergeben  sich  auch  nach  der  obigen  Ausein- 
andersetzung aus  den  Charakteren  der  Form  h{y^  sämmtliche 
Charaktere  der  Form  f{x^  unmittelbar,  mit  Ausnahme  der- 
jenigen Hauptcharaktere,  welche  auf  die  Primfaktoren  von 
o«_i  bezüglich  sind,  sowie  des  im  Falle  6^  =  2  auftretenden 
supplementären  Charakters 

(-1)  *    . 

Indessen  bestimmen  sich  die  supplementären  Charaktere 
(56)  nach  nr.  14  des  sechsten  Capitels  durch  einander  und  so 
wird  auch  dieser  durch  die  übrigen  unzweideutig  definirt  sein; 
bezüglich  der  Primfaktoren  pn—i  von  o«— i  aber  besteht  die 
Bedingungsgleichung 

sodass  auch  diese  Einzelcharaktere  der  Form  f{xg)  durch  die 
Form  6(y^)  völlig  bestimmt  sind. 

Wird  nun  vorausgesetzt,  dass  für  jede  in  b  auf- 
gehende Primzahl  q  die  Bedingung 

erfüllt,  dass  also 

(—  l)*+*ÖH_i&«_8  quadratischer  Rest  von  b 

sei,  so  ist  das  bezeichnete  Geschlecht  von  Formen 
mit  n  Veränderlichen  auch  wirklich  d.  h.  eine  Form 
eines  solchen  Geschlechts  thatsächlich  vorhanden. 
Beim  Nachweis  dieser  Behauptung  darf  man  wieder  b(y^)  als 
eine  (mod.  2b^)  charakteristische  Form  ihrer  Classe  voraus- 
setzen. Alsdann  besteht  für  die  mit  b(y^)  bezeichnete  Form 
die  Congruenz  (51),  aus  welcher 

b,_l  =  £  .  (-  lyßn^t^n-^t  --£.(-  l)*6.-2    (mod.  b) 

hervorgeht.     Der  gemachten  Voraussetzung  zufolge  wird  also 
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—  €On—ihn—i  quadratischer  Rest  von  6 

mitbin  die  Congruenz  (52)  und  in  Folge  davon  auch  die  Con- 
gruenz  (44a)  oder  diese  andere: 

(60)     —  ön-i  •  ßiyo)  =  (bmyi  +  b,,y,  -h  •  •  •  +  b,-i,«y,_,)* 

(mod.  b) 
auflösbar  sein.     Seien  nun  die  Slablen 

bi«,  hin)  •  •  •  6»-i,« 
irgend  eine  bestimmte  Wurzel  dieser  Congruenz,  so  giebt 
es  ihr  zufolge  fQr  jede  Combination  i,  x  aus  der  Reihe 

1,  2,  3,    -n  — 1 

eine  ganze  Zahl  b,x>  welche  der  Gleichung 

(61)  (-  lyOn-l  'ßin  =  h'  hi^  —  hin  h^n 

genügt,  und  für  jede  solche  Combination  wird 

hxi  =  hijt 
sein;  ausserdem  werde  hni  =  hinf  Bnx  =  6xfi  gesetzt  und 

(62)  hnn  =  6. 

Man  bestimme  nun  die  Zahlen 

bnl  =  binj  bn$  =  fcsn,  *  '  *  fe«,«-!  =  &ii-l.ii 

durch  die  n  —  1  Gleichungen: 

(63)  /3ix6«i  +  /32x6n2  +  ----|-/3»-i,x6«.«-i  =  (— l)^-^'-b„ 

und  die  Zahl  bnn  durch  folgende  Gleichung 

d 


«— 1 


d.      ' 


(64)  hinbin  +  hinbin  -] h  hnnbnn  = 

wo    d„_i,  dn—if  öfn— s    durch    die   Grossen   o^,  Ö2>  *  *  *  ^«— i   *^ 

gleicher   Weise    wie    früher   bestimmt   gedacht   werden.     Wir 

wollen  den  Nachweis    führen,   dass   die   so   definirten  Zahlen 

bestimmte    ganze   Zahlen   sind.     Indem    wir   die    n-gliedrige 

Determinante 

(65)  I  h,  I  =  B 

setzen,  erhalten  wir  die  Beziehung 

=  PT-  =  »«-8  •  P.x, 


^Kn^K  ^^n 
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folglich  ist  die  Determinante  der  Gleichungen  (G3)  bis  auf 
eine  Potenz  von  dn^z,  welche  als  Faktor  hinzutritt^  die  Ad- 
jungirte  der  Determinante  B  also  von  Null  verschieden  und 
folglich  liefern  jene  Gleichungen  für  die  Grössen 

^Hlf  bni,  •  •  •  6»— 1,» 
jedenfalls   bestimmte   endliche   Werthe.     Man   kann   die  Glei- 
chungen aber  auch  folgendermassen  schreiben: 

(63a)  (_  1)»  .  ^  =  rf,_,  .  B„ 

(x  — 1,1,    ..«-D 

und  aus 

^*  =  B  =  (-  l)'d,_2 .  b 


db 


nn 


findet  sich  wegen  (62) 

V. 
db 


(63b)  (-  1)*  .  -^  =  rf,_, .  b,.. 


nn 


Vermittelst  dieser  Formeln  erhält  man  aus  (64)  fiir  die 
Determinante  B  den  Werth 

Vergleicht  man  folglich  die  Gleichung  (61)  mit  der  Deter- 
minantenformel 

7?        ^'^  aJg     dB  dB     dB 

80  erschliesst  man  f&r  jede  Gombination  »,  x  der  Reihe 

1,  2,  ...w  — 1 
noch  folgende  Formel: 

(63c)  (-l)*.-|?^  =  d,_8-b,x. 

In  Folge  der  Gleichungen  (63  a,  b,  c)  finden  also  die  nach- 
stehenden statt,  in  welchen  i  je  eine  Zahl,  i,  h  jede  Gombi- 
nation zweier  Zahlen  der  Reihe  1,  2,  3,  •  •  •  n  bedeuten: 

hnhki  +  bühhi  H 1-  hnihn  =  0 


(64a) 


hi^n  +  hiiii  H h  biniin  = 


d 


n— 1 


d 


Denkt  man  nun  i  zunächst  als  eine  der  Zahlen  1,  2,  •  •  •  n  —  1, 
so  zeigen  diese  Gleichungen,  dass 
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ganze  Zahlen  sind;  weil  aber  die  Zahlen  bi«,  62«,  •  •  •  b»— i,» 
wegen  der  Congruenz  (44)  mit  b  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben  (denn  £ß(yg)  ist  als  Reciproke  von  6(y^)  eine  primitire 
Form),  muss  auch  die  Zahl  6,„  d.h.  jede  der  Zahlen  fei„, 
62n,  •  •  •  6n-i,n  ^inc  ganze  Zahl  sein.  Nimmt  man  daher  jetzt 
in  den  Gleichungen  (64a)  i  =  w  an,  so  beweist  man  aus  ihnen 
auf  gleiche  Weise  dasselbe  auch  noch  für  die  Zahl  bnn- 

Durch    diese   Betrachtung   ist   aus   der  Form   6(yp)    eine 
andere  primitive  Form 

(65)  .9{y^)=^bafiyay^ 

mit  ganzzahligen  Coefficienten  hergeleitet  worden,  deren  letzte 

rf- Invariante  dn-i  ist.     Die  Formeln  (63a,  b,  c)  zeigen  zudem, 

da  die  Zahlen 

bi«,  ba„,  •  •  •  b„_i,»,  bn«  =  6 

ohne  gemeinsamen  Theiler  sind,  dass  d»— j  die  vorletzte  d- 
In Variante  von  g{y^  ist.     Somit  ist 

(66)  Q{yQ)  =  2iafiyay{i 

ihre  Reciproke.  Da  die  erstere  dieser  Formen  die  Form  fc(y^) 
als  Bestandtheil  enthält,  ist  6(y^)  eigentlich  durch  sie  darstell- 
bar und  deshalb  ist  giyq)  eine  Form  des  anfangs  bezeichneten 
ganz  bestimmten  Geschlechts,  dessen  wirkliche  Existenz  da- 
durch bewiesen  ist. 

9.  Nachdem  wir  diesen  Punkt  festgestellt  haben,  wenden 
wir  uns  nun  zu  der  Frage,  inwieweit  die  in  nr.  7  ange- 
gebenen Bedingungen,  welche  die  Form  6(yp)  erfüllen 
muss,  um  durch  /"(a;^)  eigentlich  darstellbar  zu  sein,  hierzu 
auch  ausreichend  sind. 

Nehmen  wir  also  an,  6(y^)  sei  eine  primitive  Form  mit 
w  —  1  Veränderlichen,  welche  jenen  Bedingungen  genügt  also 
dem  durch  f{Xg)  völlig  bestimmten  Geschlechte  F^i)  —  oder 
auch,  falls  es  zulässig  ist,  dem  Geschlechte  F(n)  —  angehört 
Den  Voraussetzungen  gemäss  ist  die  Congruenz  (44)  auflösbar 
und  hat  2'^  Wurzeln,   wenn  b  durch  ß   verschiedene  ungerade 
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Primzahlen  theilbar  ist.  Man  gelangt  mithin  genau  wie  vorher, 
wenn  bi«,  bi n>  •  •  •  b«— i,»  irgend  eine  dieser  Wurzeln  be- 
deuten, zu  einer  Form  g{y^y  von  welcher  h{y^)  ein  Bestand- 
theil  ist,  und  in  deren  Beciproken  ^{y^  die  Zahlen 

bin,  h%nj  •  •  •  b„_i,«,  b»«  =  h 
die  letzte  Zeile  (Spalte)  des  Coefficientensystems  ausmachen. 
Das  Geschlecht  von  g{y^  kann  kein  anderes  sein,  als  das  der 
gegebenen  Form  f{x^.  Man  erhält  so,  den  verschiedenen 
Wurzeln  der  Congruenz  (44)  entsprechend  2^  Formen  g{y^ 
des  Geschlechts  G  von  f{x^.  Da  nun  nach  nr.  6  jede  eigent- 
liche Darstellung  von  h(j/^  durch  die  Form  f{x^  zu  einer 
bestimmten  der  2^  Wurzeln  gehört,  und,  wenn 

bin,  bg«,  •  •  •  brt_i,» 

diese  Wurzel  ist,  die  entsprechende  Form  g{y^)  mit  f{x^  äqui- 
valent sein  muss  und  die  zu  der  Wurzel  gehörigen  Darstel- 
lungen aus  den  Transformationen  von  f{x^  in  g{y^  gefunden 
werden,  ergiebt  sich  folgende  Regel,  um  alle  etwa  vor- 
handenen eigentlichen  Darstellungen  von  h{y^  durch 
f{x^  zu  ermitteln: 

Man  stelle  für  jede  Wurzel  der  Congruenz  (44)  die  in  der 
vorher  angegebenen  Weise  bestimmte  Form  g{y^  von  n  Ver- 
änderlichen auf  Es  giebt  dann  keine  eigentlichen  Dar- 
stellungen von  &(y^)  durch  f{x^^  wenn  f{x^  keiner 
dieser  Formen  äquivalent  ist.  Ist  dagegen  f{x^  einef 
von  ihnen,  derjenigen  etwa,  welche  der  Wurzel 

bin,  bjn,  •  •  •  bn_i,n 

entspricht,  äquivalent,  so  giebt  es  Darstellungen  von  h{y^ 
durch  f{x^f  welche  zu  dieser  Wurzel  gehören,  und  sie  werden 
sämmtlich,  jede  einmal,  gefunden,  wenn  man  aUe  Transfor- 
mationen von  f{x^  in  jene  Form  ^(y^)  aufsucht  und  die  letzte 
Veränderliche  in  ihnen  gleich  Null  setzt.  Wird  dies  bezüg- 
lich aller  der  2^  Formen  ausgeführt,  denen  etwa  f{x^ 
äquivalent  ist,  so  erhält  man  die  sämmtlichen  über- 
haupt möglichen  eigentlichen  Darstellungen  der 
Form  h{y^  durch  die  gegebene  Form  f{x^  und  jede 
von  ihnen  (vgl.  (47))  einmal. 

Man   erkennt  hieraus,   dass  die   vollständige  Lösung  der 
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Aufgabe,  alle  möglichen  eigentlichen  Darstellungen  der  Form 
6(yp)  mit  n  —  1  Variabein  durch  eine  Form  f(x^)  mit  n 
Variabeln  zu  finden,  die  Lösung  zweier  anderen  voraussetzt: 
1)  zu  entscheiden,  ob  fix^^)  einer  Form  g{y^)  äquivalent  ist 
oder  nicht,  und  2)  im  ersteren  Falle  aUe  ganzzahUgen  Trans- 
formationen jener  Form  in  diese  letztere  zn  ermitteln.  Soweit 
diese  beiden  Aufgaben  überhaupt  seither  ihre  Erledigung  ge- 
funden haben,  werden  sie  im  dritten  Theile  dieses  Werkes  ge- 
löst werden,  auf  welchen  somit  hier  zu  verweisen  ist. 

In  demselben  Theile  wird  auch  der  Nachweis  geliefert 
werden,  dass  die  Anzahl  der  Glassen  aller  Formen  eines  ge- 
gebenen Geschlechts  endlich  ist.  Demnach  ist  es  mö^ch, 
sämmtliche  Glassen  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Formen 
zu  reprasentiren,  indem  man  dazu  aus  jeder  Classe  eine  Form 
nach  Belieben  herausgreift.  Ein  System  solcher  repräsen- 
tirender  Formen  heisst  ein  Formensystem  des  Ge- 
schlechts. —  Handelt  es  sich  nun  darum,  alle  etwa 
vorhandenen  eigentlichen  Darstellungen  einer  Form 
h(y^)  nicht  sowohl  durch  eine  bestimmte  Form  f(x^), 
sondern  durch  alle  Formen  eines  Formensystems  eines 
gegebenen  Geschlechts  G  zu  ermitteln,  so  wird  zunächst 
festzustellen  sein,  ob  die  Form  6(y^)  die  zu  solcher  Darstel- 
lung erforderlichen  Bedingungen  (S.  581)  erfüllt.  Ist  dies  der 
Fall,  so  hat  man  offenbar  nur  ein  Formensystem 

(67)  ft(x^),  fii^ff),  fii^o),  ••• 

des  Geschlechts  G  aufzustellen  und  nun  für  jede  Form 
dieses  Systems  das  Verfahren  durchzuführen,  das  wir 
soeben  bezüglich  der  Form  fix^)  auseinandergesetzt 
haben. 

10.  Hiermit  verbinden  wir  die  in  nr.  4  g^ebene  Regel 
zur  Ermittelung  aller  eigentlichen  Darstellungen  einer  Zahl 
durch  eine  Form  f{x^)  und  lösen  die  Aufgabe:  sämmtliche 
verschiedenen  eigentlichen  Darstellungen  einer  Zahl 
h  durch  die  Repräsentanten  eines  gegebenen  Ge- 
schlechts von  Formen  mit  w  Veränderlichen  zu  finden. 
Wir  denken  uns  vor  allem  das  Formensystem  dieses  Geschlechts 
aufgestellt.     Da  jedem  gegebenen  Geschlechte  ein  anderes  ent- 
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spricht,  dessen  Formen  zu  denen  des  ersteren  reciprok  sind, 
darf  man  die  Repräsentanten  des  gegebenen  Geschlechts  &: 

(68)  fi(a:^),  ^^(x^,),  ^^(x^),  ... 
als  die  Reciproken  der  Repräsentanten 

(69)  f,{x^),  U{x^\  f,{x^\  . . . 

eines  bestimmten  anderen  Geschlechts  6^  auffassen,  wenn 
man  bedenkt^  dass  zwei  äquivalenten  Formen  auch  zwei  äqui- 
valente reciproke  Formen  entsprechen  und  umgekehrt.  Soll 
nun  unsere  Aufgabe  überhaupt  lösbar,  nämlich  h  durch  irgend 
eine  Form  der  Reihe  (68)  eigentlich  darstellbar  sein,  so  ist 
durchaus  erforderlich,  dass  b  durch  tf«— i  d.  h.  unter  der 
Voraussetzung  einer  ungeraden  Determinante  d  durch 
<y,  theilbar: 

sei;  wir  nehmen  diese  Bedingung  fiir  erfüllt  an  und  beschränken 
uns  dann  auf  den  Fall,  wo  m  prim  ist  gegen  2^.  Femer 
müssen  der  Zahl  b  diejenigen  quadratischen  Charaktere  zu- 
kommen, welche  durch  das  Geschlecht  @  bedingt  sind,  sodass 
för  jede  in  On—i  (der  ersten  o- Invariante  -dieses  Geschlechts) 
aufgehende  Primzahl  Pn^i  die  Bedingungsgleichung  (38) 

erfüllt  sein  muss.  Nach  der  in  nr.  4  gegebenen  Regel  werden 
dann  sämmtliche  eigentliche  Darstellungen  dieser  Zahl  b  durch 
die  Formen  (68)  gefunden,  wenn  man  die  adjungirten  eigent- 
lichen Darstellungen  aller  Formen  mit  n  —  1  Veränderlichen 
und  der  Determinante  ( —  lyd^^^-b  durch  die  Formen  (69) 
ermittelt.  Da  aber  nach  den  letzten  Untersuchungen  nur  die- 
jenigen Formen  mit  n  —  1  Veränderlichen,  welche  einem  resp. 
zwei  durch  das  Geschlecht  @  oder  G  vollkommen  bestimmten 
Geschlechte  F(i)  resp.  F(i)  und  F(n)  angehören,  einer  Darstellung 
durch  die  Formen  (69)  fähig,  andererseits  nach  eben  jener 
Regel  nur  die  Darstellungen  nicht  äquivalenter  Formen  zu 
berücksichtigen  sind,  braucht  man  nur  die  vorhandenen 
Repräsentanten  des  Geschlechts  F(i)  resp.  der  zwei  Ge- 
schlechter F(i)  und  F(n)  in  Betracht  zu  ziehen.  Ist  dann 
6(y^)  irgend  einer  dieser  Repräsentanten  und  Bß(y^)  die 
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zugehörige  Reciproke^  so  gebort  jede  eigentliche  Darstellung 
von  h{y^  durch  die  Formen  des  Geschlechts  G  zu  einer 
Wurzel  der  Congruenz  (44).     Den  2^  Wurzeln 

bi«,  bjn,  •  •  •  b«— 1,« 
derselben  entsprechend  giebt  es  2?  Formen 

(70)  qM,  9%(yQ),  -  '  OiKVo) 

des  Geschlechts  G^  welche  h{y^  als  Bestandtheil  enthalten. 
Jede  von  ihnen,  gi(y^y  muss  einem  der  Reprasentanten  (69), 
etwa  fx{x^  äquivalent  sein^  demjenigen  nämlich,  durch  welchen 
—  und  durch  welchen  allein  —  6(y^)  eigentliche  DarstellungeD 
gestattet,  die  zu  der  Qiijf^  entsprechenden  Gongruenzwnrzel 
gehören;  und  man  erhält  sämmtliche  eigentliche  Darstellungen 

(71)  x^  =  g^iyi  4-  ci^^yt  H (-  q^,n-iyn-i 

(p  ==  1,  2,  •  •  n) 

von  6(y^)  durch  diesen  Repräsentanten,  welche  zu  der  der 
Form  gi{yff)  entsprechenden  Wurzel  gehören,  wenn  man  sämmt- 
liche Transformationen 

von  fxi^Q)  in  ffiiy^)  aufstellt  und  die  letzt.e  Veränderliche  y, 
in  ihnen  gleich  Null  setzt;  die  Menge  derselben  ist  also  gerade 
so  gross,  wie  die  Menge  der  Transformationen  der  Form  fui^^) 
in  sich  selbst.  Diese  eigentlichen  Darstellungen  (71)  von  6(y^) 
durch  ftti^ii)  zerfallen  aber  in  Gomplexe  äquivalenter  Darstel- 
lungen, deren  jeder  so  viel  Darstellungen  enthält,  als  b{y^) 
Transformationen  in  sich  selber  gestattet,  und  man  erhält  aUe 
der  gedachten  Wurzel  der  Congruenz  (44)  entsprechenden 
eigentlichen  Darstellungen  von  b  durch  die  Form  /*x(^f),  wenn 
man  aus  jedem  solchen  Complexe  äquivalenter  Darstellungen 
von  b(y^)  durch  fx{Xg)  nur  eine  Darstellung  (71)  wählt  und 
dann 

(72)  Xi  =  Qi^^  Xi=  Q2n,'^n=  Qnn 

setzt.  Wird  dies  für  jede  Form  b(y^^  des  Geschlechts  F(i)  resp^ 
wenn  das  Geschlecht  F(n)  zulässig  ist,  auch  dieses  letzteren 
Geschlechts  un^  für  jede  der  ihr  entsprechenden  Formen  (70) 
in  gleicher  Weise  zur  Ausführung  gebracht,  so  muss  man  nach 
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nr.  4  und  6  sämmÜiche  eigentliche  Darstellungen  der  Zahl  b 
durch  die  Repräsentanten  (68)  des  Geschlechts  @,  jede  einmal^ 
erhalten. 

11.  An  die  Darstellungstheorie  knüpft  sich  die 
Frage,  ob  die  als  denkbar  bezeichneten  Geschlechter 
von  Formen  mit  n  Veränderlichen  auch  wirklich  vor- 
handen sind  d.h.  thatsächlich  Formen  enthalten.  Jedes 
denkbare  Geschlecht  der  Ordnung  0: 

^If  ^2f  '  '  '  ^n—2y  <y»— 1 

wird  durch  die  Werthe  gewisser  Einheiten  definirt,  welche 
gemäss  der  Möglichkeitsbedingung  d.  i.,  wenn  man 

(,3)    (-  i)[t]+'"--»  .  /7(9  _  n 

setzt,  gemäss  der  Gleichung 

(74)  /7=  1 

von  einander  abhängig  sind.  Es  fragt  sich  mithin,  ob, 
wenn  man  diese  Einheiten  in  beliebiger  Weise  so 
wählt,  dass  letztere  Bedingung  erfüllt  ißt,  es  wirklich 
ein  Geschlecht  von  Formen  mit  n  Veränderlichen 
giebt,  deren  Einzelcharaktere  jenen  Einheiten  gleich 
sind.  Wir  verfolgen  diese  Frage  hier  ausschliesslich  für  den 
Fall,  wo  die  Determinante  der  Formen  ungerade  und  die  erste 
tf-Invariante  gleich  1  ist,  da  fttr  andere  Fälle  eine  breitere 
Grundlage  erforderlich  wäre,  als  sie  im  Vorigen  entwickelt 
worden  ist;  in  dem  gedachten  Falle  ist  sie  zu  bejahen.  Die 
Zahlen  Cm  sind  dann  mit  den  Invarianten  Om  identisch,  also 

iif(o,  n  —  1) 

tn  =  l  m=sl 

Gesetzt,  f{oc^)  wäre  eine  Form  des  fraglichen  Ge- 
schlechts und  f\y^  eine  (mod.  2/J)  charakteristische  Form 
ihrer  Classe,  so  würde  man  vermittelst  der  letzteren  die  Aus- 
drücke, welche  als  Einzelcharaktere  bezeichnet  wor- 
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den  sind,  bilden  können.     Da  tf^  =  1  vorausgesetzt  ist^  sind 
diese  Ausdrücke  nur  die  folgenden  Hauptcharaktere: 

f 


© 


iC) 


(m  «  1,  f , . .  .  «  -  1) 

bezüglich  aller  in  Om  aufgehenden  Primfaktoren  pm.  Setzte 
man  die  letzte  Veränderliche  in  f'ijl^  gleich  Null,  so  ent- 
stände eine  Form  6(y^)  mit  n  —  1  Veränderlichen,  deren  erster 
Coefficient  ungerade,  deren  erste  tf-Invariante  also  gleich  1 
wäre,  und  diese  Form  wäre  durch  /"(y^)  also  auch  durch  f{x^ 
eigentlich  darstellbar.     Nennt  man  ihre  Determinante 

(-  l)*d._,6, 
so  ergiebt  sich 

woraus,  da  <y«_i  =  1  ist,  hervorgeht,  dass 

&  -  (-  i)Y-'-  X 

also  zu  2^  prim  ist.  Daher  entspräche  dem  hypothe- 
tischen Geschlechte  G  der  Form  /"(a?^)  (nach  den  Aus- 
einandersetzungen in  nr.  7)  ein  anderes  zugleich  mit  ihm 
vorhandenes  bestimmtes  Geschlecht  F(i)  von  Formen 
mit  n  —  1  Veränderlichen,  derjenigen  Formen  mit  n  —  1 
Veränderlichen  nämlich,  deren  Determinante 

(-lydn^.b 

ist  und  welche  eigentlich  durch  das  Geschlecht  von  f(Xf,)  dar- 
stellbar sind.  Diesem  Geschlechte  kämen  folgende  Cha- 
raktere zu:  die  Charaktere 


(fe)-©  (''■> 


(m  =  1,  2,  .    •  «  —  2) 

bezüglich  aller  in  Om  aufgehenden  Primfaktoren  p^,  und  ausser- 
dem die  Charaktere 


(¥) = (^^^^r^)     («") 


bezüglich   aller   in  b   aufgehenden   ungeraden  Prim&ktoren  q. 
Nennt  man  r'  den  Index  des  Geschlechts  fji)  und  setzt 


Die  Darstellung  durch  eine  quadratische  Form.  593 

t'(p,  n  -  2) 


n  — 8 


+2t(*'--iK*'»+>-i)' 


»•  — 8 


80  wäre  

(76)  27  '-=  1 

die  Möglichkeitsbedingung,   welche   dem   Geschlechte  F(i)  ent- 
spricht, und  man  beweist  leicht  die  Gleichheit 

(")  n-n 

In  der  That,  da  die  Ziahlen  6^,  &,,•••  6«_2  und  ( —  1)^6 
mit  den  Zahlen  /i',  f^',  •  •  •  fn—iy  fn—i  übereinstimmen,  da  femer 

nach  dem  verallgemeinerten  Reciprocitätsgesetze  also 

(¥)-(fe) 

,_  ^^7(/,;-l-l)«'■,-l+l)+l (/;-i-i)((-t)*-i)+4^-^  '^*,    ' 

gesetet  werden  darf,  so  ergiebt  sich  zunacbst 

i>\o,  n  -  2) 

w— t  11  —  2 

(mod.  2) 
und  sodann 

Ist  nun  £  =  1  also  r'  =  r,  so  ist   /  /  =*  /  /  •    Is*  dagegen 

£  =  —  1,  so  ist   r' =  r — 1;   gleichviel   aber,   ob   x   gerade 
oder  ungerade  ist,  findet  sich  auch  in  diesem  Falle 

n-u 

Bftohmann,  Zahlentlieorie.    IV,  1.  38 
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Andererseits,  wenn  das  Geschlecht  F(i)  wirklich 
vorhanden  ist,  wahrend  b  eine  gegen  2^  prime  Zahl  ist, 
die  der  Bedingungsgleichung  (38)  genügt,  deren  Charaktere 
bezüglich  der  Primzahlen  pn—i  also  mit  den  entsprechenden 
Charakteren  (C)  übereinstimmen,  so  erkennt  man  aus  nr.  8 
auch  das  Vorhandensein  des  Geschlechts  G,  Denn,  ist 
dann  6(y^)  eine  beliebige  Form  des  Geschlechts  F(i),  so  folgt 
aus  jener  nr.,  dass  es  eine  Form  g(jf^)  giebt,  welche  nach 
der  über  b  gemachten  Annahme  dem  vorgeschriebenen 
Geschlechte  G  angehört. 

Hieraus  ist  zu  schliessen:  Werden  die  Charaktere  (C) 
für  Formen  der  Ordnung  0  ganz  nach  Belieben  so  gewählt, 
dass  die  Möglichkeitsbedingung  (74)  erfüllt  wird,  so  werden 
die  Charaktere  (C),  (C")  für  Formen  mit  n  —  1  Veränder- 
lichen, der  Gleichung  (77)  zufolge,  auch  der  Möglichkeitsbe- 
dingung (76)  Genüge  leisten.  Nimmt  man  daher  als  bereits 
bewiesen  an,  dass  bei  Formen  mit  n  —  1  Veränderlichen,  deren 
Determinante  ungerade  und  deren  erste  <y-Invariante  gleich  1 
ist,  jedem  Systeme  von  Einzelcharakteren,  welches  mit  der 
Möglichkeitsbedingung  verträglich  ist,  wirklich  ein  Geschlecht 
solcher  Formen  entspricht,  so  ist  das  Geschlecht  F(d  wirkUch 
vorhanden.  Alsdann  aber  giebt  es,  wie  zuletzt  bemerkt,  auch 
ein  bestimmtes  ihm  entsprechendes  Geschlecht  G  von  Formen 
mit  n  Veränderlichen  und  den  vorgeschriebenen  Charakteren, 
d.  h.  es  ist  auch  für  Formen  mit  n  Veränderlichen,  deren 
Determinante  ungerade  und  deren  erste  <y- Invariante  gleich  1 
ist,  gezeigt,  dass  jedem  mit  der  Möglichkeitsbedingung 
verträglichen  Systeme  von  Einzelcharakteren  ein 
wirkliches  Geschlecht  entspricht.  Da  dieser  Umstand 
aber  bei  temären  Formen  früher  als  zutreffend  erkannt  wor- 
den ist,  steht  er  hiemach  allgemein  fest.  — 

Derselbe  Satz  gilt  auch  für  den  Fall  einer  geraden  ersten 
(^-Invariante  und  ist  auf  ähnlichem  Wege  zu  erweisen. 
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Positive  Formen.     Vom  Maasse  derselben. 

1.  Von  nun  an  setzen  wir  r  =  0  d.  h.  die  Formen  mit 
n  Veränderlichen,  die  wir  untersuchen,  ak  bestimmte  und  zwar 
positive  Formen  voraus.  Da  die  Determinante  immer  von 
Null  verschieden  gedacht  wird,  lässt  sich  nach  nr.  11  des 
fünften  Capitels  jede  solche  Form  f{x^y  mit  einer  von  Null 
verschiedenen  ganzen  Zahl  M  multiplicirt,  auf  die  Gestalt 
bringen: 

(1)  M .  f{x,)  =  m,  X^^+ni^  X,^  +  •  •  •  +  w„  X„«, 

in  welcher  m^,  m,,  •  •  •  m«  positive  ganze  Zahlen  und 

Zi,  Zj,  •  •  •  X„ 

homogene  lineare  Funktionen  von  x^y  x^y  '  -  -.Xn  mit  ganz- 
zahligen Coef&cienten  sind.  Aus  diesem  Umstände  ist  bereits 
am  Schlüsse  des  fünften  Capitels  der  Satz  gewonnen,  dass  nur 
eine  endliche  Menge  von  Darstellungen  einer  Zahl  m  durch 
eine  positive  Form  f{x^  d.  i.  nur  eine  endliche  Menge  ganz- 
zahliger Lösungen  der  Gleichung 

(2)  f{x,)  =  m 

vorhanden  ist.     Hieraus  folgt  weiter:  eine  positive  Form 


f{x^  =^  Ctix  Xi  X^ 


T 

besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl  ganzzahliger  Trans- 
formationen in  sich  selbst.     Denn,  ist 

(3)  x^  =  g^ij/i  +  q^^Vi  H 1-  q^nVn 

eine  solche  Transformation,  so  muss 

sein,  d.  h.  die  Zahlen 

welche  die  i*®  Spalte  im  Coefficientensysteme  der  Substitution 
(3)  ausmachen,  liefern  eine  Darstellung  von  Oa  durch  die 
Form  f{x^, 

38* 
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Mithin  lassen  die  Elemente  jeder  einzelnen  Spalte  in  der 
Substitution  (3)  nur  eine  endliche  Menge  Ton  Werthsystemen 
zu^  und  umsomehr  kann  die  Anzahl  der  Substitutionen  (3) 
selbst  nur  eine  endliche  sein,  da  jene  Werthsysteme,  um  eine 
solche  zu  bilden,  noch  der  Bedingung  |  g,«  I  =  1  Ghenüge  zu 
leisten  haben. 

Insbesondere  ist  für  die  Form 

die    Anzahl    ihrer    Transformationen    in    sich    selbst 

gleich 

2--^ .  1  .  2  .  3  . . .  w. 

In  der  That,   wenn  die  Gleichungen  (3)  eine  solche  dar- 
stellen,  so   müssen   die   ganzen  Zahlen   qt^t   folgenden   Bedin- 
gungen genügen: 
(4a)  q^i  +  ^2^-1 (-  qni  =  1 

(•  =  1.2,. ..n) 

und 

(4b)  quqiH  +  q%iq%n  -\ h  qmqnx^  0. 

('5«) 

Die  Bedingung  (4  a)  erfordert  zunächst,  dass  von  den  Zahlen 
gi,-,  q2i, ' ' '  qni  nur  eine  einzige,  etwa  g*,-,  von  Null  yerschieden, 
gleich  +  1  ^h  ^  Folge  davon  zeigt  dann  (4b),  dass  g*,  fiir 
jeden  von  i  verschiedenen  Werth  x  gleich  Null  ist.  Denmach 
ist  in  der  Determinante  |  g,x  |  in  jeder  Spalte  sowohl,  wie  in 
jeder  Zeile  nur  ein  einziges  von  NuU  verschiedenes  Element 
und  dieses  muss  +  1  sein.  Alle  möglichen  Falle  dieser  Art 
werden  offenbar  erhalten,  wenn  man  das  von  Null  verschiedene 
Glied  der  ersten  Zeile  an  irgend  einer  ihrer  n  Stellen  iv^hli^ 
dann  das  von  Null  verschiedene  Glied  der  zweiten  Zeile  an 
irgend  einer  der  übrigen  n  —  1,  dtS  der  dritten  Zeile  dann 
an  irgend  einer  der  übrigen  n  —  2  Stellen  u.  s.  w.  Dies  giebt 
1  .  2  •  3  *  •  •  n  verschiedene  mögliche  Fälle;  in  jedem  von  ihnra 
kann  man  jedes  der  von  Null  verschiedenen  Glieder  sowohl 
gleich  -|~  1  ^  gleiflb  —  1  wählen,  ausgenommen  das  letete, 
dessen  Vorzeichen  so  gewählt  werden  muss,  dass  der  Werth 
der  Determinante  -j-  1  wird.  So  erhält  man  für  jeden  der 
möglichen   Falle    2*""*  Combinationen   und  folglich,   wie   be- 
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hanptet^ 

2«-i-  123    -w 

Transformationen  der  Form  f{x^)  in  sich  selbst. 

2.  Die  endliche  Anzahl  aller  ganzzahligen  Trans- 
formationen der  beliebigen  Form  f{x^  in  sich  selbst 
werde  hinfort  durch  t{f)  bezeichnet.  Für  äquivalente 
Formen  f  und  f^^  ist  diese  Anzahl  dieselbe.  Denn^  ver- 
wandelt sich  f  iur  f^  durch  die  Substitution  8  und  folglich  /^ 
in  f  durch  die  inverse  Substitution  8~^  und  ist  F  jede  Trans- 
formation von  f  in  sich  selbst^  so  wird  das  Produkt  S^^FS 
eine  Substitution  F^  sein,  durch  welche  f^  in  sich  selbst  über- 
geht^ und  alle  solche  Substitutionen  liefern,  die  Anzahl  der  F^ 
derjenigen  der  F  also  gleich  sein. 

Ist  ferner  f  die  Reciproke  von  f,  so  besteht  gleich- 
falls die  Gleichheit 

(5)  t(d  =  m, 

denn  jeder  Transformation  von  f  in  sich  selbst  entspricht  nach 
nr.  7  des  fünften  Gapitels  eine  Transformation  von  f  in  sich 
selbst,  und  umgekehrt. 

Nun   werde    der  Werth  ^7^  als   Maass    der  Form 

f(x^)  definirt.  Der  voraufgeschickten  Bemerkung  zufolge 
wird  das  Maass  einer  Form  zugleich  das  Maass  jeder  ihr  äqui- 
valenten Form  sein  und  folglich  auch  als  Maass  ihrer  Classe 
angesehen  werden  können.  Man  nenne  femer,  wenn  irgend 
ein  Complex  von  Classen  gegeben  ist,  die  Summe  ihrer  Maasse 
das  Maass  ihres  Gomplexes.  Z.  B.  ist  dann  das  Maass  einer 
Ordnung  oder  eines  Geschlechts  von  Formen  die 
Summe  der  Maasse  aller  in  dieser  Ordnung  resp. 
diesem  Geschlechte  enthaltenen  Classen;  sind  also 

(6)  /iK),^(^^),  ••• 

irgend  welche  Repriksentanten  der  Ordnung  oder  des  Geschlechts, 
so  wird  die  auf  alle  diese  Repräsentanten  erstreckte 
Summe 

das  Maass  der  Ordnung  resp.  des  Geschlechts  sein.     Da 
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das  reciproke  Geschlecht  durch  die  Reciproken  der  Formen 
repräsentirt  werden  kann^  welche  Repräsentanten  des  gegebenen 
Geschlechts  sind^  mnss  zufolge  der  Gleichung  (5)  das  Maass 
eines  Geschlechts  stets  demjenigen  des  reciproken 
Geschlechts  gleich  sein. 

Wird  ferner  eine  Zahl  m  durch  die  Form  f{x^) 
dargestellt,  so  soll  das  Maass  der  Form  zugleich  das 
Maass  dieser  Darstellung  heissen.  Ebenso,  wenn  m 
durch  einen  Complex  mehrerer  Formen  oder  mehrfach  durch 
dieselbe  Form  dargestellt  wird,  soll  das  Maass  dieses  Com- 
plexes  das  Maass  der  yerschiedenen  Darstellungen  von  m 
heissen;  gestattet  also  z.  B.  m  durch  die  Repräsentanten  (6) 
der  Reihe   nach  r^,  r^,  r^,  •  •  •   verschiedene  Darstellungen,  so 

wird  ^  -rrp-  das  gesammte  Maass  dieser  Darstellungen  sein. 

Wenn  dagegen  eine  Form  mit  n  —  1  Veränderlichen 
durch  eine  Form  mit  n  Veränderlichen  dargestellt 
wird,  so  soll  als  das  Maass  dieser  Darstellung  das 
Produkt  aus  den  Maassen  beider  Formen  aufgefasst 
werden. 

Man  denke  sich  z.  B.  die  sammÜichen  eigentlichen  Dar- 
stellungen der  im  vorigen  Gapitel  (s.  nr.  10  desselben)  mit  b 
bezeichneten  Zahl  durch  die  Repräsentanten  eines  gegebenen 
Geschlechts  @  von  Formen  mit  n  Veränderlichen,  das  dem 
Geschlechte  G  mit  den  Repräsentanten  (6)  reciprok  ist.  Zu 
diesem  Zwecke  bedarf  man  der  Repräsentanten  eines  bestimmten 
Geschlechts  F(i)  (eventuell  zweier  bestimmten  Fql)  und  ^(^)) 
von  (positiven)  Formen  mit  n  —  1  Veränderlichen;  ihre  Anzahl 
sei  y.  Jedem  dieser  y  Repräsentanten  b{yg)  entsprechen,  wenn 
ß  die  Anzahl  der  Primfaktoren  von  b  bezeichnet,  2^  Formen 
9i(jf^)  des  Geschlechts  G  und  jeder  einzelnen  von  diesen  ent- 
sprechend erhält  man  so  viel  verschiedene  eigentliche  Dar- 
stellungen von  b  durch  eine  der  Formen 

etwa  durch  fx(^^),  als  die  Menge  aller  Transformationen  von 
fxi^g)  in  9i(jilq)i  d.  i.  t{fj)y  getheilt  durch  die  Menge  aller 
Transformationen  der  Form  6(y^)  in  sich  selbst,  welche  t{f>) 
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heiase,  beträgt,  also 

Das  Maass  dieser  eigentlichen  Darstellungen  yon  h  ist  mithin 

HO    J__J_ 

t{b)  '  t(f^)      t(b) 

und  folglich  das  Maass  aller  der  eigentlichen  Darstellungen 
von  6,   welche   den   sänuntlichen   Formen  5'i(y^)   entsprechen, 

gleich  rrrr .  Hicraus  folgt  für  das  Maass  sammtlicher  eigent- 
lichen Darstellungen  von  b  durch  die  Repräsentanten  des  Ge- 
schlechts &  der  Ausdruck 

(8)  2/»  .^^^, 

wenn  diese  Summe  auf  sämmtliche  y  Repi^entanten  des  Ge- 
schlechts rji)  (resp.  der  beiden  Geschlechter  F(i)  und  F(ii))  er- 
streckt wird,  d.  i.  kürzer,  der  Satz: 

Das  Maass  sammtlicher  eigentlichen  Darstellungen 
der  Zahl  h  durch  die  Repräsentanten  des  Geschlechts 
&  von  Formen  mit  n  Veränderlichen  ist  gleich  2/*  mal 
dem  Maasse  des  Geschlechts  F(i)  (resp.  der  beiden  Ge- 
schlechter F(i)  und  F(n))  von  Formen  mit  n — 1  Ver- 
änderlichen. 

Da  bezüglich  jeder  der  2/*  Formen  gi(y^)  die  Form  h(y^) 
so  viel  eigentliche  Darstellungen  durch  eine  Form  fx{^^)  des 
Geschlechts   G   besitzt,   als   diese   Form   Transformationen   in 

sich   selbst  hat,   also   ^(/i),   zugleich  aber  der  Bruch     ,,.,,■;; 

das  Maass  jeder  solchen  Darstellung  bezeichnet,  so  ist  rrrr  das 

Maass  dieser  eigentlichen  Darstellungen  von  6(y^)  durch  fx(x^) 

und  2/*  •  TTTv    das  Maass    aller    eigentlichen   Darstellungen   der 

Form  b(y^)  durch  die  sämmtlichen  Repräsentanten  des  Ge- 
schlechts G.  Im  Hinblick  auf  den  Ausdruck  (8)  ergiebt  sich 
folglich  das  Resultat: 

Das  Maass  aller  eigentlichen  Darstellungen  der 
Zahl  b   durch   die  Repräsentanten   des  Geschlechts  @ 
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ist  zugleich  das  Maass  aller  eigentlichen  Darstellungen 
der  Formen^  welche  das  Geschlecht  F(i)  (resp.  die  zwei 
Geschlechter  F(i)  und  F(ii))  repräsentiren,  durch  die 
Repräsentanten  des  Geschlechts  Q. 

Wir  haben  in  der  Theorie  der  temaren  Formen  den  ein- 
fachsten Fall  des  ersten  dieser  Sätze  nach  Gauss  schon  kennen 
gelernt     In  der  That   bilden   die   positiven   ternären   Formen 

von   der  Ordnung  (      ^1  nur  eine   einzige   Glasse,   als   deren 

Repräsentant  die  Form 

(9)  X*  +  x^*  +  V 

angesehen  werden  kann,  sie  bilden  also  auch  nur  ein  einziges 
Geschlecht  G.  Da  die  Form  (9)  mit  ihrer  Reciproken  iden- 
tisch ist,  so  stimmt  auch  das  reciproke  Geschlecht  @  mit  G 
überein.  Ist  demnach  h  eine  positive  ungerade  Zahl,  welche 
>  1  gedacht  werde  (sonst  aber  keine  Bedingung  weiter  zu 
erfüllen  hat,  da  die  Bedingungsgleichung  (38)  des  vorigen 
Capitels  ausfällt),  so  entspricht  dem  Geschlechte  G  ein  be- 
stimmtes Geschlecht  F(i)  eigentlich  primitiver,  eventuell  auch 
ein  Geschlecht  F(n)  uneigentlich  primitiver  positiver  binärer 
Formen  mit  der  Determinante  &;  letzteres  jedoch  föUt  aus,  so- 
bald 6^1  (mod.  4)  vorausgesetzt  wird,  da  es  uneigentlich- 
primitive  binäre  Formen  mit  einer  solchen  Determinante 
nicht  giebt.     Heisst  demnach  A  die  Anzahl  aller  eigentUchen 

Darstellungen  von  h   durch  die  Form  (9),   sodass     , 

das  Maass  derselben  ist,  so  findet  sich,  da  i{b)  f&r  jede  der 
binären  Formen  &(y^)  gleich  2  ist, 

£  =  2/* .  ^-  also  ^  =  3  .  a*+«  .  y; 

y  bezeichnet  die  Glassenzahl  des  Geschlechts  F(i)  oder  auch 
des  Haupt-Geschlechts  eigentlich-primitiver  Formen  der  Deter- 
minante h  —  wir-  erhalten  also  genau  die  Gauss'sche 
Formel  (S.  139). 

3.  Als  nächstes  Beispiel  werde  auf  gleiche  Weise  die 
Darstellung  einer  positiven  ungeraden  Zahl  b  durch 
eine  Summe  von  vier  Quadraten  betrachtet  —  Die  qua- 
ternären  Formen  der  Ordnung 
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1,  1,  1 

bilden  wieder*)  nur  eine  einzige  Classe,  als  deren  R«prä8eni»nt 
die  Form 

(10)  X,'  +  X,'  +  X,»  +  V 

betrachtet  werden  darf;  sie  bilden  also  auch  nur  ein  einziges 
Geschlecht  G,  das  mit  seinem  reciproken  Geschlechte  @  iden- 
tisch ist;  somit  kann  (10)  auch  als  Repräsentant  des  letzteren 
angesehen  werden.  Ist  nun  b  eine  positive  ungerade  Zahl^  so 
kommt,  da  n  gerade  ist,  nur  das  Geschlecht  F(i)  der  Ordnung 

(  j  in  Betracht.  Die  Charaktere  (C),  (C")  —  s.  letzte 
nr.  des  vorigen  Gapitels  —  dieses  ternären  Geschlechts  redu- 
ciren  sich   auf  die  Werthe   des  Ausdrucks   (— j  =  (~~)    ^^ 

die  in  h  aufgehenden  Primfaktoren  q,  wo  b^  <=:  /S,,,  eine  durch 
die  Reciproke  j9(y^)  von  b(yg)  darstellbare  Zahl  ist.  Wendet 
man  also  zur  Bestimmung  des  Maasses  M  dieses  ternären  Ge- 
schlechts die  Eisenstein 'sehe  Formel  an^,  so  ist  in  letzterer 
x  =  ß,  A  =  0, 

zu  setzen,  die  auf  die  Buchstaben  r  und  cd  bezüglichen  Pro- 
dukte in  derselben  fallen  aus  und  man  erhält 

(11)  M-jj^.J7(l+i). 

Ist  nun  wieder  Ä  die  Anzahl  aller  eigentlichen  Darstel- 
lungen der  Zahl  b  durch  die  Form  (10),  so  ist  ihr  Maass 
gleich  Ä  dividirt  durch  die  Anzahl  der  Transformationen, 
welche  (10)  in  sich  selbst  verwandeln,  d.  i.  durch 

2» .  1 .  2  .  3  . 4  =  8  .  24. 

Dem  Satze  der  vorigen  nr.  zufolge  ist  andererseits  dieses  Maass 
gleich  2^  •  M  und  somit  wird,  wenn,  in  Primzahlpotenzen  zerlegt, 

*)  8.  AbBchnitt  m. 
•^  8.  8eite  191. 
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(12)  b  =  q,^q,^-- 

ist,  die  Anzahl  Ä  der  eigentlichen  Darstellungen  der 
positiyen  angeraden  Zahl  b  als  Summe  von  yier  Qua- 
draten 

(13)  A  =  8(^,*^  +  gi*^-0(&*-  +  a,*--0  •  •  - 

Diese  Formel  ist  auf  arithmetischem  Wege,  der,  wie  man 
sich  leicht  überzeugt,  mit  dem  hier  dargestellten  durchaus 
gleichbedeutend  ist,  zuerst  von  Eisenstein  hergeleitet  worden«). 
Es  giebt  ähnliche  Formeln  auch  für  dai  Fall,  dass  die  dar- 
gestellte Zahl  gerade  ist,  und  sie  können  in  analoger  Weise 
hergeleitet  werden,  doch  bedarf  es  dazu  einer  Erweiterung  der 
hier  gegebenen  Ghimdlaga 

Die  Anzahl  der  eigentlichen  Darstellungen  ist 
für  eine  Zahl  2b  dreimal,  für  eine  Zahl  4b  zweimal 
so  gross  wie  zuvor,  während  man  sogleich  erkennt,  dass 
eine  durch  8  theübare  Zahl  keine  eigentUche  DarsteUung  als 
Summe  von  vier  Quadraten  zulässt,  da  letztere,  wenn  sie  nicht 
sämmtlich  ungerade  sind  also  eine  Summe  ^  4  (mod.  8)  geben, 
zu  je  zweien  gerade  und  ungerade  sein,  also  eine  Sunmie  eee  2  ^ 

oder  6  (mod.  8)  geben  müssten. 

Will  man  auch  die  uneigentlichen  Darstellungen  yon  b 
in  Betracht  ziehen,  so  muss  man  die  eigentlichen  Darstellungen 
aller  Zahlen  zählen,  welche  aus  b  durch  Division  mit  einer 
Quadratzahl  hervorgehen,  also  die  Form  haben: 

wo  g^  jeden  der  Werthe  0,  1,  2,  •  •  •  I —J  *?  92  jeden  der  Werthe 
0, 1,  2,  •  •  •  I  ^J  u,  s.  w.  haben  kann.  Die  Anzahl  der  eigent- 
lichen Darstellungen  dieser  Zahl  6'  wäre 

WO  jedoch,  falls  z.  B.  h^  eine  gerade  Zahl  ist,  far  den  WerÜ 
gi  =  I  ~J  der  entsprechende  Faktor  gleich  1  zu  setzen  ist,  da 


*)  Eisenstein  in  dem  Aufsatze:  über  die  Vergleichung  von 
solchen  temären  quadratischen  Formen,  welche  verachiedene  Determi- 
nante haben. 
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für  diesen  Werth  von  g^  die  Zahl  6'  den  Primfaktor  q^  nicht 
mehr  enthält.  Offenbar  ist  sonach  A'  nichts  anderes  als  das 
allgemeine  Glied  in  der  Entwickelang  des  Produktes 

•  ((&*•  +  2/'-')  +  (?,*•-*  +  ff,**-»)  +  •••  +  !) 

und  folglich  ist  die  Summe  aller  A\  bezogen  auf  die  sammt- 
liehen  Zahlen  V  einschliesslich  der  Zahl  h  selbst^  gleich  diesem 
Produkte  d.  i.  einfacher  gleich 

2 


«n^ 


Oder:  Die  Anzahl  aller  (eigentlichen  und  uneigent- 
lichen) Darstellungen  einer  ungeraden  Zahl  als  Summe 
von  vier  Quadraten  ist  gleich  der  8-fachen  Summe 
aller  ihrer  Theiler*). 

Jede  gerade  Zahl  N  kann  gleich  2^*  •  6  oder  gleich  2^*  •  26 
gesetzt  werden  y  wo  h  ungerade  ist.  Um  ihre  sämmtlichen 
eigentlichen  oder  uneigentlichen  Darstellungen  zu  zählen,  muss 
man  die  eigentlichen  Darstellungen  aller  derjenigen  Zahlen  ab- 
zählen^ welche  aus  N  durch  Division  mit  einem  quadratischen 
Theiler  entstehen.  Ist  zunächst  2V=  2^*  •  6,  so  erhält  man 
auf  solche  Weise  die  Zahlen  2**  •  6',  wo  Ä  ^  x;  von  diesen 
sind  aber  nur  die  Zahlen  V  und  46'  eigentlicher  Darstellungen 
fähig,  deren  Anzahl  für  jene  gleich  A\  für  diese  2A\  zu- 
sammen also  3-4.'  beträgt.  Die  Anzahl  sämmtlicher  Darstel- 
lungen von  JVist  mithin  3  -/^  A\     Ist  zweitens  -W=2**«26, 

so  sind  nur  diejenigen  auf  die  gedachte  Weise  aus  N  ent- 
stehenden Zahlen,  welche  die  Form  26'  haben,  eigentlich  dar- 
stellbar und  zwar  auf  SJ.'  verschiedene  Arten,  also  ist  auch 

jetzt  die  Anzahl  aller  Darstellungen  gleich  3^^  A\ 

Man  findet  mithin  diesen  Satz,  welcher  dem  vorigen  er- 
^nzend  zur  Seite   tritt:   Die   Anzahl   aller   (eigentlichen 

*)  Ueber  eine  andere  Herleitong  dieser  Formel  nach  Her  mite 
(J.  f.  M.  47  sor  la  th^orie  des  formes  quadratiques,  Second  Memoire,  am 
Schlüsse)  s.  Abschnitt  III. 
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and  tmeigenilichen)  Darstellungen  einer  geraden  Zahl 
als  Summe  Ton  vier  Quadraten  ist  gleich  der  24fachen 
Summe  aller  ihrer  ungeraden  Theiler.  Man  findet  in 
Eisensteines  Abhandlung  ^eue  Theoreme  der  höheren  AriÜi- 
mefaV  eine  Beihe  von  SatEOi  derselben  Art^  welche  sich  auf 
die  Darstellung  durch  andere  einfiftche  quatemare  Formen  be> 
ziehen;  sie  können  sammtlich  aus  denselben  Principien  ge- 
wonnen werden,  wie  der  soeben  ausführlich  hergeleitete  Satz^). 
4.  Schon  Tor  Eisenstein  hat  Jacobi  aus  der  Theorie 
der  elliptischen  Funktionen ,  nämlich  durch  Yergleichung  der 
Formel  (35)  S.  106  und  (7)  S.  184  seiner  fundamenta  nora 
theor.  funct.  ellipticarum  den  Satz  gewonnen,  der  als  ein&cher 
Fall  in  dem  angeführten  enthalten  ist:  Das  Vierfache  4m 
jeder  positiven  ungeraden  Zahl  gestattet  soviel  Dar- 
stellungen in  der  Form 

e  +  u^  +  i^  +  to^ 

mittels  positiver  ungerader  Zahlen  t,UyVyi€,  als  die 
Summe  der  Theiler  von  m  beträgt  Später  gab  er 
(Grelle's  J.  f.  M.  12  S.  167;  vgl.  Bd.  3)  einen  elementaren  Be- 
weis dieses  Satzes^  der,  wie  Dirichlet  sich  ausdrückt^,  eine 
üebertragung  der  Umformungen  ist,  welche  Jacobi,  um  den 
Satz  zu  finden,  mit  seinen  Beihen  vornehmen  musste.  Di- 
richlet selbst  hat,  indem  er  sich  vorbehielt,  den  Satz  im  Zu- 
sammenhange  einer  allgemeineren   Theorie,    die  leider   nicht 

^  Lioaville  hat  in  seinem  Journal  2.  s^r.  t  6  nnd  6  für  die 
Anzahl  der  Darstellungen  von  Zahlen  durch  einige  andere  quatemftre 
Formen  von  einfacher  Gestalt  (ohne  Beweis)  Formeln  mitgetheilt: 

t.  6  p.  147  för  die  Form  x«  +  y«  -f  8(r*  +  t*) 


««  -f  y«  -f  2(1«  +  e«) 

Ä«  +  y«  +  4(5«  +  e«) 
ajt  4-  yt  ^  ift  ^  2t«  und 

«•  +  2(y«  +  ««  +  e«) 
«•  +  y'  +  «•  +  8**  oj^d 

««  +  2y«  +  4««  +  Si*. 

S.  bezüglich  des  Beweises   derselben  eine  Arbeit  von  Pepin  in  lionv. 
J.  des  Math.  4.  s^.  t.  6,  sur  quelques  formes  quadratiques  quatemaires. 
**)  S.  Liouville's  J.  des  Math.  2.  s^e,  t  1,  p.  210—216. 


t.  6  p.  269 
t.  6  p.  306 
t.  6  p.  226 

i  6  p.  324 
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mehr  Yon  ihm  veröffentlicht  worden  ist,  herzuleiten,  wenigstens 
dem  Jacobi 'sehen  Beweise  eine  classische  Darstellung  ge- 
widmet, welche  seine  arithmetisch-algebraische  Grundlage  ins 
hellste  Licht  setzt,  und  die  wir  uns  nicht  versagen  können, 
hier  aufzunehmen. 

Vor  allem  bemerke  man,  dass  die  ungeraden  Lösungen 
der  Gleichung 

(14)  4^j  =  f2  -f.  t*^  +  t,2  4-  t|;2 

offenbar  sammtlich  gefunden  werden,  wenn  man  auf  alle  Weise 
2m  durch  die  Formel 

(15)  2m=|>  +  g 

in  zwei  positive  ungerade  Summanden  zerlegt  und  dann  die 
Gleichungen  löst 

(16)  2p  =  f  +  u\    2q  =  v^-{-w\ 

Nun  folgt  aus  allgemeineren  Sätzen  der  Lehre  von  den 
binären  quadratischen  Formen*),  dass  die  Anzahl  der  Lösungen 
der  Gleichung  2p  ^^fi  -{-  u^  dem  Ueberschusse  der  Anzahl 
derjenigen  Zerlegungen  p  =  ad  in  zwei  positive  Faktoren,  bei 
denen  a  ^  1  (mod.  4),  über  die  Anzahl  derjenigen,  bei  denen 
a  ^  3  ist,  gleich  ist.     Giebt  man  also  je  nach   diesen  Fällen 

dem  Zeichen  i  den  Werth  +  1  oder  —  1,  so  ist  ^  d  die 
Anzahl  Lösungen  der  ersten  der  Gleichungen  (16),  und  ebenso 

^,  s    die    Anzahl  Lösungen   der    zweiten   von   ihnen,    wenn 

£  =  +  1  oder  —  1  gesetzt  wird,  jenachdem  in  der  Zerlegung 
q  =  hc  der  Faktor  6^1  oder  ^  3  (mod.  4)  ist;  die  Summen 
sind  auf  die  bezeichneten  Zerlegungen  zu  erstrecken. 
Das  entwickelte  Produkt 

wird  offenbar  eine  Summe  von  Einheiten  rj  sein,  welche  -{-  1 
oder  —  1  sind,  jenachdem  a  —  b  theilbar  oder  nicht  theilbar 
ist  durch  4,  oder  auch  —  da  man  unschwer  erkennt,  dass  von 
den  beiden  Zahlen  a  —  6,  c  -\-  d  stets  eine  aber  auch  nur  eine 
durch  4  aufgeht  —  jenachdem  c  +  ^  nicht  theilbar  oder  theil- 

*)  S.  Analytische  Zahlentheorie  S.  114. 
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bar  ist  durch  4.  Nun  giebt  jenes  Produkt  die  Anzahl  Lösungen 
der  Gleichung  (14),  welche  einer  bestimmten  Zerlegung  (15) 
von  2tn  entsprechen.     Die  gesammte  Summe 


2^' 


gebildet  für  alle  verschiedenen  Zerlegungen 

(17)  2m  =  ad-+-bc, 

wird  demnach  die  Anzahl  sämmtlicher  Losungen  der 
Gleichung  (14)  in  positiven  ungeraden  Zahlen  t,Ujt\w 
repräsentiren. 

Die  Zerlegungen  (17)  können  in  zwei  Arten  unter- 
schieden werden:  in  solche,  bei  denen  a  =  b,  und  solche, 
wo  sie  verschieden  von  einander  sind.  Offenbar  kann  man  in 
Folge  davon 

setzen,  indem  man  die  erste  Summe  auf  die  Zerlegungen  der 
ersten  Art,  die  zweite  auf  diejenigen  der  zweiten  Art  erstreckt, 
in  denen  etwa  a  >  6  ist. 

Dies  vorausgeschickt,  fähren  wir  durch  die  Gleichungen 

a'  =  c(x  +  1)  +  d(x  +  2) 
b'  =cx  +  d{x  +  1) 
c'  =  a(x  +  1)  —  b(x  +  2) 
d'  =  —  ax  -\-  b(x  +  1), 

in  welchen  x  ganzzahlig  gedacht  wird,  neben  den  positiven 
ungeraden  Zahlen  a,  6,  c,  d  vier  andere  offenbar  ungerade 
Zahlen  a',  6',  c',  d'  ein,  von  denen  sogleich  einleuchtet,  dass 

(19)  ad'  +  6'c'  =  arf  +  6c 

ist.  Sollen  sie  aber  auch  positiv  sein,  so  folgt  aus  den  Be- 
ziehungen 

c'  =  (a  —  b)(x  +l)  —  b,d'  =  b  —  (a  —  b)x, 

dass  (a  —  b)x  dasjenige  Vielfache  der  geraden  Zahl  a  —  b 
sein  müsse,  das  immittelbar  unter  b  liegt;  für  x  darf  dann 
also  nur  ein  einziger  bestinunter  Werth  gewählt  werden,  der 
Null  oder  positiv  ist  also  auch  a',  b'  zu  positiven  Zahlen 
macht,  während  noch 


(18) 


(21) 
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(20)  a'  —  b'  =  c  +  d 

also  a  >  6'  ist.  Aus  dieser  Betrachtung  geht  hervor, 
dass  jeder  Zerlegung 

2m  =  ad  -\-  bc 

der  zweiten  Art  durch  die  Gleichungen  (18)  eine  ganz 
bestimmte  Zerlegung  derselben  Art  zugeordnet  ist, 
die  von  der  ersteren  verschieden  sein  muss,  weil  sonst 
a  —  6  =  c  -f-  d  wäre,  was  einer  zuvor  gemachten  Bemerkung 
zufolge  unmöglich  ist.  Geht  man  nun  auf  dieselbe  Weise  von 
a',  6',  c',  d'  aus  mittels  der  Gleichungen 

a"  =  c\x'  +  1)  +  d\x'  +  2) 

c"  =  a\x'  +  1)  —  h\x'  +  2) 
d"  =  —  ax'  +  b'(x'  +  1) 

zu  einer  neuen  Zerlegung  über,  so  ist,  wie  bemerkt,  der  hierzu 
dienende  Werth  von  x'  nur  ein  einziger.  Da  man  aber  durch 
Auflösung  der  Gleichungen  (18) 

a  =  c\x-i-  l)  +  d'(^  +  2) 

b  ==c'x  +  d\x  +  l) 

€  =a'(^+  l)  —  b\x  +  2) 

d  =  —  ax  +  ^'(^  +  1^ 

findet,  die  Formeln  (21)  also  für  a;'  =  o;  Zahlen 

a"  =  a,  6"  =  6,  c"  =  c,  d"  =  d 

der  gesuchten  Art  liefern,  so  erkennt  man,  dass  der  Zer- 
legung a',  b\  Cj  d'  wieder  die  ursprüngliche  Zerlegung 
a,b,Cyd  zugeordnet  ist. 

Demnach  setzt  sich  ^  r\'  aus  Paaren  von  Einheiten  zu- 
sammen, von  denen  die  eine  der  Zerlegung 

2w  =  ad  -f-  bCy 
die  andere  der  Zerlegung 

2m  =  ad'  +  V  c' 

entspricht;  diese  jedoch  sind  der  Beziehung  (20)  wegen  ein- 
ander entgegengesetzt  und  folglich 
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Man  erhält  daher 


V 


WO  jede  Einheit  rj'  wegen  a  '^b  eine  positive  ist,  ^  t]  ist 
also  gleich  der  Anzahl  der  Zerlegungen 

(22)  2m  =  a(d+c). 

Hier  bedeutet  die  ungerade  Zahl  a  irgend  einen  Theiler  yon 
m,  daher  rf  +  c  jede  Zerlegung  von  —  in  zwei  ungerade  Sum- 
manden; da  es  solcher  Zerl^ungen  —  giebt,  ist  die  Anzahl 

mag 

jener  Zerlegungen   (22)   gleich   der   Summe   aller   Zahlen  — 

d.  i.  gleich  der  Summe  aller  Theiler  von  m,  w.  z.  b.  w. 
5.  Der  Fall,  welcher  sich  nun  zuerst  darbietet,  wenn  man 
diesen  Betrachtungen  weiter  nachgeht,  ist  die  Darstellung  einer 
positiven  ungeraden  Zahl  b  als  Summe  von  f&nf  Quadraten 
oder  durch  die  Form 

(23)  f{x^)  =  X,*  +  X,»  +  x^»  +  x^'  +  x,\ 

Auch  hier  wieder  kann  diese  Form  als  Repräsentant  der  ein- 
zigen Glasse  sowie  des  einzigen  Geschlechts  G  von  Form^ 
angesehen  werden,  welche  in  der  Ordnung 

'^  ^  ^'  1   1   1   1 

^9     ^9     ^9     ^ 

vorhanden  sind*).  Die  Reciproke  der  Form  (23)  ist  ihr 
wiederum  gleich,  und  somit  diese  Form  auch  Repräsentant 
des  reciproken  Geschlechts  ®.  Die  ungerade  Zahl  ist  keinen 
Bedingungen  zu  unterwerfen,  da  die  Bedingung  (38)  vorigen 
Gapitels  von  selbst  erf&Ut  ist.  Ist  sie  beliebig  gemhlt,  so 
kommen  bezQglich  ihrer  Darstellungen  durch  die  Form  (23) 
die  Geschlechter  F(i)  und  F(ii)  der  beiden  Ordnungen 

1,  1,  6  1,  1,  b 

1,  1,  1     ""**  2,  1,  2 

in  Betracht.     Das  erstere  ist   stets   vorhanden    (s.  nr.  11 
♦)  S.  Abschnitt  lU. 
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(24) 


Hy,)  = 


des  vorigen  Capitels),  das  letztere  jedoch,  wie  vor  allem 
gezeigt  werden  muss,  nur  dann,  wenn  b  von  der  Form 
8n  +  5  ist.  In  der  That  darf  man  die  mit  b{y^)  bezeichnete 
Form  als  charakteristische  Form  (mod.  86^)  ihrer  Classe  vor- 
stellen, sodass,  wenn  sie  der  zweiten  Ordnung  angehört,  sie 
einer  Congruenz  von  der  Gestalt 

2a,  «,    0,  0 

31,    2o,  0,  0 

0      0      2a',  «' 

10      0      r,  2a'/ 

und  folglich  die  entsprechende  Form  g^y^)  der  Congruenz 

2a,  «,    0,      0,     b,,^ 
«,    2a,  0,     0,     6,5 
0      0      2a',  «',    635 
0      «',    2a',  b^ 


(mod.  8) 


ffiyo)  =  ' 


0 

b. 


boK    6« 


(mod.  8) 


'15      »^25      ^36       ^46       ^65' 

genügen  würde.     Man  sieht  hieraus,  wie  in  nr.  7  des  vorigen 

Capitels,    dass    fl'(y^)    einer   Form  g\y^)   äquivalent   ist,    für 

welche 

2a,  «,    0,      0,      0 

21,  2o,  0,  0,  0 

0  0      2a',  «',  0 

0  0      «',  2o',  0 

10  0      0  0  b^ 


fl^'G/e)  = 


(mod.  8) 


ist.  Da  diese  Form  der  Form  (23)  äquivalent  sein  muss,  ist 
ihre  Determinante  und  demnach  b  ungerade;  femer  giebt  es 
eine  Substitution 

^P  =  ^?iyi  +  ^^2^2  H h  9Q^ys, 

(^  =  1,2,3,4,5) 

durch  welche  f{Xf,)  in  g\yQ)  übergeht,  sodass  folgende  Con- 
gruenzen  erfüllt  sind: 

^11^15  +  QniiS  H h  ^51^55  ^^  0 


Qu  +  Q2i  + 

Bachmaniii  Zahlentbeorie.    IV,   1. 


39 


610  Zehntes  Capitel. 

also  auch 

qn  +  «21-1 h  qsi  ^  0 

und 

«i.(ffi5  —  1)  +  q2i(q25  —  1)  H h  ^5,(^56  —  1)  =  0  (moA  2), 

(£=-1,2,3,4) 

CongmenzeU;  denen  man  als  fOnfte  die  selbstrerstandliche 

qibiqib  —  1)  +  ^25(ä'25  —  1)  H h  q^biqsb  —  l)  =  0  (mod.  2) 

hinzufügen  kann  und  aus  denen^  da  |  ^,,,  |  =  1  ist,  hervorgeht, 
dass  $j5,  $267    '  '  ^50  sämmtlich  ungerade  sein  müssen.     Da  aber 

gil  +  «25  H l-qd^i  (mod.  8) 

ist,  muss  b  EU  5  (mod.  8)  und  wegen  der  Beziehungen 

^  =  ly  B  =  6,  ^  =  Bb  (mod.  8) 

auch  6  EEE  5  (mod.  8)  sein.  —  Dass  diese  Bedingung  aber 
für  die  Existenz  des  Geschlechtes  F(n)auch  ausreichend 
ist,  ersieht  man  daraus,  dass  alsdann  die  Moglich- 
keitsbedingung 

(25)  (—  1)L^J  .  (—  lyM  .  (^)  =  1 

erfüllt  ist.  In  der  That  ist  r'  =  r  =  0,  femer  w^en  (57') 
und  (58)  vorigen  Capitels 

d.  i. 

.,.  6-1      6^-1 

endlich 
t'(o,  3)  =  |(^  -  1)  +  i-(6,  -  1)  +  1(6,  _  1)(6  +  1) 

+  i(^-l)(t,-l) 

+  t(^»- !)(*»- 1)5 

aus  (24)   aber   folgt    6,  e^  —  1  (mod.  4),    daher   wird,    wenn 
6^5  (mod.  8)  vorausgesetzt  wird, 

f\o,  3)  =  1  (mod.  2) 

also  die  Gleichheit  (25)  erfüllt. 
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Nennen  wir  nun  Mi  und  Mn  die  Maasse  der  beiden  Ge- 
schlechter /(i)  und  F(n)  und  Ä  die  Anzahl  aller  eigentlichen 
Darstellungen  von  b  durch  die  Form  (23),  so  ist,  da  die  Menge 
der  Transformationen  der  Form  in  sich  selbst 

2^. 123. 4. 5  =  1920 

Ä 
beträgt,  das  Maass  jener  Darstellungen  einerseits  gleich  .q^q} 

andererseits  gleich  2«^  •  Mi  resp.  gleich  2/*  •  (Mi  -f"  Mn),  jcnach- 
dem  b  von  einer  der  drei  Formen  8w  -f-  1,  3,  7  oder  von  der 
Form  8n  -f-  5  ist.     Man  findet  also  je  nach  diesen  beiden  Fällen 

(26)         A  =  1920  .  2:^ '  Ml     oder  1920  •  2^^  •  (Mi  +  Mn). 

6.  Alles  kommt  darauf  an,  die  Maasse  Mi  resp.  Mu  zu 
bestimmen. 

Wir  suchen  zuerst  Mi.  Es  handelt  sich  dabei  um 
dasjenige  Geschlecht  der  Ordnung 

-1, 1,  b 


c)  C; ;; :). 


dessen  Repräsentanten  fe(t/^),  die  als  charakteristische 
Formen  (mod.  26^)  gedacht  werden  dürfen,  die  auf  die 
verschiedenen  Primfaktoren  q  von  b  bezüglichen 
Einzelcharaktere 

haben.  Das  Maass  eines  jeden  quaternären  Geschlechts  hat 
Smith  in  seiner  Arbeit  über  die  Darstellung  einer  Zahl  als 
Summe  von  fttnf  Quadraten  durch  völlig  analoge  Betrachtungen 
bestimmt,  als  sie  zur  Ableitung  des  Maasses  temärer  Formen 
nach  seinem  Vorgange  von  uns  angewandt  worden  sind. 
Grosserer  Einfachheit  sowohl  als  grösserer  Mannigfaltigkeit 
wegen  ziehen  wir  hier  jedoch  vor,  die  Methode  zu  befolgen, 
welche  zu  gleichem  Zwecke  Minkowski  verwendet  hat  und 
welche  sich  an  die  Art  anschliesst,  wie  Dirichlet  die  Anzahl 
der  Geschlechter  binärer  Formen  bestimmt  hat. 

Wir  schicken  dieser  Untersuchung  eine  Hilfs- 
formel voraus.  —  Seien  tlf(fn)  und  W(m)  zwei  zahlentheo- 
retische Funktionen,  welche,  während  p  jede  Primzahl,  i»,  m^ 

39* 
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aber  irgend  welche  positive  Zahlen  bedeuten,  die  zu  einer 
gegebenen  Zahl  N  prim  sind,  folgenden  Bedingungen  Genüge 
leisten: 

^{mm^)    =  if{m)t^*(mQ),       xl;{p)  num.  ^  1,         ^(1)   =  1 

p   '    ^ 
Das  Produkt 

{2%)  Yl[\  +  {\  +  t(p))  mp)  +  (1  +  hp))  np')  +  •  •  ■) 

werde  auf  alle  in  N  nicht  enthaltenen  Primzahlen  p  bezogen. 
Da  man  wegen  y^(p^)  =  W{py  seinem  allgemeinen  Gliede  den 
Ausdruck 

(i~^(i>))(i-V'(;>)'^(i>)) 
geben  kann,  lässt  es  sich  in  folgender  Form  darstellen: 

ri  —  '      TT > 

Fl  1 

11  1  -  (n^ip)^{p))' 

wo  man  nun,  so  lange  (>  >  0  ist,  die  Produkte  durch  conver- 
gente  Reihen  ersetzen  und,  indem  man  jede  der  Summationen 
auf  alle  positiven  gegen  N  primen  Zahlen  m  erstreckt,  schreiben 
darf: 

(28a)  ^-,"  

Führt  man  andererseits  in  (28)  die  Multiplikation  aus,  so  wird 
das  allgemeine  Glied  der  Entwickelung 

sein,  wenn  unter  m  wieder  jede  gegen  N  prime  positive  Zahl 
verstanden,  die  Multiplikation  im  ersten  Faktor  aber  auf  alle 
Primfaktoren  von  m  erstreckt  wird.  Somit  geht  durch  Ver- 
gleichung  der  beiden  Ausdrücke  (28),  (^28  a)  die  Gleichung 

(29)    ^m^^  +  ^0^))  •  '^W)  =  -"^-vTr-^^-^T-,  - 

m 

hervor,  welches  die  gedachte  Hilfsformel  ist. 


/ 


O 
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■'•ÄGhte  nun  sänimtliche  Classen   der  Ordnung  (0) 

^ese    durch   irgend   welche   (mod.  2b^)   charakte- 

%^  '^^^    b(yg)    repräsentirt.      Das    Geschlecht   jedes 

^nten  t(y^)  wird,  wenn  q^,  q^,  -  -  -  Qfi  die  ver- 

^^,  ^."^   '^^    '^  Uen  sind,   aus   denen  6   besteht,   durch  die 

"§    ^-.  ■=-        ^  —  1    charakterisirt,    welche    den    Einzel- 


"^"•s:  %.%.  *   ^ 


.  ^^     ^  ^  ^ ^'^     ^  e  durch  die  Reciproke  /3(y^)  von 

%  ^         'i..  »r  Zahl  bedeutet,  den  Symbolen 


V 


(;:) 


'"'">•   .  .^  "*^^^     **  n  Combinationen  dieser 


'<,  -^  '^  Ihnen   entspricht  auch 

.t,  <;{  <  .g  (0).     Zum  Beweise  dient 

^^j,  oiiebige   Wahl    der    Combination 

.jikeitsbedingung,   d.  i.  im  vorliegenden 
-^  xeichung 

(_l)./'(o,3).(^)=   X 

^^   V, "  vv    V^^^       ^^    *^^^    neben   den   Haupt  Charakteren  (30) 

V  .  Act^^'^xtären    vorhanden    sind,    kann    man    ^'(o,  3) 

(k       ^        e^^^   ^^  ^^^  folglich  auch  so  wählen,  dass,  nachdem 

V^od.  2")  \>    ^Y  ^^  Charaktere  (30)  beliebig  genommen  wurden, 

me^erÖa^^^^^g   ^^^^  jg^.     Somit  zerfällt  die   Ordnung  (0) 

^eae   öl©  ^(»^x    vorhandene   Geschlechter;    F(i)   ist   von   ihnen 

m  2P  -vO^    ^  welches  die  Werthe  der  Charaktere  (30)   durch 

daajenig®?  -  /g?)  bestimmt  sind;  diese  so  bestimmten,  dem  Ge- 

^e  EoTt3^^         charakteristischen  Werthe    der  Charaktere  (30) 

seien  f,,  ^2?  *    *  ^^^' 

,(« -  (1 + '.  •  C:))  (1 + '.  •  C;))  ■■('+..•  C;)) 

1  betrachte  folgende  Summe: 


->'" 


r    , 
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in  welchem  Ausdrucke  die  äussere  Summation  auf  sammtliche 
Repräsentanten  &(y^)  der  Ordnung  (0),  die  innere  jedoch,  bei 
welcher  ßijf^  die  Reciproke  des  jedesmaligen  Repräsentanten 
bedeutet,  auf  alle  ganzzahligen  Werthsysteme 

Vu  y%y  Vi,  Vi 

ohne  gemeinsamen  Theiler  bezogen  werden  soll,  für 
welche  ß{yq)  prim  wird  gegen  26.  Zunächst  geht  nun  aus 
einer  allgemeinen  Formel,  die  später  bewiesen  werden  soll*), 
hervor,  dass  die  letztere  Summe  für  ein  gegen  Null  conver- 
girendes  q  einen  von  der  speciellen  Form  /S(y^)  unabhängigen 
festen  Grenz werth  hat: 

(34)  ^^■ff^jrA+'ro-L' 


e=J  ""^  P(y/+*9 


s' 


wo 


-T    . 


q       1 j 

und 


6*/* 


zu  setzen  ist,  während  die  Multiplikation  sich  auf  alle  Prim- 
faktoren q  von  6  bezieht.  Da  andererseits  ö(&)  verschwindet, 
sobald  irgend  eins  der  Symbole  (30)  einen  von  der  entsprechen- 
den Einheit  (32)  verschiedenen  Werth  hat,  die  Form  h{if^ 
also  einem  von  I^i)  verschiedenen  Geschlecht  angehört,  dagegen 
©(6)  =  2^  wird,  wenn  sammtliche  Symbole  (30)  den  ent- 
sprechenden Einheiten  (32)  gleich  sind,  also  6(y^)  eine  Form 
des  Geschlechts  F(i)  ist,  so  findet  sich  offenbar  aus  (33)  ein- 
facher: 
(35)  S=2/'.Mi-i. 

7.    Andererseits  kann  man  die  Summe  5,  da  sie,  so  lange 
Q>Oy   nach  Dirichlet'schen  Sätzen   absolut   convergent  ist, 

*)  Siehe  nr.  10  Anmerkung. 
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nach  den  wachsenden  Werthen  ordnen,  welche  die  Formen 
ßiyg)  darin  erhalten.  Diese  Werthe  sind  die  sämmtlichen 
posiidyen  zu  26  primen  ganzen  Zahlen.  In  der  That  erhalten 
die  Formen  /J(y^)  bei  der  Summation  (33)  nur  solche  Werthe; 
um  aber  sich  zu  überzeugen,  dass  auch  jede  solche  Zahl  m 
durch  eine  der  Formen  ß(y^)  dargestellt  erscheinen  muss,  be- 
denke man,  dass  die  Charaktere 


©'©.■■(£) 


nothwendig  mit  den  Einzelcharakteren  eines  bestimmten  Ge- 
schlechts der  Ordnung  (0)  übereinstimmen  müssen;  diesem 
Geschlechte  von  Formen  mit  4  Veränderlichen  —  es  heisse  G' 
—  entspricht  ein  bestimmtes  Geschlecht  F(i)  von  temären 
Formen  mit  der  Determinante  w,  welche  durch  dasselbe  eigent- 
lich darstellbar  sind,  auch  ist  es  nach  nr.  11  des  vorigen  Ca- 
pitels  ein  wirkliches,  für  das  also  thatsächlich  Repräsentanten 
vorhanden  sind,  und  somit  muss  nach  nr.  10  des  vorigen  Ca- 
pitels  m  durch  einen  der  Repräsentanten  ß(y^)  des  zu  6r'  reci- 
proken  Geschlechts  eigentlich  darstellbar  sein.  Denken  wir 
uns  demnach  die  Summe  S  nach  den  wachsenden  Werthen  m 
welche  positiv  und  gegen  2b  prim  sind,  geordnet.  Da  ihr 
allgemeines   GUed  auch   folgendennassen   geschrieben   werden 

kann: 

1  o(fn)      1        a(m) 

wenn  m  die  durch  /3(y^)  dargestellte  Zahl  ist  und 

««-(i+..©)(i+..-©)-(i+.,Q) 

gesetzt  wird,  und  da  —^  das  Maass  dieser  Darstellung  be- 
deutet, so  geben  sämmtliche  Glieder,  für  welche  die  Formen 
ßiVo)    ^®^    gleichen    Werth    m    haben,    zusammengenommen 

-^rl-  nial   dem    Maasse   aller   eigentlichen  Darstellungen   von 

m  durch  die  Reciproken  derjenigen  Formen,  welche  das  Ge- 
schlecht G'  repräsentiren.  Wird  also  dieses  Maass  301  (m)  ge- 
nannt, so  geht  die  Summe  (33)  in  die  einfache  Gestalt  über: 
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» 


(36)  S  =  hm.  Q  2ii  ^„>T27 

Zur  Ermittelung  von  9R(m)  muss  dem  Geschlechte  G'  qna- 
temärer  das  Geschlecht  F(i)  temarer  Formen 

3 

1 
an  die  Seite  gestellt  werden^  dessen  Ordnung 

und  dessen  Charaktere^  wenn  Ck  analog  definirt  wird,  wie  bk, 
die  Werthe  der  Symbole 

('»>         (?,)  -  (^) 

für  die  fi  verschiedenen  Primfaktoren  l>i,  ft,  •  •  •  p^u  von  m 
sind;  c^  darf  hierbei  durch  irgend  eine  zu  pi  prime  Zahl  x 
ersetzt  werden,  welche  durch  die  Reciproke  von  c(e^)  darstell- 
bar ist,  sodass 

a)-(^')- 

Die  Eisenstein 'sehe  Formel  für  das  Maass  eines  ter- 
nären  Geschlechts  liefert  daher  för  das  Maass  des  eben  be- 
zeichneten folgenden  Ausdruck: 

und  folglich 

a«c)-S(i-4(i))-i7('+(,^)i)- 

Durch  Einsetzen  dieses  Ausdrucks  in  (36)  ergiebt  sich 

(,9)  s-  ii^.2(ä  (>  -I  m  ^  i7(' +(^)  i)) , 

die  letztere  Multiplikation  auf  alle  Primfaktoren  des  jedes- 
maligen m  erstreckt.  Nun  zerlegt  sich  S(m)  durch  Entwicke- 
lung  seines  Produktausdrucks  in  2^  Summanden  von  der  Form 

—  w) '   ^^  ^  jeden  Theiler  des  Produkts  Qi  -  q^  -  -  -  q^t  oder 
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jeden  solchen  Theiler  von  b  bedeutet,  der  aus  lauter  ver- 
schiedenen Primfaktoren  besteht.  Dementsprechend  zerfallt 
auch  S  in  ebenso  viel  Summanden,  deren  jeder  einzelne  fol- 
gende Form  haben  wird: 

(40)  A  lim.  p  Tp  -  A  lim.  9  T,', 

wenn  man  setzt: 


(41) 


tn       ^  p         ^ 


h 


VI  V'" 

m 


)Q 


^.'-^■i^Ä^n(i+(f)7 


Zur  weiteren  Umformung  verwende  man  die  voraufge- 
schickte Hilfsformel  (29),  indem  man  in  derselben  unter  N 
die  Zahl  2h  versteht.  Die  linke  Seite  dieser  Formel  wird  dann 
identisch  mit  T^,  wenn  man 


+  2? 


setzt,  Funktionen,  welche  oflTenbar  die  dort  vorausgesetzten 
Bedingungen  erfüllen,  und  ebenso  wird  sie  identisch  mit  T^', 
wenn  man 

^(«.)  =  (l)l,  ^(,„)  =  i'^«/ 

setzt,  wovon  dasselbe  gilt  wie  vorher.  Folglich  kann  man 
den  Formeln  (41)  auch  diese  Gestalt  geben: 

__^\Q)  ^-Hc  ' 2j  W  l(>/  ;^+Va 


>'  — 
^  m'^' 


ip  — -  V— L_ 

Im  letzteren  Ausdrucke  kann 
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ist  aber  &  ^  1  (mod.  4),  so  ist 


g^  q>(2h) 


».  m  -  i.) 


906 

Werden  nunmehr  diese  beiden  Werthe  von  5  mit  dem 
zuvor  auf  anderem  Wege  gefundenen  Werthe  (35)  verglichen, 
so  ergiebt  sich  das  Maass  des  Geschlechts  t'^i)  oder 
die  Grösse  Mi,  nämlich 

wenn  6  ee  3  (mod.  4)  ist, 

wenn  aber  bi^^l  (mod.  4)  ist, 

die  hier   auftretende  Summati  on    umfasst   alle    positive   gegen 
2b  prime  Zahlen*). 

*)  Auf  gleichem  Wege,  wie  das  Maass  Mj  gefunden  wurde,  kann 
das  Maass  auch  für  jedes  Geschlecht  quatemärer  Formen  bestimmt 
werden.  Man  findet  insbesondere  für  das  Maass  eines  Geschlechte  von 
Formen  der  Ordnung 


\1,    1,    1  / 


mit  lauter  ungeraden  Invarianten  den  nachstehenden  Ausdruck: 


3f  = 


,  ,.S-v.  r.'  +  [(^)  +  (=S^)]^(\-)^- 


12       2'+*'+^ 


n 


«-  *      g,' 


Tii'Hif)£}n{'H-'j:/')£) 


9l1  ^  '  «M 


m  ^  ^~^'^)k)  m -:£) 


9i»        ^  '        9wj 

Darin  bezeichnet  g,  alle  nur  in  der  zweiten  der  Invarianten  Oj ,  o^^o^ 
aufgehenden  Primzahlen,  q^^  die  in  Oj ,  o,  aber  nicht  in  O3  aufgehenden; 
analoge  Bedeutung  haben  g,,^  g,,,  während  g,,,  die  allen  drei  Inra- 
rianten   gemeinsamen   Primzahlen   bezeichnet;   die   Produkte   sind   auf 
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Durch  eine  analoge  Betrachtung  bestimmt  man  das  Maass 
Mii  des  Geschlechts  F(ii),  so  oft  dasselbe  vorhanden  ist,  d.  h. 
wenn  &  e^  5  (mod.  8)  ist,  findet  sich 

(43)  Mn  =  ^^  ■^-.-2  (i)  !•  • 

Daher  ist  für  diesen  Fall 

Und  somit  wird  mit  Rücksicht  auf  (26)  nachstehender 
Satz  gewonnen: 

Die  Anzahl  aller  eigentlichen  Darstellungen  als 
Summe  von  fünf  Quadraten  beträgt  für  Zahlen  b  von 
einer  der  beiden  Formen  8x  -f-  3,  7 

(4r.a)  A»,,  =  "^-'^  .  ^ {^^ -^~„ 

für  Zahlen  b  von  der  Form  8x  -j-  1 

(4r.b)  A-^f-^m. 

und  für  Zahlen  b  von  der  Form  8x  -j-  5 

Eine  Betrachtung  ähnlich  derjenigen  in  nr.  3  des  achten 
Capitels  lässt  unschwer  erkennen,  dass  die  Darstellungen  einer 
Zahl  b  =  Sx  -{-  b  als  Summe  von  fünf  ungeraden  Quadraten 
und  die  Darstellungen  der  Formen  6(2^^,)  aus  dem  Geschlechte 
^(11)  adjungirt  sein  müssen.     Demnach  muss  die  Anzahl  der 

diese  einzelnen  Caiegorieen  zu  erstrecken.  Femer  ist  i  die  Anzahl  aller 
in  0],  X  die  Anzahl  aller  in  0, ,  il  die  Anzahl  aller  in  o,  ansehenden 
Primzahlen  und  j;  ist  gleich 

oder  gleich  1,  jenachdem  o^o^  ^^  1  oder  8  (mod.  4)  ist. 

Vgl.  zu  dieser  Formel  Smith*  Abhandlung  sur  la  repr^sentation 
des  nombres  par  une  somme  de  cinq  carr^s  (M^m.  pr^.  par  div.  Sav. 
£tr.  t.  29),  in  welcher  das  Maass  eines  Geschlechts  quatemärer  Formen 
auch  für  die  hier  übergangenen  Fälle  gerader  Formen  und  Determi- 
nanten gegeben  wird. 
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eigentlichen  Darstellungen  einer  Zahl  b  von  der  Form 
8x  +  5  als  Summe  von  fünf  ungeraden  Quadraten 

4j'  =  1920  .  2.^  Mn 

sein. 

Hiemach  wäre  Ar,  —  Ar^'  =  A^  die  Anzahl  der  eigent- 
lichen Darstellungen  einer  Zahl  b  von  der  Form  8x  -\-  b  als 
Summe  von  fünf  Quadraten^  die  nicht  sammtlich  ungerade 
sind;  bei  Darstellungen  von  Zahlen  der  drei  anderen  Formen 
8x  -f-  1;  3^  7  sind  die  fünf  Quadrate  niemals  sammtlich  un- 
gerade. Demnach  kann  man  auch  folgenden  Satz  aufstellen, 
indem  man  die  verschiedenen  Formeln  in  eine  einzige  ziisammeu- 
zieht:  Ist  b  irgend  eine  positive  ungerade  Zahl^  so  ist 
die  Anzahl  ihrer  Darstellungen  als  Summe  von  fünf 
nicht  sammtlich  ungeraden  Quadraten  gleich 

{4»)  L»(,_(_l,M).,.._^(i)i,. 

Letztere  Formel  bleibt  sogar  auch  für  gerade  Zahlen  in 
Geltung*). 

8.  Wir  wenden  uns  nunmehr  zur  Ermittelung  des 
Maasses  für  ein  beliebiges  Geschlecht  positiver  qua- 
dratischer Formen  mit  w>4  Veränderlichen,  indem 
wir  uns  dabei  aber  wieder  auf  den  einfachsten  Fall  ungerader 
Formen  mit  einer  ungeraden  Determinante  beschranken.  Man 
kann  zu  diesem  Behufe  die  bisher  besprochenen  Methoden  ver- 
wenden, indem  man  von  Formen  mit  n  —  1  Veränderlichen 
zu  solchen  mit  n  Veränderlichen  ansteigt  und  dabei  passend 
für  ein  ungerades  n  die  bei  den  temären,  fiir  ein  gerades  n 
die  bei  den  quaternären  Formen  benutzten  Wege  einschlägt 
Jedoch  folgt  man  bei  dieser  allgemeinen  Untersuchung  besser 
derjenigen  Methode,  welche  Minkowski  zuletzt**)  an- 
gegeben hat,    weil   dieselbe  auf  sehr  schöne  und  instructive 

*)  S.  Minkowski,  mäm.  sur  la  thäorie  des  formes  quadratiques, 
p.  164. 

**)  Minkowski,  Untersuchungen  •  über  quadratische  Ponneji , 
Acta  math.  7. 
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Weise  die  Bedeutung  der  einzelnen  Theile  lehrt,  aus 
welchen  sich  der  Ausdruck  des  Maasses  zusammen- 
setzt. Die  Ueberlegung,  aus  welcher  diese  Methode 
entspringt,  ist  die  folgende. 

Mit  f(N)  haben  wir  die  Anzahl  aller  Substitutionen  T 
bezeichnet,  deren  Modulus  zz  1  (mod.  N)  ist  und  welche  den 
Rest  von  f(x^)  (mod.  N)  nicht  verändern.  Wie  wir  nun  die 
reciproke  Anzahl  der  Substitutionen,  deren  Modulus  gleich  1 
ist  und  welche  f(x^)  selbst  nicht  verändern,  das  Maass  der 
Form  /*(ic^)  oder  ihrer  Classe   genannt   haben,    so   liesse  sich 

entsprechend  jr^  als  das  Maass  derselben  (mod.  N)  bezeichnen, 

und  da  diese  Grösse  fttr  alle  Formen  desselben  Geschlechts 
nach  den  für  sie  abgeleiteten  Formeln  unveränderlich  ist,  ver- 
muthen,  dass  sie  für  das  Maass  des  Geschlechts  eine 
Bedeutung  habe.  Solche  Vermuthung  wird  fester  begründet 
durch  die  Bemerkung,  dass  die  Anzahl  aller  Formen  in  der 
Classe  von  f(x^)  ein  Vielfaches  von  der  in  nr.  6  des  achten 
Capitels  mit  91  bezeichneten  Anzahl  sein  muss.  In  der  That, 
jede  Form  der  Classe  von  f(x^)  lässt  (mod.  N)  einen  der 
31  Reste  ffi,  9%,  -  -  - g^]  fi^g)  selbst  etwa  den  Rest  g^]  mit 

mögen  die  sämmtlichen  Formen  der  Classe  von  f(x^)  bezeichnet 
werden,  welche  =  g^  (mod.  N)  sind.  Ist  dann  S,-  eine  uni- 
modulare  Substitution,  welche  f{x^)  in  eine  mit  gt  (mod.  N) 
congruente  Form  fi  verwandelt,  so  haben  die  unter  einander 
verschiedenen  Formen 

welche  aus  f^,  /*/,  /*/',  •  •  •  resp.  durch  die  Substitution  S,  her- 
vorgehen, ebenfalls  (mod.  N)  den  Rest  ^,-,  ausser  ihnen  ist 
aber  in  der  Classe  von  /*(a:^)  keine  Form  weiter  vorhanden, 
welche  ihn  hätte.  Denn,  wäre  noch  (p  eine  solche,  also  (p  ^  g, 
(mod.  N),  so  würde  daraus  durch  die  Substitution  Sr^  eine 
mit  gi  (mod.  N)  congruente  Form  der  Classe  also  eine  von 
den  Formen  f^,  f^y  f^\  •  •  •  hervorgehen  und  somit  (p  mit  einer 
der  Formen  /i-,  /}',  /}",  •  •  •  übereinstimmen.  Da  sonach  jedem 
der  Reste  gi^g^y  -  -  -  g^  gleichviel  Formen  der  Classe  zugehören, 
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ist  ihre  gesammte  Menge  ein  Vielfaches  von  $R,  in  dem  Sinne, 
dass  sie  in  91  Complexe  zerfallt,  deren  einzelne  Formen  sieh 
eindeutig  entsprechend  coordinirt  werden  können.  Ist  dies 
aber  der  Fall,  so  zeigt  der  im  achten  Capitel  gegebene  Aus- 
druck (32)  för  die  Anzahl  9i,  dass  die  Anzahl  der  Formen  in 
jeder  Classe  des  Geschlechts  in  dem  eben  bezeichneten  Sinne, 

welches  auch  N  sei,  den  Faktor  ^^  und  folglich  zugleich 
mit  den  Faktoren  — ,t,  — j:  die  sämmtlichen  Faktoren 

/•(•20  np") 
(4'^)  f{^y7\ßy7m''"npy"' 

haben  wird,  unter  p  jede  ungerade  Primzahl  verstanden.     Da 

femer    das    Maass   t-^  der   Classe    von  fOcg)  das  Verhaltniss 

zwischen  der  unendlichen  Anzahl  der  Formen  in  der  Classe  und 
der  gleichfalls  unendlich  grossen  Anzahl  aller  unimodularen  Sub- 
stitutionen ist,  so  wird  sich  jener  Umstand  auf  das  Maass  des 
Geschlechts  übertragen  und  somit  die  Grössen  (47)  als  wesent- 
liche Faktoren  des  Ausdrucks  dieses  Maasses  erwartet  werden 
dürfen. 

Dies  ist  nun  in  der  That  zutreffend,  denn  der 
Ausdruck  für  das  Maass  M  eines  Geschlechts  lautet 
allgemein  folgendermassen: 

die  hierin  auftretende  Multiplikation  erstreckt  sich  auf  sanunt- 
liehe  Primzahlen  2,  3,  5,  7, 11,  •  •  •  in  natürlicher  Reihenfolge 
und  es  ist  zu  setzen: 

n-l 
r    —  z  • — * ) 


ii) 


*)  S.  die  letztangefuhrte  Arbeit  von  Minkowski,  wo  dieser  Aus- 
druck oline  Einschränkung  für  jedes  Geschlecht  von  Formen  mit  «Ver- 
änderlichen bewiesen  wird 
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Vor  allem  soll  gezeigt  werden,  dass  dieser  Ausdrack  einen 
endlichen  Werth  darstellt  Hierzu  bemerke  man  die  bekannte 
Gleichung 

OD 

q       1 —         j=.l   *^ 

in  welcher  die  Multiplikation  zur  Linken  den  gleichen  umfang 
hat  wie  in  (48).  Schreibt  man  kurz  8%^  statt  der  Summe 
zur  Rechten,  so  geht  die  Gleichheit 


9 

und  daraus  die  allgemeinere: 


-*-IT(-?.) 


1  =  8^-8^"  '^j.r'inil 

•7T(>-;.)('-^)'-Ö-,[^) 

herror.     Indem  wir  diese  mit  der  Gleichung  (48)  multipliciren 
und  zur  Abkürzung 

(«)      75) '- ■E'« 

setzen,  bringen  wir  jene  Gleichung  in  folgende  Gestalt: 

Nun  zerfallen  die  sammtlichen  Primzahlen  q  in  drei  Gate- 
gorieen:  die  Primzahl  2,  die  in  J  aufgehenden,  welche  b  heissen 
mögen  und  deren  Anzahl  nur  eine  endliche  ist,  und  die  un- 
endlich vielen  nicht  in  2^  aufgehenden  Primzahlen,  die  mit 
p  bezeichnet  werden  sollen.  Für  jede  solche  Primzahl  p  ist 
in  der  Formel  (49)  des  achten  Capitels  A  =  1  zu  setzen  und 
man  findet  nach  (44)  und  (47)  daselbst 
wenn  n  ungerade  ist, 

Bachmann,  Zablentheorie.    IV,  1.  40 
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ist  ihre  gesammte  Menge  ein  Vielfaches  vq**    g* 

das3  sie  in  9t  Complexe  zerfällt,   deren^.^     ^ 

eindeutig    entsprechend    coordinirt    w'^/    K 

aber  der  Fall,  so   zeigt  der  im  ac)"    ^r    f 

druck  (32)  iBr  die  Anzahl  91,  dp       /^  f 

jeder  Claaae  des  Geschlechts  r^'    //    /*  Hieniach 

welchfta  auch    N   sei.    den  T  -r         ß  S 

ff' 


-^)\ 


=  ^('-=^-)' 


lle  positive  gegen  2J  prime  ganze 
Femer  ist  bekanntlich 


che  Zahl  bedeutet,  sodass 

ao»  ^       «'    " 
he  in  die  Formel  (50)  ein,  so  gdit 
ügenschaften  der   F- Funktion«!  in 


-j^     ya  -  £(2) 

1  ■  ■  ^— i 
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-^ke^  welcLe^  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Fak- 

^«hendy   selbst  endliche  Werthe  darstellen.    Für  den 

%  der  Formen   mit   ungerader  Determinante  ist  das 

%      ^  •  •  (y«_i  durch  Eins  zu  ersetzen. 

l  %,       %^  ^  fther  diese  Ausdrücke  auch  als  die  für  das 

^  %^      "^  '^hts  giltigen  zu  erweisen,  bestätigen  wir  sie 

^  ^  U  temärer  Formen.     Der  betreffende  Aus- 

%\  Falle  folgendermassen: 

in  i^  =  Ol*  Oj   aufgehenden  Primfak- 

iJiese   unterscheide   man  nun  in  die  Prim- 

n  eiche  nur  in  o^,  in  die  Primfaktoren  g^;  welche 

o,,  und  in  die  Primfaktoren  q^^,  welche  gemeinsam  in 

^,  O2  aufgehen.     Dann  kann  man  zunächst  schreiben: 

M  =  B,.o,o,.  E{2) .  Yl  E{q,)  •  Yl  E{q,)  ■  JJ  E{q,,), 
während  allgemein 

ist.     Wenn  nun 

^)  9  =  9i  ^^;  SO  ^^^  ^^^  ^^  einen  Hauptreprosentanten 
des  Geschlechts  (mod.  gj')  die  Congruenz 

Man  hat  also^  um  die  Formeln  der  nr.  8,  9  des  achten  Capitels 
anzuwenden,  X  =  2,  f[qi]  "==^2^1^  zu  setzen,  und  da 

endlich,  wenn  o^  =  g*^  •  Ci  gesetzt  wird, 

e^^o^  ^.  aa'a"  (mod.  q^) 
also 

gefunden  wird,  kommt 

^<"'-^dESü-T('+(=f^)5)- 

40* 
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wenn  n  gerade  ist^ 


-(^)t 


da    «1«,' •  •  •  «1^*""^)  ^  i^  (mod.  p)    gefunden   wird.     Hiemach 
ist  im  ersteren  Falle 


TIe{p)  =  \, 


im  letzteren 


n^ip)-n 


1  — 


(-1) 


-2(' 


T 


(-  1)'  ^ 


m 


t» 


wenn  die  Summation  auf  alle  positive  gegen  2^  prime  ganze 
Zahlen  m  erstreckt  wird.    Femer  ist  bekanntlich 


SiM  =  y-Sx 


(2«) 


Sx 


1. 2  .  3  •  •  . 2x' 

WO  jBx  die  x^  Bernoulli'sche  Zahl  bedeutet^  sodass 

ist.     Führt  man  diese  Werthe  in  die  Formel  (50)  ein^  so  geht 
sie  nach  den  einfachsten  Eigenschaften  der   F- Funktionen  in^ 
folgende  Gestalt  über: 
wenn  n  gerade  ist: 

«  ~T~        1/ä  •  J&(2) 


(51a) 


^-(■-) 


n 


n 

T 


<F,  <F, 


'«-1 


ijm-:s{ 


(- 1)'  ^ 


m 


wenn  n  ungerade  ist: 

(61b)  jf- ar ■ "' ^'  'jT-r^^^  ■  JT^H 


1  •  2  •  •  • 


'«  — 1 
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Ausdrücke;  welclte^  nur  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Fak- 
toren bestehend;  selbst  endliche  Werthe  darstellen.  Für  den 
Fall  ungerader  Formen  mit  ungerader  Determinante  ist  das 
Produkt  6^6^' ' '  6n—i  durch  Eins  zu  ersetzen. 

9.  Um  jetzt  aber  diese  Ausdrücke  auch  als  die  für  das 
Maass  des  Geschlechts  giltigen  zu  erweisen^  bestätigen  wir  sie 
vor  allem  für  den  Fall  temärer  Formen.  Der  betreffende  Aus- 
druck lautet  in  diesem  Falle  folgendermassen: 

b 
wo  b  die  Terschiedenen  in  i^  =  o^^  o^  aufgehenden  Primfak- 
toren bezeichnet.  Diese  unterscheide  man  nun  in  die  Prim- 
faktoren q^,  welche  nur  in  o^,  in  die  Primfaktoren  q^,  welche 
nur  in  o^,  und  in  die  Primfaktoren  q^^,  welche  gemeinsam  in 
o^f  0^  au%ehen.     Dann  kann  man  zunächst  schreiben: 

M=B,o,o,.  E{2)  .  rjE(q,)  •  IJEiq,)  ■  ]jE{q^), 
während  allgemein 

^«  -  -TW 

ist.     Wenn  nun 

1)  q  =  q^  ist,  so  hat  man  für  einen  Hauptreprosentanten 
des  Geschlechts  (mod.  g/)  die  Congruenz 

Man  hat  also^-  um  die  Formeln  der  nr.  8^  9  des  achten  Capitels 
anzuwenden,  A  =  2,  f[q^  ^^^^i^  z^  setzen,  und  da 

endlich;  wenn  o^  =  g*^  •  ßj  gesetzt  wird, 

e^o^  =E  aaa'  (mod.  q^ 
also 

gefunden  wird,  kommt 

40*        • 
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2)  Ist  qtsszq^^  Bo  erfüllt   ein  Hauptreprasentant   des  (Ge- 
schlechts (mod.  g^O  ^^^  Congruenz 

also  ist 

folglich  wird,  da  aa'^/j'oj  (moA  q^  ist, 

^ö.)-i(i+(4^)i)- 

3)  Ist  9  =  g^g;  ^^  besteht  für  einen  Hauptrepräsentanten 
des  Geschlechts  (mod.  q^^  die  Congruenz 

f  =  aa^  +  cc'q^y^  +  g2+««  •  a"a;"* 
also  ist 

^  =  3, /I?i,]  =  4^x^,^5  =  4 
und  somit 

^Ö"'  =  T('-ä)- 

4)  Ist  endlich  g  ==  2,  so  ist,  da  n  =  3  ungerade  ist, 

/•[2]  =  2(l-i,).(l+A)-\ 

somit 

E(2)_±(,+4)-i±-', 

WO  man  nun  mit  Rücksicht  auf  den  Ausdruck  der  Einheit  d 
sowie  auf  die  Möglichkeitsbedingung  (86)  des  sechsten  Capitels 
ohne  Mühe  die  üebereinstimmung  von  d  mit  der  in  der  ersten 
Abtheilung  mit  E  bezeichneten  Einheit  feststellt  und  dann  für 
M  folgende  Gleichung  findet: 

■JT0+rt^)ö-/7(>-ä). 

worin  x,  X  die  Anzahl  der  Primfaktoren  bedeuten,  aus  denen 
resp.  Ol  und  o,  bestehen,  eine  Gleichung,  die  bis  auf  ver- 
schiedene Bezeichnung  der  entsprechenden  Grössen  mit  der  in 
der  ersten  Abtheilung  gefundenen  Eisen stein'schen  Formel 
(S.  191)  vollkommen  identisch  ist. 

Verfährt  man  in  gleicher  Weise,   so  überzeugt  man  sich 


,-.        1  2  +  ^ 
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auch  fiir  quatemäre  Formen  der  bezeichneten  Art  von  der 
Uebereinstimmnng  der  in  der  Anmerkung  gegebenen  Formel 
fOr  das  Maass  derselben  mit  der  aus  (51a)  för  n  =  4  sich 
ergebenden  Gleichung 

M  =  ^  .  0//.  Vo3%  .  Ei2)  .  ]jE(b)  -2!  ii) i- 

Zum  allgemeinen  Beweise  der  Formeln  (51a)  und  (51b) 
bedienen  wir  uns  des  Schlusses  von  n  —  1  auf  n:  wir  setzen 
voraus,  ihre  Richtigkeit  sei  bereits  erwiesen  für  dieXjeschlechter 
ungerader  Formen  mit  ungerader  Determinante  und  mit  n  —  1 
Veranderlichen^  und  zeigen,  dass  sie  dann  auch  gelten  för 
solche  Formen  mit  n  Veränderlichen;  da  sie  für  ternäre  (und 
quatemäre)  Formen  der  bezeichneten  Art  erwiesen  sind,  gelten 
sie  dann  allgemein.  Die  zu  diesem  Zwecke  anzustellende 
Untersuchung  beruht  nun  wieder  auf  den  Dirichlet'schen 
Methoden  und  nimmt  einen  ganz  ähnlichen  Gang,  wie  in  den 
bereits  erörterten  speciellen  Fällen. 

Sei  ein  bestimmtes  Geschlecht  G  von  positiven  Formen 
der  bezeichneten  Art  mit  n  Veränderlichen  gegeben,  indem 
sowohl  die  Ordnung 

Ol,    Og,    •  •  •    On-i 
1        1       •      •    1 

als  auch  die  Charaktere  desselben,  letztere  so,  dass  die  Mög- 
lichkeitsbedingung erfüllt  wird,  bestimmt  gegeben  werden.  Sei 
^  die  Determinante  der  Formen  dieses  Geschlechts  und  R 
eine  später  zu  bestimmende  gegen  2  z/  prime  ganze  Zahl.  Unter 
den  Formen  des  Geschlechts  lässt  sich  dann  eine  (mod.  8z/fi) 
charakteristische  Form  (p  aussuchen,  ihr  erster  Coefficient,  der 
prim  ist  gegen  8^jR,  heisse  a.  Sind  d  die  ungeraden  Prim- 
faktoren von  z/  imd  b  ihre  Anzahl,  sind  ebenso  r  die  unge- 
raden Primfaktoren  von  R  und  r  ihre  Anzahl,  so  wird  die 
Zahl  a  in  Bezug  auf  jeden  von  ihnen  sowohl,  als  mit  Bezug 
auf  die  Moduln  4  und  8  bestimmte  quadratische  Charaktere 
haben: 

(62)  (_,)=?,  (|),(|),(^). 

Da  nun  die  Classen   eines  Geschlechts   nach  jedem   Modulus, 
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wenn  ihre  Formen  in  passender  Reihenfolge  gedacht  werden, 
die  gleichen  Reste  lassen ,  so  kann  man  aus  jeder  derselben 
eine  Form  auswählen,  welche  (mod.  8^B)  congruent  ist  mit  tp. 
Die  so  gewählten  Repräsentanten  seien 

(53)  /i,  /i,  f„  .  •  •, 

f  irgend   einer   von   ihnen.     Man   betrachte   alsdann   fol 
gende  Summe: 

indem  man  sie  über  alle  Werthsysteme  5i;  la;  •  •  *  6»  erstreckt, 
für  welche,  wenn 

m  ■= «» 

gesetzt  wird,  die  Zahl  m  prim  gegen  S^R  und  von  gleichen 
quadratischen  Charakteren  mit  Bezug  auf  4  und  8  und  die 
Primfaktoren  von  z/ü  ist,  wie  a;  doch  darf  nicht 

(55)  li  =  I,  =H  . . .  =  I.  =  1  (mod.  2) 
sein. 

Der  Vorschrift  zufolge  ist  m   von   derselben  Linearform 
8x  +  1;  3,  5,  7  wie  a  und  nach  jedem  Primfaktor  p  von  JB 

einem  unt^r  ^— ^ —   bestimmten  Resten   (mod.  p)  congruent, 

und  folglich  gestatten  die  Zahlen  m 

/7('-^)i^-' 

P 

bestimmte  Reste  ft  (mod.  8JR),  wenn  p^  die  höchste  in  JR 
aufgehende  Potenz  von  p  ist,  und  die  sämmtlichen  gedachten 
Werthsysteme  |f  sind  die  sämmtlichen  Losungen  der  Con- 
gruenzen 

(56)  /•(!,)  =  ^  (mod.  8z/ B), 

welche  die  Congruenzen  (55)  nicht  erfüllen.  Nun  stimmt  nach 
den  Auseinandersetzungen  des,  siebenten  Capitels  die  Anzahl 
der  incongruenten  dieser  Lösungen  für  jedes  der  bezeichneten 
H  mit  der  der  gleichartigen  Lösungen  der  Congruenz 

(57)  f{id  =  (^  (mod.  8z/ü) 

überein,  welch  letztere  dem  Produkte  der  Mengen  der  ebenso 
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gearteten  Lösungen  der  Congruenzen 

/•(g,)  =  a  (mod.  8),    /•(!,)  =  a  (mod.  i?*^),  •  •  • 

gleich  ist.     Den   Formeln  jenes   Capitels   entsprechend   findet 
man  die  Anzahl  der  Lösungen  der  ersten  dieser  Congruenzen 
gleich  2*^*"*^)  •  A^y  wo 
für  ein  gerades  n: 

(58a)  ^  =  1  +  (e  _  1)  ^-ij-— ?, 

für  ein  ungerades  n: 
(58b)     ^  =  A— ^Vl+[l  +  5.(-l)^]^^ 

ist.  In  gleicher  Weise  findet  man  für  die  Anzahl  der  (mod.  p^) 
incongruenten  Lösungen  g,-  dieser  Art  für  die  zweite  jener 
Congruenzen  jp^^""^)  .4^,  wenn  p*~^  Äp  die  Anzahl  solcher 
Lösimgen  für  die  Congruenz 

(59)  /"(S.)^«  (mod.i)) 

bezeichnet.  Hiemach  wird  die  Anzahl  der  (mod.  S^dK)  in- 
congruenten Werthsysteme  |/,  welche  die  Congruenz  (57) 
oder  (56)  aber  nicht  die  Congruenzen  (55)  erfüllen, 

sein,  wenn  sich  die  Multiplikation  auf  jede  in  8^i2  ent- 
haltene Primzahl  bezieht.  Dies  gilt  für  jeden  der  Reste  /i;  da 
aber  offenbar,  wenn  ft',  ft"  zwei  verschiedene  Reste  (mod.  8^ü) 
bezeichnen,  auch  die  Werthsysteme  fo  welche  den  zugehörigen 
Congruenzen 

/•(5,)^ft', /•(!/)  =  fi"  (mod.  8^iJ) 

genügen,  verschieden  sein  müssen,  so  repräsentiren  die  sämmt- 
lichen  bei  der  Summe  (54)  in  Betracht  kommenden  Werth- 
systeme If  (mod.  S^ü)  genau 

d.  i.  einfacher 

(60)  A  =  |.(8./E)-.J7(l(l-i-)^). 
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verschiedene  Restsysteme  oder  sie  sind  in  einer  ebenso  grossen 
AnzaM  A  von  Systemen  arithmetischer  Progressionen 

(61)  |,  =  8z/B.X,  +  t;,, 

I,  =  8JB .  X,  +  r,,  . . .  6.  =  8JR  'X,  +  v, 

enthalten,  welche  sie  offenbar  auch  erfOllen. 

Zur  Abkürzung  sei  eine  frühere  sehr  bequeme  Bezeich- 
nung hier  wieder  eingeführt.  Bezeichnet  q  sammtliche  Prim- 
zahlen, aus  denen  eine  Zahl  N  zusammengesetzt  ist,  so  heisse 
(JT)*  das  Produkt 

(62)         w-=ir(i-^)' 

auf  alle  jene  Primzahlen  q  erstreckt. 

10.  Man  fasse  nun  in  der  absolut  convergenten  und  daher 
von  der  Anordnung  der  Glieder  unabhängigen  Summe  S  die- 
jenigen Glieder  zusammen,  bei  welchen  die  |»-  je  einem  der 
A  Systeme  arithmetischer  Progressionen  angehorig  sind,  be- 
trachte mithin  zunächst  nur  die  über  sammtliche  Werthsysteme 
I,  von  der  Form  (61)  erstreckte  Summe 

(63)  S,  =  Q-^—l , 

indem  man  unter  t;i,  v^,  •  •  •  t?«  feste,  unter  X^,  X^,  •  •  •  X, 
aber  sammtliche  positive  und  negative  ganze  Zahlen  versteht 
Denkt  man  diese  Summe  nach  den  wachsenden  Werthen  des 
Nenners  geordnet,  bezeichnet  mit  t  eine  beliebig  wachsende 
positive  Grösse  und  mit  T  die  Anzahl  derjenigen  Glieder  der 
Summe,  bei  welchen 

ist,  so  ist  nach  dem  fundamentaleii  Dirichlet'schen  Satze*) 

(64)  lim.  So  =  lim.  ^ , 

falls  der  letztere  Grenzwerth  existirt.  Das  Zeichen  T  bedeutet 
aber  auch  die  Anzahl  der  Werthsysteme  |,  von  der  Form  (61), 
welche,  wenn 


*)  S.  analyt  Zahlenth.  S.  68. 
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(65)  /•(!,)  _2'oa^l«l<. 

gesetzt  wird,  der  Ungleichheit 


2'»«/»--r--T^l 


<» 

t" 

Ki* 

=  1,  «,  ■ 

•  ») 

genügen; 

setzt 

man 

daher 

(66) 

Va 

Sa 
1 

SJR 

•Xa 

t?. 


so   bedeutet  T  die  Anzahl   der  „Netzpunkte"  rja,   welche  der 
Ungleichheit 

(67)  ^<^afiVaVß^^ 

(a,  /5  =.  1,  2,  •  •  •  n) 

genügen^    und    somit   wird,    einem    anderen   Dirichlet'schen 
Satze*)  zufolge 


d.  i. 


lim.  tI  —y-  I    =   /  öfiji  •  d%  •  •  •  drin 


sein,  wenn  die  Integration   über   alle   ^i,  %,  •  •  •  ij»    erstreckt 
wird,  welche  die  Ungleichheit  (67)  erfüllen.     Nach  bekannter 

Formel**)  hat  das  n-fache  Integral  und  folglich  auch  lim.  -j 
einen  endlichen  Werth,  durch  dessen  Vergleichung  mit  (64) 

(68)  lim.5o  =  -^  2L      J^    J 


,=0  (8^22)«    yj    ^(,,_2)(n-4)...(n-2[!Li::i]) 

und  folglich  allgemeiner  mit  Rücksicht  auf  (60) 

♦)  S.  analyt.  Zahlenth.  S.  438  Fonnel  (74). 
•^  8.  ebendas.  S.  446  Formel  (92). 
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gefunden  wird,  wo  zur  Abkürzung 

(70)  -, rü^-n\  =  *• 

n{n  -  2)(«  -i)...{n-  «L— g— Jj 

gesetzt  worden  ist. 

Vergleichen  wir  jetzt  mit  der  Snmme  S  die  Summe 

(71)  S'  =  (>-^ i , 

in  welcher  die  Werthsysteme  i/  diejenigen  in  S  auftretenden 
Werthsysteme  |i  bezeichnen^  welche  keinen  gemeinsamen  Theiler 
haben.    Ist  |/  ein  solches  Werthsystem,  also  nicht 

(72)  1/  1-3  I,'  E£H  . . .  =  i;  =  1  (mod.  2), 
und  ist 

/•(i/)  = »»', 

also  m'  prim  zu  8JR  und  von  gleichen  quadratischen  Cha- 
rakteren wie  a,  ist  femer  d  irgend  eine  zu  8JB  prime  Zahl 
und  li  =  öf|/,  so  wird  in 

f(l)  =  m'd*  =  m 

die  Zahl  m  prim  gegen  8^R  sein  und  ebenfalls  gleiche  qua- 
dratische Charaktere  haben  wie  a,  und  es  kann  nicht 

(73)  li  -  I,  .  -  . . .  -  g,  -=  1  (mod.  2) 

sein,  mithin  ist  l^,  |j,  •  •  •  g,  eins  der  in  S  auftretenden  Werth- 
systeme.    Ist  umgekehrt 

ii  =  «iii',  I«  =  dl,',  •  •  •  s«  =  di: 

ein  solches  in  S  auftretendes  Werthsystem,  welches  den  grössten 
gemeinsamen  Theiler  d  hat,  so  muss  der  letztere  prim  g^n 
8z/i2  sein,  da  m  es  sein  soU,  die  Zahlen  |/  sind  alsdann  ohne 
gemeinsamen  Theiler  und 

also  von  gleichen  quadratischen  Charakteren  ist  wie  a,  und 
da  die  Congruenzen  (73)  nicht  stattfinden,  können  es  auch 
nicht  die  Congruenzen  (72),  mithin  ist  6^',  S«',  •  •  •  in  eins  der 
Werthsysteme,  auf  welche  sich  die  Summe  S'  bezieht  Hieraus 
ergiebt  sich  offenbar,  dass  sämmtliche  bei  S  in  Frage  kommen- 
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den  Systeme  ii  aus  sämmtlichen  bei  S'  auftretenden  Systemen 
1/  gefunden  werden^  wenn  man  letztere  mit  sämmtlichen  gegen 
8^R  primen  Zahlen  d  multiplicirt.  Und  somit  gewinnt  man 
die  Beziehung 

folglich 

Um.  S  =  lim.  S'.  y'^ 
c-o  c=-o  d    ^ 

oder,  da  diese  Summe  auf  alle  zu  8^JB  primen  Zahlen  zu  er- 
strecken und 


OD 


«" 


ist, 

(74)  lim.  S  =  Um.  5 '  •  Sn  (8  ^R)n . 

Nach  (69)  geht  hieraus  die  Gleichung  hervor: 

•)  Der  Grenzwerth  (34)  kann  ganz  ähnlich  wie  derjenige  von  S' 
direkt  gefunden  werden,  er  ergiebt  sich  aber  auch  aus  der  Formel  (75), 
wenn  man  darin  n  ^  4,  B  =^1^  J  ^=h^  also  h=^  ß  setzt  and  die  Form 
/*(£/)  mit  der  Form  ß(t/  )  identificirt.    Man  bemerke,  dass  die  Charaktere 

I — j  alsdann  ausfallen,  die  Charaktere  l-r-j  aber   nur   das  Geschlecht 

der  Form  ß(y^  feststellen  also  jeder  durch  sie  dargestellten  Zahl  zu- 
kommen; dass  andererseits  offenbar,  um  L  zu  erhalten,  die  Summe  S' 
für  jede   der  yier  Combinationen  zu  bilden   ist,   welche   die   Symbole 

( —  1)   '    ,  ( — j  gestatten.    Für  jede  von  ihnen  findet  man 

wo  q  die  Primfaktoren  von  26  zu  durchlaufen  hat.  Da  aber  jeder  un- 
gerade Primfaktor  q  nur  in  der  ersten  Invariante  von  0(yj  aufgeht, 

fr 

findet  man  nach  den  Formeln  nr.  1  und  2  des  siebenten  Capitels  das 
entsprechende  A   =  2.    Dagegen  ist 
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o 


,  =  l,D,=(l-i,)(l-i,).. 


•C-.^)-    -l-^ 


(— l)*z/2?M      1 


n  —  i 


za  setzen  und  somit 


9m 


dagegen  ist  für  ein  ungerades  n 

also 

Je  nach  diesen  beiden  Fällen  wird  daher 

/7^-w-iJ7('+(<-#^")-i, 


oder 


/7^'(3.)  =  i 


Sei  endlich  3)  p  einer  der  Primfaktoren  q  von  8z/ 2J.  Da 
die  Repräsentanten  (55)  des  Geschlechts  G  der  (moi  SJB) 
charakteristischen  Form  (p  congruent  vorausgesetzt  sind,  darf 
man  sie  auch  als  Hauptrepräsentanten  nach  einer  beliebig  hohen 
Potenz  g*  annehmen,  gleichviel  also,  ob  g  =  2  oder  eine  un- 
gerade Primzahl  ist, 


(81)       f  = 


(a  0  0  ...  0 

0  q'^^a  0  • .  .  0 

0  0  ^^-^^a"  . .  .  0 

lO  0 


(mod.  q*) 

setzen,  wo  a  dieselbe  Zahl  bedeutet,  wie  bisher.    Daraus  folgt 
für  die  Reciproke  f  die  Congruenz 
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f  = 


0  ^(«-8)^i'+- -l-«»«_2  0  •  •  •  0         0 


0  0  ....  ß'^^'  0 

10  0  0  ...  0        /J 

(mod.  ff*""'*— «)? 

in  welcher  die  Zahlen  /J,  /3',  • . .,  wie  in  nr.  16  des  sechsten  Ca- 
pitels  zu  bestimmen  sind.  Setzt  man  nun  in  f  die  erste  Ver- 
änderliche gleich  Null,  so  entsteht  eine  Form  mit  n  —  1  Ver- 
änderlichen, welche  eigentlich  durch  sie  dargestellt  wird;  die 
Determinante  dieser  Form  findet  sich  ohne  Schwierigkeit  gleich 
dn^2  •  Ä^i,  wenn  a^^  den  ersten  Coe£ficienten  von  f  und  dn—2 
dasselbe  für  die  Form  f  bezeichnet,  was  dn—9  för  die  Form  /*; 
da  a^i  ohne  gemeinsamen  Theiler  mit  8ztR  also  auch  ohne 
gemeinsamen  TheUer  mit  der  doppelt  genommenen  Determi- 
nante von  f  ist,  muss  jene  Form  mit  n  —  1  Veranderlichen 
primitiv  sein  und  ist  somit  ein  Repräsentant  &(y^)  des  Ge- 
schlechts Ig).  Nun  findet  man  aber  mit  Rücksicht  auf  die 
Bestimmung  der  Zahlen  /3,  ß\  -  -  -  für  die  Reciproke  der  Form 


|J(i.-2)gO»j'4-  H-<»«-.2^   0 


%p)-- 


0^ 


0  0  .  • .  /JV*'  0 

0  0  ...  0        ß 

(mod.  qf—^n—i) 
folgende  Congruenz,  in  welcher  t'  ^  t: 

la    0         0  ...  0 


f^^\x^)^a' 


0    q;^a'  0  ...  0 


(mod.  g*'-"*"»). 


0    0  0  . ..  g*^+-+'"ii-ia<'»-^> 

Schreibt  man  demnach   statt   der   Congruenz  (81) 
die  folgende: 

SO  stellt  f^^^^ipc^  einen  Hauptrest  des  zu  r(i)  reciproken 
Geschlechts  (mod.  g*'—*"»)  dar. 

Auf  Grund   der   Formeln   (41)   und  (49)   resp.  (55)   und 


Baohmanii,  ZahlenUieorie.    IV,  1. 
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(59)  des  achten  Capitels  überzeugt  man  sich  nun,  dass  for 
alle  in  8^jR  ansehenden  Primzahlen  q,  ob  sie  gerade  oder 
ungerade  sind,  die  Gleichheit 

/■[?]  =  ^  •  ^9] 
erföUt   ist,   wenn  A^  die  in  nr.  9   angegebene  Bedeutung  be- 
wahrt.    Daraus  aber  findet  man, 
wenn  n  gerade  ist, 

wenn  n  ungerade  ist. 
Dem  entsprechend  ist  für  ein  gerades  n 

/J^'(«)=17a^(«), 

für  ein  ungerades  n 

Die  Einsetzung  der  Werthe  von  <?„_ i  und  Stx  und 
die  Zusammenfassung  der  erhaltenen  Resultate  führt 
endlich  zu  dem  Ergebnisse^  das  folgt: 

Ist  n  gerade,  so  wird 

2 

WO  q  dieselbe  Bedeutung  hat  wie  in  der  Formel  (77)  und  11 

zur  Abkürzung   steht   für   das   über   die  Prim&ktoren  'von  m 
erstreckte  Produkt 


folglich 

n-4    B^B^     '  •  B^_^ 


lim.8  =  i-.(4)*    .  ,J    .yW.JjA.Eiq) 

1.2 __ 


^''•92{j+,n)- 
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Durch  Vergleichung   mit   der  Formel   (77)   ergiebt   sich 
demnach^  wenn  man  zur  Vereinfachung  berücksichtigt,  dass 


n 

e„  •  1  •  2  •  3  •  •  — r —  =  — Ä* 

2  n 


ist,  folgender  Ausdruck  för  M: 


M-{^  ' 


—4    B^B^'"B^_^ 


|/a.22+b+t.(g^22)^.^^ 


n 

T 


(SJB\ 


Nun  ist 


■^■'2{Jr,n}- 


wenn  wieder  d  die  Primfaktoren  von  z/,   r  diejenigen  von  ü 
durchläuft,  und  da  JR  prim  ist  zu  2^,  findet  man 


^W-    i-(S=#^)i 


— 1 


8 


also 


/7E(r)  _ 


2('-#-^)^ 


m 


2 


2( 


2 


(—  1)^  JB 


^H 


2 


WO  die  Summation  nach  m  über  alle  zu  2^,  die  nach  A  über 
alle  zu  2^jB*  prime  positive  Zahlen  zu  erstrecken  ist.  Hier- 
nach ergiebt  sich  endlich: 


(82) 


1—4  B^  J5j  •  '  '  B 


^-  (t)  ■ 


«--2 

2 


n 


ff 
7 


•  v^ '  ^(ß)  iT^(^) 


■2(^)-v-^.. 


m 


2 


il 
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wenn 


(83) 


■2M^)i-^. 


s 


-.^-2f.-feJ7('+(^^)^) 


gesetzt  wircL 

Ist  aber  n  ungerade,  so  wird 


M 


1  /1\  « 


r^-^fii^-«.-X 


(Ö^^n-1 


q  hat  wieder  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  Formel  (77)  und 

zur  Abkürzung  stellt  ^  fftr  die  auf  alle  positive  zu  Sm^IP 
prime  Zahlen  h  bezogene  Summe 


»— 1 


Hiernach  ergiebt  sich 


6    B^B^  •  •  •  J5^_5 


U:..S-1.(±)' 


2 


n 


8 


yÄ' 


,  /7^,j&(3) 


(8^^«-l 


■«-«^(5^2) 


und  nun  durch  Vergleichung  mit  (77)  und  mit  Rücksicht  auf 
die  Beziehung 


^^  4 

n 


n— 1     ^«-1 


2         £ 


n— 1 


und  wenn  man  endlich  beachtet,  dass  in  diesem  Falle  E(r)  =  1 
ist,  folgende  Gleichung  für  M: 
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»-8     B^B^  '  '  '  ^n-l 

(84)    M-(- 

l\    2                                     s 

2/                          n-l 
1.2...      2 

wenn  man 

(85) 


_!__     (8^.R).  •  (8^.B),_i    5,_, 

■—1 


setzt. 

12.  Vergleicht  man  diese  f&r  gerade  und  ungerade  n  er- 
haltenen Formeln  nun  mit  den  behaupteten  Formeln  (51a) 
und  (51b)y  so  kommt^  wie  man  sogleich  sieht^  der 
Nachweis  für  die  Giltigkeit  der  letzteren  auf  den 
anderen  hinaus,  zu  zeigen,  dass  in  beiden  Fällen  die 
mit  M^  bezeichnete  Grösse  gleich  1  ist.  Um  dies  noch 
zu  leisten,  wobei  man  sich  nach  dem  für  temäre  und  qua- 
temäre  Formen  schon  Bewiesenen  auf  Werthe  von  n  >  4  be- 
schränken kann,  bemerke  man  vor  allem,  dass  den  Formeln 
(82)  und  (84)  zufolge  der  Werth  von  M^  von  der  Wahl  der 
Zahl  R  ganz  unabhängig  sein  muss.  Diese  bisher  nur  inso- 
fern, als  sie  gegen  2J  prim  sein  sollte,  bestimmte  Zahl  R 
wähle  man  jetzt  in  der  Weise,  dass  in  8^ü  alle  Primzahlen 
auftreten,  welche  kleiner  sind  als  eine  beliebig  grosse  ganze 
iZahl  5^+1.  Die  Zahlen  w,  welche  prim  sind  gegen  8^22 
und  ihre  Primfaktoren  p,  ebenso  die  Zahlen  Ä,  welche  prim 
sind  gegen  2^22*  resp.  gegen  8m^R^,  sind  dann,  abgesehen 
von  der  Einheit,  jedenfalls  grösser  als  g.  Demnach  liegt  zu- 
nächst die  Summe 


1.2 


zwischen  den  Grenzen 


V/.  _J_ 


h 


n      *  n      * 

"2  /^     I     o\T 


ig  +  ^y      (9  +  ^) 

d.  h.  mit  Rücksicht  auf  die  Integralformeln 
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1  i   dx 

5:</  T 

(y  +  t)*      J     X» 
dx 1 


zwischen  den  Orenzen  1  +  y « 
Zweitens  li^  das  Produkt 


n 


17  '+(^^^)^ 


9 
% 


zwischen  den  Orenzen 


p  *  (jr+1)  *       (ir  +  2)  »        •  * 

und  27 (l-^);  da 


P 


nun 

ZI   ' 


P 

jedenfalls  kleiner  ist  als 

1+ ^  + 4e!  +  ---' 

(S  +  i)'         (?  +  2)  * 
80  ist 

±-\> ' 

^/       14-  ^        .4 


i7('-ip)>:.      .      .      . 


»  '      -^H ;rr^  + ;^^  + 


Ö+l)'  (i/  +  2)* 


und  somit  liegt  das  betrachtete  Produkt  zwischen  1  +  y 


T-' 
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Da  femer 


(8^JJ)»-S.  =  /7— ^ 


1  — 

p 


gesetzt  werden  darf^  wenn  p  alle  nicht  in  S^H  aufgehenden 
Primzahlen  bedeutet,  findet  es  sich  aus  derselben  Betrachtung 
zwischen  1  und  1  +  y«— i  enthalten.  Endlich  hat  man  noch 
nach  bekannter  Formel*) 

denn  die  Zahlen  m,  auf  welche  sich  die  Summation  bezieht, 
sind  alle  zu  SJR  prime  positive  Zahlen,  welche  die  durch 
die  2  -}-  i)  +  t  Symbole  (52)  vorgeschriebenen  quadratischen 
Charaktere  haben,  d.  h.  sie  sind  die  Individuen  von 

arithmetischen  Progressionen  von  der  Form  S^dlt^s  +  Wq,  für 

deren  jede  einzelne  die  Summe  den  Grenzwerth  ^-j^  hat. 

Durch  alles  dies   schliesst  man  aus  der  Gleichung  (83) 
folgende  zwei  Ungleichheiten: 

Da  nun  mit  wachsendem  g  die  Grössen  y  sammtlich  gegen 
Null  convergiren,  so  convergiren  die  Grenzen,  zwischen  denen 
Mq  enthalten  bleibt,  ersichtlich  gegen  Eins  und  somit  kann 
auch  Mq  nur  gleich  1  sein.  Auf  solche  Weise  ist  nun  die 
Formel  (51a)  vollkommen  erwiesen.  Durch  ganz  entsprechende 
Betrachtung  aber  schliesst  man  aus  der  für  ein  ungerades  n 
in  Frage  kommenden  Gleichung  (85)  denselbcD  Werth  1  für 
Mq  und  also  auch  die  AUgemeingiltigkeit  der  Formel  (51b). 
13.  St.  Smith  hat  in  seiner  Arbeit  On  the  Orders  and 
Genera  of  Quadratic  Forms  containing  more  than  three  Inde- 
terminates  (Proceedings  of  the  R.  Society  16  auf  S.  203)  für 

♦)  Vgl.  Analyt.  Zahlenth.  S.  83  Formel  (21). 
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das  Maass  eines  Oeschlechts  Yon  Formen  mit  n  Yeränderlich^i 
die  nachstehenden  Formeln  aufgestellt: 
Wenn  n  gerade  ist,  n  =  2v: 

(86)        M^t,JIx(d).B,.Vä.-^^(^)^, 


»»  *» 


wo 


gesetzt  ist  und  die  Summe  sich  über  alle  positive  zu  22)  prime 
Zahlen  bezieht;  d  ist  jeder  ungerade  Primfaktor  von  ^; 
Wenn  n  ungerade  ist,  n  =  2v  -\'  1: 

(87)  Jtf=6,  .  JJxC^-B-'V^- 

Gemäss  der  diesen  Formeln  hinzugefügten  Erklärung  der 
Zeichen  überzeugt  man  sich  unschwer,  dass  dieselben  für  den 
Fall  ungerader  Formen  mit  ungerader  Determinante  resp.  mit 
den  obigen  Oleichungen  (51  a),  (51  b)  völlig  übereinkommen. 
Der  Erklärung  entsprechend  ist  nämlich  zuerst 
wenn  n  gerade  ist, 

wenn  n  ungerade  ist. 


2 
B„  = 


9*9«  9   -"n— 1 


2 

Femer  ist  fSr  ein  ungerades  n 

Z{d)  =  Eid); 

zur  üebereinstimmung  der  Formel  (87)  mit  (51b)  ist  also 
erforderlich,  dass  g»  =  2E(2)  d.  i.  nach  nr.  9  des  achten 
Gapitels 

(88)  g,  =  .;-  =  -^(2^+d) 

2    » 

ist. 

Für  ein  gerades  n  wäre  dagegen 

x{d)  =  Eid) 
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zu  setzen,  fieJls  d  Primfaktor  von  2>;  ist  aber  d  ein  Primfaktor 
d'  von  ^,  der  nicht  in  D  aufgeht,  so  wäre 


j^(d)=.Eid).(l-(^)\). 


n 

Nun  ist,  da  ( —  1)*^  :  D  eine  Quadratzahl, 


(f)ino-(^^)-^(^^ 


'8  *m8 


wenn  letztere  Summation  auf  alle  zu  2^  prime  positive  Zahlen 
m  bezogen  wird;  zur  Uebereinstimmung  der  Formeln  (86), 
(51a)  ist  mithin  wieder  erforderlich,  dass 

tn  =  2E(2)  -  -i 
d.  h.  wenn  «  =  -j-  1 ; 

(89a)  5„=^(2T-^+a) 

wenn  «  =  —  1, 
(89b)  &,  =  1. 

Diese  Werthe  stimmen  aber  mit  den  von  Stephen  Smith 
angegebenen  vollkommen  überein.  Es  genüge,  dies  f(ir  die 
Formel  (88)  zu  erweisen.  Nach  (52)  des  siebenten  Capitels 
ist 

*  =  (_l)[T]+<'+'^<<"-'>.iT], 


WO 


V    gerade    oder    ungerade    ist,   jenachdem    J  ^  1   oder  —  1 
(mod.  4),  und 

+  -^(d,_,  — i)(d,_i  +  i) 

ist.    Zunächst  ist  einfach  zu  erkennen,  dass  letztere  Zahl  mit 
der  anderen 
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(90)    6,  =  ^(o,-l)(p,  +  l)  +  l^(o,-l)(o,o,  +  l) 

(mod.  2)  congruent  ist     Setzt  man  folglich 
so  wird,  falls  n  =  4A  +  1  also 

[t]  - '.  ffl  -  ä' 

ist,  d  =  ( —  lysn  also 

5» = -ii  (2"^  +  (-  lysn)  5 


2    * 


falls  aber  n  =  4X  -\-  3  also 

[t]  =  ^^[t]  =  2A  +  1 
und  e  =  ( —  iy+^  also  +  1  o'^^^  —  1  ist,  jenachdem 

^  ^  —  1  oder  +  1  (mod.  4), 
so  ist  je  nach  diesen  beiden  Fällen 

S  =  (—  l)i£,  oder  d  =  (—  ly+^f,; 

versteht  man  also  mit  Smith  anter  dem  Zeichen  D  das  Pro- 
dukt 

f-l 

D  =  (—  1)L*J  .  On-iOn-3     ••0 


=  (—  AXi  .  D  • 


.-.[|]+x' 


sodass  J  =  ( —  1)L*J  •  2)  .  ^  gesetzt  werden  kann,  so  findet 
sich  in  beiden  Fällen 

d  =  (—  1)    ^     *  Bn 

also 

1     /  !Lz:i  z+^^::^      \ 

S«  =  ^(2^    +(-1)^    '    •^«). 

2    « 

Das  sind  aber  die  für  ein  ungerades  n  von  Smith  für  ^  vor- 
geschriebenen Werthe,  und  ebenso  bestätigen  sich  die  f&r  ein 
gerades  n  von  ihm  aufgestellten: 
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falls  n  =  4A: 


2» 


falls  n  =  4A  +  2: 

n 


2« 


je  nachdem  das  dann  geltende  D  ^ee  1  oder  —  1  (mod.  4).  — 
14.    Um  die  bewiesenen  Formeln  anzuwenden,  betrachte 
man  zuerst   dasjenige  Geschlecht  von  Formen   hi^f^)  mit  fünf 
Veiünderlichen,  welches,  wenn  b  ungerade  ist,  die  Ordnung 

1,  1,  1,  b 
1,  1,  1,  1 

hat  und  für  alle  ß  Primfaktoren  q  von  h  die  Bedingung 

erfüllt.    Die  Formel  (51b)  giebt  dann  für  das  Maass  M  des- 
selben den  Ausdruck 

^  =  Yt4*->^--^(2)/T^(«)- 
Nun  ist 

Sl  =  b\  -Bi  =  Y,  -^»  =  ^^ 
femer  findet  sich 

£(2)  -  i  (4  +  *) 

endlich  ist 

wo  6q  der  Formel  (90)  gemäss  zu  bestimmen,  hier  also  gleich 
Null,  während 

(- ')«-  -  flit)  -  Ci)  -  (^) 

ist,  also  wird 

— (^)- 
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Demnach  kommt 

^-?^e-(T))-^-7T('+(^)?> 

Da  nun,  wenn  Ä  die  Anzahl  der  eigentlichen  Dar- 
stellungen der  Zahl  b  als  Summe  von  sechs  Quadraten 

bezeichnet,   -g das  Maass  derselben   ist,  dies 

selbe  Maass  aber  auch  durch  2?  ■  M  ausgedrückt  werden  kann, 
findet  sich  für  Ä  der  Ausdruck 

^=*0-(^))"n('+(x)?)- 

Hieraus  aber  erhalt  man  durch  ganz  dieselben  Betrachtungen 
wie  bei  der  Darstellung  durch  vier  Quadrate  f&r  die  Anzahl 
sämmtlicher  (eigentlichen  und  uneigentlichen)  Darstellungen 
der  Zahl  b  als  Summe  von  sechs  Quadraten  den  Werth 

4(4  -(=y^))  •  IJC?!»*«  +  gi»*«-»  +  •••  +  !) 

.|7"(&".-3,«*.-«  +  ...±l), 

wenn  man  mit  q^,  q^  die  Primfaktoren  von  b  bezeidmet,  die 
resp.  von  der  Form  4x  +  1,  4x  +  3  sind  und 

b  =  3i**32**  •  •  • 
voraussetzt.  Diese  Formel  liefert  offenbar  folgenden  schon 
von  Eisenstein  gegebenen  Satz:  Die  Anzahl  aller  Dar- 
stellungen einer  ungeraden  Zahl  b  als  Summe  von 
sechs  Quadraten  ist,  wenn  &  ee  1  (mod.  4),  gleich  dem 
12-fachen,  wenn  6ze3  (mod. 4),  gleich  dem  —  20-fachen 
Unterschiede  zwischen  der  Summe  der  Quadrate  der- 
jenigen ihrer  Faktoren,  welche  die  Form  4x  +  1,  und 
der  Summe  der  Quadrate  derjenigen,  welche  die  Form 
4x  +  3  haben*). 

Betrachtet  man  femer,  indem  man  unter  b  eine  ungerade 
Zahl  versteht,  welche  aus  ß  Primfaktoren  zusammengesetzt  ist^ 
das  Oeschlecht  derjenigen  Formen  b(y^)  der  Ordnung 

*)  Eisenstein,  Neue  Theoreme  der  höheren  Arithmetik  (gegen 
Ende  der  Abhandlung)  im  J.  f  d.  r.  u.  a.  Math,  von  Grelle  35. 
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1,  1,  i,  1,  1,  h 
1,  1,  1,  1,  1,  1 

fftr  welches 

(^)  -  (x) 

isty  so  findet  man  in  gleicher  Weise  f&r  sein  Maass  M  den 
Ausdruck 

jf= i i'.i+i.  17(1+1). 

24  .  180  •  42     2^        16        11  V  ^  gV 

Da  aber 

d  =  (—  ly-^^o .  (_  l)v(o,«) .  6  und  £  =  (—  1)1+% 

V  aber  gerade  oder  ungerade  ist,  je  nachdem  6^1  oder  —  1 
(mod.  4)  ist;  findet  sich  wegen  der  Beziehung 

je  nach  den  unterschiedenen  Fallen 
d.  h.  stets  gleich  1  und  somit 

M= ^ lM.rT(i  +  lV 

24  .  180     42     2^     lÖ     11  V  ~  qV 

Daraus  folgt^  wenn  Ä  die  Anzahl  der  eigentlichen 
Darstellungen  von  b  als  Summe   von  acht  Quadraten, 

also  -= ihr  Maass  bezeichnet, 

2^.  12. 3.4. 6. 6-7. 8 

^  =  16.6».J7(l+ii)> 

und  mit  Hilfe  dieses  Ergebnisses  wieder  der  allgemeinere  Satz*): 
Die  Anzahl  aller  Darstellungen  einer  ungeraden  Zahl 
als  Summe  von  acht  Quadraten  ist  gleich  der  16-fachen 
Summe  der  Kuben  ihrer  Faktoren. 

Handelt  es  sich  jetzt  um  die  Darstellungen  einer  ungeraden 
Zahl  b  als  Summe  von  sieben  Quadraten  ^  so  ist  analog  wie 
im  Falle  von  fünf  Quadraten  zu  bemerken,  dass  es  nur  eine 
einzige   Classe,    also    auch   nur   ein    einziges   Geschlecht   von 

*)  S.  ebendaselbst. 
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Formen  der  Ordnung 

1,  1,  1,  1,  1,  1 

1,  1,  1,  1,  1,  1 
giebt,  als  deren  Repräsentant  die  Form 

^1*  +  ^8*  +  ^S*  +  ^4*  +  ^6^  +  ^6*  +  ^* 

angesehen  werden  kann.  Zur  Bestimmung  der  Anzahl  aUer 
eigentlichen  Darstellungen  von  b  durch  diese  Form  bedarf  es 
des  Maasses  der  zwei  mit  r(i)  und  F^ji)  bezeichneten  Geschlechter 
von  Formen  b(y^)  mit  6  Yenlnderlichen;  das  erste  derselben 
von  der  Ordnung 

1,  1,  1,  1,  b 
1,  1,  1,  1,  1 

und  den  Charakteren 

ist  stets  vorhanden^  das  zweite  jedoch^  welches  der  Ordnung 

1,  1,  1,  1,  6 

2,  1,  2,  1,  2 

angehört,  nur  dann  —  was  man  durch  ähnliche  Betrachtungen 
zeigt  wie  in  jenem  Falle  -  wenn  6  ehz  7  (mod.  8)  ist. 
Nach  der  Formel  (51a)  ergiebt  sich  aber 

Hier  wird,  da 

e  =  (_  1)Lt]+'  =  +  1 

ist,  je  nachdem  v  ungerade  oder  gerade  d.  i.  6^3  oder  1 
(mod.  4)  angenommen  wird,  nach  der  Formel  (59)  des  achten 
Gapitels 

für  6  =  1  (mod.  4) 

für  6  =  3  (mod.  4) 

J5(2)  =  i-(4  +  *), 
während 
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gefunden  wird.    Somit  kommt 

(91)  Jf„_i£(2).i^.i.2(^)i,. 
Dagegen  wird 

wo  nun,  weil  nach  der  Formel  (69)  des  achten  Capitels 

rt2)-2'(l-i)(.-i)(.-i)(.+(|)i)- 
und  6  ^2  7  (mod.  8)  ist, 

gefunden  wird.     Man  erhalt  folglich 

(92)  M^u)  =  28-360  •  -^  •  i2^(^)i- 

Ist   aber  Ä   die  Anzahl   der   eigentlichen  Darstel- 
lungen Yon  b  als  Summe  von  sieben  Quadraten,  so  ist, 
wenn  6  ^  1,  3,  5  (mod.  8) 

^  =  2«. 12. 3. 4. 5. 6. 7.  2^M^ 

wenn  h:i^l  (mod.  8) 

A  =  2«. 1.2.3.4.5.6. 7.  2/'(Jlf(i)  +  Jf(n)). 

Somit  findet  sich  aus  (91)  und  (92) 
wenn  6  e^  1,  5  (mod.  8) 

(930  ^  =  448.6»>/6  42^(=i)i,, 

wenn  6e^  3  (mod.  8),  in  welchem  Falle,  wie  im  folgen- 
den 

6 = (- 1)^+^<».« — u(i) — (=^) = 1 

ist, 

(930  ^  =  560.6*]/6.±^(^)i„ 

wenn  endlich  6^7  (mod.  8),  da 

i±i4-i-  =  ?I  ist 

(93»)  ^  =  592.fc«|/6.i,2^(^)±. 
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In  diesen  Formeln  erstreckt  sich  die  Summation  mit  Bezog 
auf  m  über  alle  positive  za  2b  prime  Zahlen  m.  — 

15.  Die  Formeln  f&r  das  Maass  eines  Geschlechts  weisen 
einen  wesentlichen  Unterschied  darin  auf,  dass  diejenigen  fBr 
das  Maass  eines  Geschlechts  von  Formen  mit  einer  geraden 
Anzahl  Veränderlichen  die  Summe 

fit 

zum  Faktor  haben,  der  im  Falle  einer  ungeraden  Anzahl 
von  Veränderlichen  fehlt.  Dieser  Unterschied  überträgt  sich, 
wie  man  sieht,  auch  auf  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer 
Zahl  b  durch  eine  Summe  von  Quadraten.  Diejenigen 
Formeln,  welche  die  letztere  Anzahl  für  4^  6,  8  Qua- 
drate ausdrücken,  lassen  einen  innigen  Zusammen- 
hang derselben  mit  der  Summe  der  Theiler  von  b 
resp.  ihrer  Quadrate  oder  Kuben  erkennen.  Gknz  anders 
verhalten  sich  die  Formeln  für  die  Anzahl  der  Darstellungen 
von  b  als  Summe  von  3,  5,  7  Quadraten,  aber  unter  einander 
zeigen  diese  wieder  einen  analogen  Charakter,  insofern  die 
Ausdrücke  für  jene  Anzahl  resp.  die  Summe 

(95)  ^  \l^)m>   ^  Im)^'   -2j  (^^ 

als  Faktor  enthalten.  Aehnlich  wie  Dirichlet  es  für  die 
erste  dieser  drei  Summen  gethan  hat  und  wir  gelegentlich  der 
Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  durch  die  Summe  dreier 
Quadrate  entwickelt  haben,  lassen  sich  auch  die  beiden  anderen, 
allgemeiner  die  Summe  (94)  summiren  und  es  zeigt  sich, 
dass  ihre  Werthe  in  entsprechender  Weise  von  den 
ganzen  Zahlen  abhangen,  welche  unterhalb  gewisser 
Grenzen  liegen  und  gewisse  entgegengesetzte  quadra- 
tische Charaktere  haben.  Um  sich  von  diesem  Umstände 
zu  überzeugen,  kann  man  sich  der  Formeln  bedienen,  welche 
Cauchy  in  der  12.  Note  zu  seinem  grossen  memoire  sur  la 
theorie  des  nombres,  in  den  m^m.  de  FAc.  des  Sciences,  Paris 
1840,  t.  17  gegeben  hat. 
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I.  Nennt  man  nämlich  P  eine  aus  lauter  verschiedenen 
Primfaktoren  bestehende  ungerade  positive  Zahl  und  h^  k  alle 
zu  P  primen  Zahlen  <  P,  für  welche  resp. 


(96) 
ist,  setzt 


(i)-+M^)— ' 


oder  auch,  indem  man,  wie  üblich,  das  Legendre'sche  Symbol 
(-pj  =  0  setzt,  wenn  s  mit  P  einen  gemeinsamen  Theiler  hat. 


F— 1 


(97) 

endlich 
(98) 


1 


die  Summe  auf  sammtliche  zu  P  prime  positive  Zahlen  s  aus- 
gedehnt, so  bestehen  nach  Cauchy  folgende  Gleichungen: 
1)  wenn  P^  1  (mod.  4),  für  gerade  m 


(99) 


+ 


für  ungerade  m 


m(m  —  1) 


•     •     •     8     •     2      -m-     \ 


A    —op^+t/»»     r        mim  —  l)(m— 2)  y     , 


+ 


(2«) 
♦n(»»  —  1)  •  •  •  4  ■  3 


(2«) 


m 


•  •  4  •  3    -j-         \ 


aus  diesen  beiden  Formeln  lassen  sich  dann  die  sämmtlichen 
Ausdrücke  Jm  mit  geradem  Index  m  berechnen  und  man  findet 
insbesondere 

wenn  P^  1  (mod.  4) 


(100) 

BAchmann,  Zahlentheorie.    IV^   1. 


n' 


J%  =  p%  '  "^2- 


42 
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2)  wenn  P^3  (mod.  4),  für  gerade  m 


(101) 


für  ungerade  m 


I    m{m  — :  1)  •  •  •  4  •  8  ^        \ 


*"  ^  \2flr*'l  (2»)»       ^'S  ^ 


,    mOm  —  1)  •  •  •  3  •  2  -r  \ 

H ^ ^^^ «'«/  ? 

—  (2«)"*  / 

ans  diesen  beiden  Formeln  lassen  sich  dann  sämmtliche  Aus- 
drücke Jm  mit  ungeradem  Index  m  finden^  z.  B.  ist^ 
wenn  P^3  (mod.  4) 


(102) 


^1  =  —  ^.^n    ^3  =  ^.(^«  —  ^  •  ^l)- 


n.  Dieselben  Formeln  (99),  (101)  finden  aber  auch  statt, 
wenn  Ä,  k  alle  zu  2P  prime  Zahlen  <  4P  bezeichnen,  fQr 
welche  resp. 

(103)     (-  1)*-^ (* )  ^  +  1,  (_  lyr" (*)  =  _  1 

ist,  und 

«—1 


(104) 

desgleichen 

(105) 


^m  = 


'm 


4P— 1 


1 


(-1)  '  ii)^ 


M—l 


J^n  =2'(-  1)    * 


—  die  Summe  auf  alle  zu  2P  prime  positive  Zahlen  s  aus- 
gedehnt —  gesetzt  wird;   doch   gelten   alsdann   die   Formeln 
(99)  und  folglich  auch  (100)  för  P  =  3  (mod.  4),  die  Formeln 
(101)  und  folglich  auch  (102)  für  P  =  1  (mod.  4). 
Dies  vorausgeschickt,  setzen  wir  jetzt 

(—iyj  =  (—iyp-8\ 

wo  S^  die  grösste  in  ^  enthaltene  Quadratzahl,  P  also  eine  Zahl 
ist,  wie  die  Formeln  von  Cauchy  sie  voraussetzen.    Jenachdem 


(—  1)*  P=  1  oder  3  (mod.  4) 
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ist,  setzen  wir  weiter 

e  =  +  1  oder  e  =  —  1; 
dann  ist  stets 


(106) 


(tJliZ)_e^.(;), 


wenn  s  positiv  und  prim  gegen  2P  ist.     Femer  erhält  man 
leicht  die  Beziehung 


(107) 


(- 1) '  p 


ia=^)\. 


8 


WO  links  die  Summation  auf  alle  zu  2  z/,  rechts  auf  alle  zu 
2P  primen  positiven  Zahlen  und  die  Multiplikation  auf  alle 
ungeraden  Primzahlen  ausgedehnt  werden  muss,  welche  in  S 
aber  nicht  in  P  aufgehen;  besteht  z/  aus  lauter  verschiedenen 
Primfaktoren,  so  fällt  dieser  Faktor  weg.  Endlich  ist  wegen  (106) 


wenn  (—  1)«  P=  1  (mod.  4), 


(108) 


n 

y 


•I!(H^)\-2{i)\ 


8 


8 


d.  h.,  wie  man  leicht  einsieht,  gleich 

(.09)  C -p -^)  • -^v 

wenn  das  Zeichen  Jm  in  dem  unter  I  bezeichneten  Sinne,  da- 
gegen, 

n 

wenn  (—  1)^P  =  3  (mod.  4)  ist, 

(110)    2!"    '^'"^  ' 


^(^)i=:s(-i)'"^(>)i='^".^ 


2 


8'  8 

wenn  das  Zeichen  J^  ^^  ^^^  unter  U  bezeichneten  Sinne  ge- 
nommen wird« 

42  • 
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Die   Beziehung   (107)    gestattet   folglich,   vermittelst   der 
C au chy 'sehen  Formeln  die  Summe 

m 
in  allen  Fällen  zu  finden.     Denn,  ist 

n 

erstens  ( —  1)*  Pe^  1  (mod.  4),  so  ist  entweder  P  :^1 

(mod.  4)  und  y  gerade,   dann   berechnet   sich,   wenn  J^,  ^« 

im  Sinne  der  Formeln  (98),  (97)  genommen  werden,  J«   nach 

T 
den  Formehl  (99); 

oder  es  ist  P^3  (mod.  4)  und        ungerade,  dann  findet 

sich  Jn  aus  den  Formeln  (101).     Ist  aber 

y 

n 

zweitens  ( —  1)*  P  ^  3  (mod.  4),  so  ist  entweder  P  £z:  1 
(mod.  4)  und  —  ungerade,  dann  berechnet  sich  —  die  Zeichen 
Jfny  Jm  im  Sinne  der  Formeln  (104),  (105)  genommen  —  Jn 


aus  den  Formeln  (101); 

innd.  4^  und 


oder  es  ist  P  ^  3  (mod.  4)  und  —  gerade,  dann  bestimmt 


sich  Jn  aus  den  Formeln  (99). 

y 

16.    Handelt  es  sich  z.  B.  um  die  auf  alle  positive  zu  2h 
prime  Zahlen  m  bezogene  Summe 

und  betrachten  wir  der  Einfachheit  wegen  nur  den  Fall, 
wo  6  aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren  besteht, 
so  ist  P  mit  h  zu  identificiren. 

Ist  dann  zuerst  6  e=e  1  (mod.  4),  so  kommt  nach  (109) 

2(i)i-(i-(i)i)-'.- 

wo  Jj  durch  die  Formel  (100),  d^  aber  durch  (97)  zu  be- 
stimmen d.  h. 
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6—1 


■f.-S-20 


zu  setzen  ist;  man  findet  also  dann 


6—1 


("1")  2{i)i.-^.{^-m-2{i}''- 

Ist  dagegen  zweitens  6^3  (mod.4),  so  folgt  aus  (110) 

wo  nun  J^  wieder  durch  die  Formel  (100),  in  dieser  aber  ^^ 
durch  (104)  zu  bestimmen  ist,  man  findet  also  dann 

Handelt  es  sich  andererseits  um  die  Summe 
SO  ist,  wenn  zuerst  6^3  (mod.  4),  nach  (109) 

wo  J^  durch  die  Formel  (102),   in    dieser  aber  z/^,  z/j    durch 
(97)  zu  bestimmen  sind;  man  findet  demnach 

^  \"^/  ^  "^  (^  ~  \b)  t)  '  7^ 


(112a) 


■(|a>-"-|:(4)»)- 


Ist  dagegen  zweitens  6  3Z  1  (mod.4),  so  folgt  aus  (110) 

wo   für  J^  die  Formel   (102)    und  in    dieser   für   z/^,  ^j    die 
Formel  (104)  anzuwenden  ist,  mithin  wird 


(112b) 


•  (2(- 1)'"  ii)^  -  i6«'*-2'V  1)' »'  (i)*). 
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Von  diesen  Resultaten  machen  wir  zunächst  Gebranch, 
um  die  Anzahl  der  sämmtlichen  Darstellungen  der 
Zahl  b  als  Summe  Yon  fünf  Quadraten  unter  end- 
licher Form  zu  erhalten. 

1)  Sei  zuerst  6^1  (mod.  8).     Die  Formel  (45b): 

^1  ~      «*      '^  \m)  m« 
geht,   wenn  der  Werth  (lila),   welcher  der  Summe  jetzt  zu- 
kommt, eingesetzt  und  die  Gleichung  Ij-j  =  1   beachtet  wird, 
in  die  folgende  über: 

(113)  A  =  60-12' (-!-)**• 


Doch  gelangt  man  zu  einem  einfacheren  Ausdrucke,  wenn  man 
bedenkt,  dass 


6—1 


1  h  k 


zeichnet,  die  <  —  sind,  und  mit  a,  y  ihre  Anzahl,  so  kann 


ist.     Wenn  man  nämlich  mit  ä',  k'  diejenigen  Zahlen  A,  Ä  be- 
in  die  Form 

gesetzt    werden,    die    vennöge    der  Bemerkung,    dass    wegen 

"^  (2Ä')*  +  2(^~  ^*')*  =2^^ 


ist,  vereinfacht 


3  . ^ A«  =  Saft«  —  46^Ä' 


giebt;  ebenso  kommt 

•  ^k^  =  3yh'  —  U^k\ 
Nun  ist  die  Anzahl  der  h  gleich  derjenigen  der  k  und  wegen 


3.    %^1.2  Q..J.2  AT.^^ 


Positive  Formen.    Vom  Maasse  derselben.  663 

f    .    j  ^  (,-)  auch  die  der  ä'  gleich   derjenigen  der  Tc'  d.  h. 
a  =  y.     Man  findet  mithin  sogleich 

und  daraus 

(114)  Ä, 80.^(1)5,  (s<A). 

2)  Ist  zweitens  6^5  (mod.  8),  so  findet  man,  da  jetzt 

l-j  s=  —  1  ist,  ganz  entsprechend  auf  Grund  der  Formel  (46  c) 

*— 1 

(115)  A  =  140  42(t)«'' 

1 

und   für   dieselbe  Anzahl   mittels   gleicher  Betrachtungen  wie 
zuvor  den  andern  Ausdruck 

(116)  ^5  =  -112-2(-;>,  HD- 
Ist  3)  6  =  3,  7  (mod.  8)  also  (^-=^) (-|-),  so  folgt 

auf  Grund  der  Formeln  (45  a)  und  (111b) 


46—1 


«— 1 


(117)  At  =  |2'(-1)'   (t)^'- 

1 

Diese  Summe  nimmt  zunächst,  wenn  man  sie  in  zwei  zerlegt, 
welche  von  1  bis  26  und  von  26  bis  46  reichen,  und  in  der 
ersten  5  durch  26  —  5,  in  der  zweiten  s  durch  26  +  s  ersetzt, 
die  Gestalt  an: 

-2  (-  1)~  (i)  (26  -  sy  -2(-  1)~  (I)  (26  +  sy 


26  ,_i 


oder,  da^^( —  1)  *    l-^j  =  0  ist,  diese  andere: 
1 

1 

Wird  aber  letztere  Summe  wieder  in  zwei  andere  zerlegt, 
welche  von  1  bis  6  und  von  6  bis  26  reichen,  und  man  setzt 
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in  der  ersteren  s  =  b  —  2^,  in  der  zweiten  s  =  6  +  2^,  so- 
dass dann  t  von  1  bis  1^1  reicht,  so  verwandelt  sich  der  Aus- 
druck in  folgenden 

-2-(|)-2'(-l)'(l)(^-20* 
+  2(|)-2'(-l)'(l)(^  +  20* 

Demnach  erhält  man  neben  (117)  noch  folgende  Formeln,  in- 
dem man  die  Falle  6^3,  6^7  (mod.  8)  trennt: 


(118) 


A,  =  -so.^i-iy(±)t 


0<l)- 


Diese  und  noch  andere  Ausdrücke  fiir  die  Anzahl  der 
Darstellungen  einer  Zahl  als  Summe  von  fünf  Quadraten  sind 
bereits  von  Eisenstein*)  gegeben  worden.  VgL  dazu  Smith 
sur  la  repres.  des  nombres  par  une  somme  de  cinq  carres,  so- 
wie auch  seine  oben  angeführte  Abh.  in  den  Proceedings  1867 
S.  207,  wo  noch  allgemeinere  Fälle  berücksichtigt  sind. 

17.  An  derselben  Stelle  hat  Eisenstein  auch  für  die 
Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  als  Summe  von 
sieben  Quadraten  analoge  endliche  Formeln  mitgetheilt^ 
die  sich  mittels  imserer  obigen  Resultate  bestätigen  lassen. 
(S.  auch  Smith  an  der  letzt-angeführten  Stelle.)  . 

1)  Nach  (93*)  ist,  wenn  zuerst  6^7  (mod.  8)  ist, 

692  6*/* 


*)  Eisenstein,  note  sur  la  repräsentation  d*an  nomhre  par  la 
somme  de  5  carräs,  im  Joum.  f.  d.  r.  u.  a.  Math.  35  S.  368.  —  Die 
Formeln  (113)  und  (115)  lassen  den  beachtenswerthen  Umstand 
erkennen,  dass,  wenn  b  ^  1  (mod.  4)  ist, 


^'^•>^^' 


sein  musB.  Für  den  Fall  einer  Primzahl  b  findet  sich  dieser  Satz  be- 
reits ausgesprochen  von  Dirichlet,  J.  f.  d.  r.  u.  a.  Matiii.  18  S.  270. 
Aehnliche  Sätze  folgen  aus  den  Formeln  der  nächsten  nr. 
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Bildet  man  die  Summe  nach  (112  a)  und  berücksichtigt,  dass 
f-T-j  ^1  ist,  so  kommt 

(119)  ^-2y5(2(T)»'-»*^a)»)- 

Wenn  nun  Ä',  h'  diejenigen  Zahlen  ä,  h  sind,  welche  <  — 
sind,  vmd  a,  y  ihre  Anzahl,  so  kann  man  setzen 

=  -^A»  +^(2A')»  +^(26  -  2^-)" 
d.  i.  gleich 

+  36^(6  —  2hy  +  36^^(6  -  21')  +  y6^ 

oder,  weil  die  2h'  die  geraden,  die  6  —  2k'  die  ungeraden 
Zahlen  %,  zusammen  also  die  2A'  und  h  —  21c  die  sammt- 
liehen  h  ausmachen,  einfacher 

7^A»  =  lyW  —  ISh^^h'  +  12l^h'\ 
Ebenso  kommt 

also 

-12(^Ä'*-2'fc'*). 
Andererseits  kommt  ebensowohl 

^h  =^h'  +2(*  -  *')  =  yfe  +^Ä'  -2^' 

als  auch 

2'ä  =^2ä'  +2(&  -  2r)  =  y5  +  2  (2'ä'  -2*') 
mithin 

und 
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Auf  ömnd  dieser  Ergebnisse  findet  man 

oder  einfacher 

(120)  ^  =  -  16  •  372'(t)  **'  (*<!)• 

2)  Wenn  zweitens   b  -z  3   (mod.  8)    also  (yj  =  —  1 , 
so  erhält  man  zunächst  nach  (93^)  und  (112  a) 

(121)  A-7($> ->■'$}>} 

Setzt  man  hier 

so  folgt  nach  einer  analogen  Umformung 

92*'  =2*»  +2*»  +  7y5»  —  186*2*'  +  1262'^'» 
ebenso 

O^**  =2'^='  +2^'  +  7a&»  —  ISb'^h'  +  12b^h'* 
also 

9(2'»'  -2'*')  =  "^(y  -  «)^'  +  186*  (2ä'  -2*') 
Andererseits  ist 

2*  =2*'  +2(p  -  *')  =•  y*  +2^'  S^' 

2* = «6  +2*'  -2*' 

also 

9(2*  -2*)  &*  =  9(y  -  «)6»  +  186»  (2*'  "2*') ' 
Mithin  ergiebt  sich  nach  (121) 

oder  einfacher 

3)  Sei  endlich  6  e:^  1  (mod.  4),  so  ist  nach  (93*) 
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d.  h.  nach  (112b) 

Die  Summe 

46-1  ,_i 

2'(-i)"^(l)»' 

1 

kann    aber    zunächst    durch    Zerlegung    folgendermassen    ge- 
schrieben werden: 

2!  (- 1)~  (y)  t2&  - «)'  -  (2& + sn 

1 

26—1  ,_i  26  —  1  ,__! 

=  -  2^  (-  1)~  (y)  s'  -  246«  -^  (-  1)~  (-f )  s. 

1  1  ' 

Ebenso  kommt 

46-1  ,_i  26  —  1  ,__! 

2'(-i)-a)«--22'(-')^(i)'- 

1  1 

Zerlegt  man  femer  das  Intervall  von  1  bis  26  —  1  in 
seine  beiden  Hälften^  so  erhält  man  mittels  einfacher  Um- 
formungen endlich 

^  ^  28  •2' (-1)^(1)  «(26 -s). 

1 

Setzt  man  aber  in  dieser,  den  beiden  Fällen  6  e^  1,  b  ^^b 
(mod.  8)  gemeinsamen  Formel  5  =  6  —  2^,  so  geht  sie  in  die 
Gestalt 

^^^^  =  28  .  (I) .  2  (-  ly .  (I)  (6^  -  U%  [t  <  I) 

über  und  man  findet  somit 
wenn  6  e^  1  (mod.  8), 

(123)  A,  =  28  .^(-  1)' .  (I)  (6«  -  4<>)| 
wenn  aber  6^5  (mod.  8)  ist, 

(124)  ^.  _  -  28 -^C- l)"  •  (t)  (»■  -  ■4'^ 


('<!)■ 
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Die  gefundenen  Formeln  stimmen  mit  den  Eisenstein 'sehen 
überein.  — 

Der  Erfolg  der  Methode,  welche  zur  Aufsuchung  der  An- 
zahl aller  Darstellungen  einer  Zahl  als  Summe  von  Quadraten 
angewandt  worden  ist,  beruht  wesentlich  auf  dem  Umstände, 
dass,  so  lange  n  ^  8,  nur  eine  einzige  Classe  folglich  auch 
nur  ein  einziges  Geschlecht  der  Ordnung,  zu  welcher  die 
Quadratsumme  gehört,  vorhanden  ist.  Für  eine  grossere  An- 
zahl von  Unbestimmten  hört  dieser  Umstand  auf  (siehe  darüber 
den  dritten  Abschnitt),  und  es  würde  daher  weiterer  Mittel 
bedürfen,  jene  Anzahl  zu  ermitteln.  Ausser  einem  speciellen 
Satze  über  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  als  Summe 
von  zehn  Quadraten,  welchen  Eisenstein  (an  der  citirten 
Stelle)  noch  anführt,  haben  sonst  die  in  dieser  Richtung  an- 
gestellten Untersuchungen  bisher  kein  weiteres  Ergebniss  auf- 
zuweisen*). Sonach  können  wir  unsere  Darstellung  derselben 
hiermit  beschliessen.  — 


*)  Allerdings  hat  Lionville  in  seinem  Journale  s^r.  2  t.  5  p.  143 
sowie  t.  9  p.  296  über  die  Anzahl  Darstellungen  einer  Zahl  als  Summe 
von  12,  und  t.  11  über  die  Anzahl  der  Darstellungen  einer  Zahl  als 
Summe  von  11  Quadraten  Sätze  mitgetheilt,  doch  ist  bisher  von  ihnen 
kein  rechter  Beweis  gegeben. 


*m  • 


Berichtigungen. 

Seite  37  Zeile  2  und  3  v.  u.  lies  ps"  statt  />"«  und  ps'  statt  p's. 
„    126  letzte  Zeile  lies  Jf"  statt  M\ 
„    155  Zeile  11  lies  wenigstens  m  —  2  statt  m  —  2. 
,,    160  letzte  Zeile  desgleichen. 
„    186  Zeile  10  lies  Sl  statt  o>. 
„    206     „     8  V.  u.  lies  Form  statt  Formel. 
„    218     „     3  lies  e  statt  z\ 
„    227     „      16  lies  aM  statt  M. 
„    228     „     13  lies  keine  Ä,  B  entsprechenden  ganzzahligen  Auf- 

lösimgen. 
„    258  Zeile  15  v.  u.  lies  1,  3,  6  statt  1,  5. 
„    269      „      17  lies  1,  3,  5  statt  1  oder  6. 

293  ist   zwischen  Zeile  11  und  12  eine  Reihe  von  Punkten  zu 

denken. 
364  letzte  Zeile  lies  193  statt  192. 
370  Zeile  12  lies  ^  =  0  statt  d  =  0. 

378  ist  die  Voraussetzung  unerwähnt  geblieben,  dass  die  Deter- 
minanten von  F„  .  Ff,    nicht  Null  sind. 

445  Zeile  12  V.  u.  lies  1,  2,  ...  i  statt  12  ...  A. 
475     „      3  lies  p^-'^n-i  statt  pf-^n-i-^n-2. 


1» 


II 


m 

2    «i.„j.i.   /        -tsm 


493      „      6  lies  (—  1)  *   statt  (—  1/ 

550  Formel  (68)  ist  die  rechte  Seite  zu  verdoppeln. 


»•     1 


551        „       (69)  ist  der  erste  Faktor  2  ^        ,  nicht  2  *  . 
588  Zeile  6  lies  zu  statt  zn. 
„    690     „      9  V.  u.  lies  ^^{x^  statt  f^(x^). 

616     „      2  lies  qua-  statt  qna-. 

1  ...        2 


II 


618     „      6  lies      ^  ,  ^    statt  — ^ 

W^  +  ^e  ^^2-f.z^ 

640  Absatz  3)  ist  zu  berichtigen,  wie  folgt.  Jeder  Repräsentant 
des  Geschlechts  G,  durch  den  m  darstellbar  ist,  kann  durch  einen  äqui- 
valenten Hauptrepräsentanten  f  mit  dem  ersten  Coefficienten  ai,  =  »» 
ersetzt  werden;  für  diesen  besteht  die  Congruenz  (81),  wo  a  dieselbe 
Zahl  bedeutet,  wie  bisher  m.  —  Alles  weitere  bleibt  ungeändert. 


Im  gleichen  Verlag  erschien  von  demselben  Verfasser: 

Bachmaim,  Paul,  Zahlentheorie.  Versuch  einer  Oesammtdarstellung 
dieser  Wissenschaft  in  ihren  Hanpttheilen.  In  6  Theilen.  I.  Theil : 
die  Elemente  der  Zahlentheorie.  [Xu  u.  264  S.]  gr.  8. 
1892.     geh.  n.  JL  6.40. 

£•  kAon  wohl  nur  ein  wülkommenas  Untemahman  genannt  wardan,  aina  Gctamtdar- 
■ieUung  de«  hantigen  Stande«  der  Zahlentheorie  aa  Teranohen.  Der  Yerfasaer  beabticbtigt 
nicht,  ein  Kompendium  der  Zahlen theorie  an  lohreiben,  rielmehr,  in  einer  Beihe  Ton 
£inaeldarttellimgen  Bilder  der  einaelnen  Uauptgebiete  denelben  an  entwerfen,  welche  Ton  den 
hanpiaftchlichaten  Forachongenf  durch  welche  lie  gewonnen  worden  aind,  Kenntnii  su  geben 
beatimmt  find. 

Daa  gegenwirtige  Werk  hat  die  Elemente  der  Zahlentheorie  an  aeinem  Oegen- 
atande.  Unter  dleaem  Namen  darf  man  Jetat  fOglioh  wohl  allea  daa  anaammenfataan,  waa 
Oaufli  in  den  eraten  fünf  Abachnitten  aeiner  Diaqoiaitionaa  arithmetieae  behandelt  hat,  aoweit 
ea  nicht  daa  Gebiet  der  bintren  qnadratiachen  Formen  aberaohreitet  Von  der  Daratallnng 
bleibt  allea,  waa  mit  der  Varteilnng  der  Formen  in  Oeaohlechter  anaammenhftngt,  aoagaachloeaeD, 
weil  der  Hanptaata  dieaer  Theorie  aichnicht  ana  Jenem  elementaren  Gebiete  ableiten  UAit. 

Niharea  aieha  Tenbnera  Mitteilnngen  189S  Nr.  8,  8.  74. 

n.  Theil:    die    analytische    Zahlentheorie. 

[XVni  n.  494  S.]     gr.  8.     1894      geh.  n.  X  12.— 

In  dleaem  Werke  anoht  der  Verfaaaer  Ton  denjenigen  aahlentheoretiachen  Forachnngen, 
welche  auf  analytiache  Methoden  begrflndet  aind,  ein  übersichtliohea  Bild  an  entwerfen. 

Daa  Werk  beachrinkt  aioh  auf  Fragen  der  reellen  Zahlentheorie,  welche  die  haupt- 
alchlichaten  aahlentheoretiaohen  Funktionen  oder  die  Theorie  der  biuAren  quadraüachen  Formen 
betreffen,  und  aohliaCit  alle  Anwendungen  der  Theorie  der  elliptiachen  Fianktionen  auf  Zahlen- 
theorie, denen  ein  aptterea  Werk  gewidmet  werden  aoU,  Tollst&udig  ana. 

Niheraa  aieha  Teubnera  Mitteilungen  1894  Nr.  1,  S.  5. 


—  ^— ^—  in.  Theil:  die  Lehre  von  der  Kreistheilung 
und  ihre  Beziehungen  zur  Zahlentheorie.  Akademische  Vorlesungen. 
Mit  Holzschnitten  im  Text  nnd  1  Uthogr.  Tafel.  [XII  u.  300  S.] 
gr.  8.     1872.     geh.  n.  ^  7.— 

Yoranaeige  alahe  Tenbnera  Mitteilungen  187S  Nr.  1,  S.  11. 

Vorlesungen   üher   die  Natur   der  Irrationalzahlen. 


[X  u.  151  S.]    gr.  8.     1892.    geh.  n.  ^  4.— 

Nachdem  in  dem  Torliagendan  Werke  die  Irrationalaahlen ,  im  weaantlichen  im  An- 
achlnla  an  Heinaa  Oeaichtapunkte,  bagriinich  featgeateUt  aind,  wobei  eine  grOfaere  Anaohan- 
lichkeit  erreicht  sein  dürfte  durch  Einführung  dea  Begrifllaa  „aweier  gegen  einander  konrergierender 
Wertreihen**,  werden  Ton  den  algebraiachen  Zahlen  einige  Fundamen tala&txe  hergeleitet, 
welche  auf  ihre  aUgemeinata  Daflxdtion  aich  bexiehen.  Nach  dem  Grade  dar  Oleichung,  durch 
welche  aia  beatimmt  werden,  nnteraohaidan  aia  aich  in  qnadratiacha,  kubiacha  Irrationellen  u.  a.  f., 
nnd  aa  fragt  aioh,  welche  rein  arithmetiachen  Kennaeiohen  dieaer  algebraiachen  Einteilung 
adtqnat  aind.  Hier  wird  nun  aunichat  daa  arithmatiache  Kennaeiohen  der  qnadratiachen 
Irrationellan  nach  Lagrangeaohen  Oeaichtapunkten  hergeleitet,  nachdem  auTor  die  elementare 
Grundlage  der  Herleitung ,  die  Theorie  der  Kettenbrache,  mittele  einea  Algorithmua  entwickelt 
worden,  von  welchem  der  Jaoobiacha  Kettenbruchalgorithmua  nur  eine  einfache  Yerallgemeinernng 
iat.  Dann  folgt  LionriUea  Nachweia  von  dam  Yorhandanaein  nicht  algebraischer  Irrationellen 
und  eine  kurse  Überaicht  der  Arbeiten,  durch  welche  Lambert,  Legendra  und  LiouTilla  aber 
die  Natur  der  Zahlen  «  und  n  Lieht  au  Tcrbreiten  Tcraucht  haben.  AnafBhrlioh  werden 
dann  die  Harmiteaohen  Arbeiten  über  die  Zahl  «  in  ihrem  Zuaammenhange  dargeatellt, 
nnd  darauf  ein  Teil  der  Lindemannachen  Unterauchung  Ober  die  Lndolphacha  Zahl  gegeben, 
aoweit  ea  erforderlich  iat,  um  von  ihr  eine  genagende  Yoratellung  an  bilden;  atatt  aie  im 
ganaan  au  entwickeln,  aieht  Yerl  ea  Tor,  den  Nachweia  fOr  die  Tranaacendena  der  Zahl  n 
auf  dem  einfacheren  wage  an  erbringen,  welchen  WeieratraCi  nna  gelehrt  hat.  Eine  letste 
Yorleanng  giebt  Kenntnia  Ton  den  Kettenbmchalgorithmen  von  JaooM  und  Ton  den  wenigen,  noch 
unxureiohenden  Beaultaten,  au  denen  der  Yerauch,  ein  Kennaeichen,  thnlich  dem  fOr  die 
qnadratiachen  Irrationellen  geftindenen,  auch  fOr  die  kubischen  an  ermitteln,  biaher  geführt  hat. 

Niherea  alahe  Tenbnera  Mittailunfan  189S  Nr.  2,  S.  46. 


Verlag  Ton  B.  G.  Teubner  in  Leipzig. 

Eronecker,  Leopold,  YorlesuDgen  über  Mathematik.  In  4  B&nden. 
III.  Band:  Vorlesungen  über  Zahlentheorie,  beraosgegeben 
von  K  Hensel.     gr.  8.     geb.     ti»  voibendtong.] 

Legendre,  Adrien-Marie,  Zahlentheorie*     Nach  der  dritten  Aasgabe 

ins  Deutsche  übertragen  von  H.  Maser.    2  Bände.   Zweite,  wohlfeile 

Ausgabe.    [L  Band:  XYIO  u.  442  S.,  II.  Band:  Xn  u.  453  S.]    gr.  8. 

1893.    Geh,  n.^  12.— 

Einzebi:  jeder  Band  d.  JL  6. — 

Minkowski,  Dr.  Hermaim,  o.  Professor  der  Mathematik  an  der  üni- 
versitöt  zu  Königsberg  0./Pr.,  Geometrie  der  Zahlen.  In  2  Liefe- 
mngen.    I.  Lieferang.    [240  S.]    gr.  8.    1896.    geh.     n.  UK  8. — 

Die  in  dieMm  Baobe  mitgeteilten  Uotenachnngen  berühren  grundlegende  Fragen  6Kt 
matbematitcben  Winenachaft.  Sie  bringen  einige  allgemeine  und  eehr  frachtbare  Prlnsipien 
aber  die  Annfthemng  an  beliebige  Oröfeen  mittelst  der  Beibe  der  gansen  Zahlen.  loh  bin  ra 
meinen  Sitsen  durch  rtumliche  Ansohaunng  gekommen  (Ober  ihre  Vorgetchicht«  ■.  die  Mit- 
teilungen Ton  B.  6.  Teubner^  1893  8.  7).  Weil  aber  die  Betchrftnkung  anf  eine  Mannigfaltigkeit 
von  drei  IHmenfionen  nnthunlich  ertchien,  so  habe  ich  die  Darstellung  hier  rein  anajjtieeh 
gefaTttf  nur  befleifiige  ich  mich  dei  Gebrauchs  solcher  AusdrOokef  die  geeignet  sind,  geome- 
trische Vorstellungen  wachzurufen.  Die  Beweise  der  Sfttse  offenbaren  den  intimsten  Znaamoken- 
hang  des  hier  erörterten  Teils  der  Zahlentbeorie  mit  den  Fundamenten  der  Analysis  de« 
Unendlichen.  Um  diese  Verknüpfung  recht  ins  Licht  eu  setaen,  ist  hier  auch  mancbee 
Bekannte  Ton  Orund  aus  entwickelt.  Die  Lektüre  des  Buches  erfordert  daher  nur  geringe 
Vorkenntnisse,  wenn  auch  selbstrerst&ndlich  eine  gewiM«  mathematische  Bildung. 

Der  behandelte  Stoff  betrifft  Tielfaoh  Gebiete,  die  gegenwärtig  im  Voadergnud  das 
mathematischen  Interesses  stehen.  Da  nun  die  ToUstindlge  Fertigstellung  des  Bncbea  ent  in 
einigen  Monaten  su  erwarten  ist,  so  habe  ich  mich  entschlossen,  um  mehreren  mir  gaftoAerten 
Wünschen  zu  entsprechen,  einen  seit  längerer  Zeit  gedruckten  Teil  schon  jetst  zu  pnblizierea. 
Diese  Lieferung  entwickelt  bereits  die  meisten  allgemeinen  Theoreme.  Die  SchlnüsUe^rang 
wird  noch  mancherlei  Anwendungen  derselben  bringen;  ihr  Umfang  wird  nicht  10  Bogen  über- 
steigen. Ober  ihren  Inhalt  entnimmt  man  einiges  aus  meinen  Aufsätzen  im  Bulletin  des  soioioes 
math^matiques ,  Januar  1893,  und  in  den  Annales  de  Ticole  normale  sup^rieure,  Februar  imtt. 

Stolz,  Dr.  Otto,  ord.  Professor  an  der  Universit&t  zu  Innsbruck,  Vor- 
lesungen über  allgemeine  Arithmetik.  Nach  den  neueren 
Ansichten  bearbeitet.    2  Teile,     gr.  8.     geh.  n.  JL  16.— 

Einzeln: 

I.  Teil.   Allgemeines    und    Arithmetik   der  reellen   Zahlen 
[VI  u,  344  S.]     1886.  n.  JL  8.— 
II.     —    Arithmetik   der    complexen   Zahlen  mit   geometri- 
schen Anwendungen.     [Vm  u.  826  S.l  1886.     n.  JL  8.— 

Diejenigen  Lehren  der  Analysis,  welche  gewöhnlich  als  der  uementare  Teil  deraaDiea 
betrachtet  werden,  sind  fast  sftmtlioh  in  der  letsten  Zeit  neu  bearbeitet  und  wesantlieh  tst- 
bessert  worden.  Daher  weichen  gegenwftrtig  die  populftr-pidagogischen  und  die  wisaenachafU 
liehen  Darstellungen  der  Elemente  der  Mathematik  so  bedeutend  Ton  einander  ab,  dali  K^in^h^ 
Jedes  Lehrbuch  und  Jedes  Kolleg  Aber  höhere  Analysis  mit  einem  Abrisse  dieser  Blemente,  die 
der  Leser  bes.  der  Zuhörer  woU  meist  fdr  abgethan  hielt,  eingeleitet  werden  molk.  Sohon  die 
dabei  nötige  KOrse  mag  dem  angestrebten  Zwecke  nicht  immer  förderlich  sein,  JedenfaOa  ab« 
kommt  auf  diesem  Wege  keine  gleichmäfiiige ,  ins  Einaelne  gehende  Behandlung  jener  elamaa- 
taren  Partieen  anstände.  Der  Verfasser  hat  es  als  ein  seitgem&fses  Unternehmen  erkannt  und 
wkhrend  einer  awöltlfthrlgen  Lehrthfttigkeit  erprobt,  der  allgemeinen  Arithmetik  in  dem  hsr> 
gebrachten  Umfange  einen  susammenhtngenden,  wissenschaftlichen  Vortrag  su  widmen.  IMiei 
haben   sich  nicht  unwichtige  Verbesserungen  der  DarsteUung  ergeben. 

Näheres  siehe  Teabners  Mitteilungen  1884  Nr. «,  S.  108  bes.  1886  Nr.  5,  8.  88. 

^-»^^~  Grössen  und  Zahlen.  Bede  bei  Gelegenheit  der  feierlichen 
Kundmachung  der  gelösten  Preisaufgaben  am  2.  Mftrz  1891  zu  Inns- 
bruck gehalten.    [30  S.]    gr.  8.    1891.    geh.  n.  ^  —  .80. 

Nach  AufsteUung  des  allgemeinen  OröIbenbegrifEs  wird  in  knappen  Zügen  darg^^^ 
wie  es  su  den  Erweiterungen  des  Zahlbegriffs  in  den  drei  Stufen:  irrationale  und  negatirs 
Zahl,  gemeine  komplexe  Zahl,  Quatemion  gekommen  ist  Aus  dieeem  hlstorisehen  Überbliek 
treten  insbesondere  die  Namen:   „Cartesius,  Qaufs,  Hamilton**  herror. 


